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1. BEVEZETES

Az értekezésben tobb olyan kérdést vizsgalunk, amelyek bizonyos Markovi folyamatok
hosszutavu viselkedésére vonatkoznak. Bar a Markovi folyamatok rendelkeznek a legegy-
szerlibb Osszefiiggoségi strukturdval (fliggetlen azonos eloszlasu folyamatokon til), mégis
meglepden nehéz problémakat kapunk, amint kissé szokatlan példakhoz nytilunk.

A 2. fejezetben bioldgiai 6roklodés adja a Markov folyamat amit vizsgalunk. Valéban,
egy gyermek genetikai informadciéja csak a sziilokon keresztiil fiigg az 6soktol. A bonyo-
dalmat azt jelenti, hogy egy gyereknek két sziiloje van, emiatt csalddfa nem egyszertien
egy lanc. Bemutatjuk, mit lehet tudni ilyen jellegli folyamatok hosszutavia viselkedésérol,
altalanos esetben és specialisan bioldgiai modellekbol szarmazé folyamatokra. Ezentil
statisztikai vizsgalatokat is végziink a magyar populaciés adatokra torténd illesztéssel. A
2. fejezet a [6] cikken alapul. Ez kozos munka témavezetémmel, Tusnddy Gaborral illetve
Rath Balazzsal, aki javaslatokat adott a modellre illetve a 2.1 Tétel bizonyitasara. Utdbb
kideriilt, hogy nagyon hasonlé modellt Dawson is vizsgélt [2].

A 3. fejezetben keverési ido becslésével foglalkozunk. Bar legtobbszor felsé becslések
keresése a feladat bizonyos Markov-lancok keverési idejére, mi most lancok egy osztalyabol
szeretnénk a legjobbat megtalalni. Ez azt is jelenti, hogy szeretnénk egy univerzélis also
korlatot az osztalyban talalhatd lancok keverési idejére. Igyeksziink megszabadulni a
reverzibilitasi feltételtél, ami ugyan egy kényelmes technikai feltevés, viszont alaptalan
korldtozast jelent a vizsgalt Markov-lancokra. A 3. fejezet a [4] és [5] cikkeken alapul. A

kutatas ezen része John Tsitsiklis segitségével és vezetésével tortént.

2. BI-MARKOV FOLYAMATOK KONVERGENCIAJA

Jelen esetben szexudlis populécioval foglalkozunk melyben miikodik szelekcid, a genera-
ciék szinkronizaltak és a vizsgalt idotartomény evoliicids szempontbdl rovidnek tekintheto.
Egy rogzitett sziiletési rendellenesség elofordulasaira fokuszalunk, amely bizonyos gének
mutéaciéjaval all kapcsolatban. Feltessziik, hogy a rendellenesség kialakuldsdnak szem-
pontjabol az érintett lokuszok szerepe azonos, kovetkezésképp elegend6é a mutans gének
szamat szamontartani. Az utédok genetikai informacidjanak kialakitasahoz rekombinacids,
mutacios és szelekcios 1épéseket kell végrehajtanunk.

A rekombindcié soran feltessziik, hogy az érintett 16kuszok szdma nagyon nagy és a
mutans gének egymdstdl fiiggetleniil, 1/2 valdszintiséggel 6roklédnek. Ha a sziilok x illetve
y mutans génnel rendelkeztek, akkor a gyerek szamara tovabborckitett mutans gének
szama Binom(x + y, 1/2) eloszlasu.

A gyerek ezen felill mutaciénak is ki van téve, melynek egy fiiggetlen Poisson(u) el-

oszlasu véletlen valtozé hozziadasa felel meg.



A mutéans gének szamanak ismeretében két dolgot kell kideriteni a gyerekrdl: vajon
érintett-e a rendellenességben illetve termékeny-e. Feltessziik, hogy minden muténs gén
fiiggetleniil okozhatja a rendellenesség megjelenését vagy a termékenység elvesztését. A
két jelenség Osszefligg, ha egy gén a termékenység elvesztését okozza, azzal a rendellenesség
kialakuldsa ir jar. Annak a valdsziniisége, hogy egy mutdns gén nem okoz rendellenességet
A, annak hogy nem akadalyozza a termékenységet p. Az el6zéek alapjan p > A. Ossze-

foglalva, minden egyes mutans gén a kovetkezo véletlen hatassal van:

e A valészintiséggel nem véltoztat semmit.
e p — A valdszintiséggel a rendellenesség megjelenését okozza, de a termékenységet
meghagyja.

e 1 — p valdszintiséggel rendellenességet és terméketlenséget is okoz.

A kapott dinamikat Poisson modellnek nevezzik.

Szeretnénk a genotipus eloszlasanak hosszutavi viselkedését leirni. Konnyen lathato,
hogy szelekcié nélkiil, ami a mutans géneket kisziiri a populaciobdl, a mutans gének szama
korlatlanul n6. Kovetkezésképp egy staciondrius eloszlas létezézéhez p < 1 sziikséges.
Azt allitjuk, hogy ezen feltétel mellett az eloszlas stabilizalédik. Azt is feltehetjiik, hogy a
paraméterek eltérnek nékre (s, pp, Ay) és férfiakra (tp,, pm, Am). A Dawson altal vizsgalt
modell [2] nem vesz figyelembe nemi kiilénbséget, viszont bevezet egy kitiintetett gént,
ami médosithatja a paramétereket. Nem latunk okot arra, hogy a p¢, 1, mutacios ratdk
eltérjenek, de ezt megengedve altalanosabb modellhez jutunk. A bizonyitas {6 Gtleteit
Rath Balédzs adta.

2.1. Tétel. Amennyiben py, pm, < 1, a mutdns gének tetszdleges kezdeti eloszldsai esetén

a populdcio eloszldsban tart eqy Poisson eloszlas-parhoz az aldbbi paraméterekkel:

\, = PiPm(tim = p15) + 251 \ = PPm(ty = fm) + 2pmftm
! 2~ pf— pm ’ " 2~ pf = pPm ’

nokre, és férfiakra.

Tegyiik fel ezutdn, hogy a populacié mar a stacionarius allapotban van. Konnyen el-
lenorizhetd, hogy egy djszilott mutans génjeinek szama Poisson eloszlast kovet, a nemtdl
fiiggden a kovetkezo eloszlasokkal:

Af+ A Af A+ A, Am
2 T by 2 Pm
Kovetkezésképp annak a valdszintisége, hogy egészséges:

Ar—1 A, —1
Pf = €xXp (/\f / ) , Pm = €XPp (/\m ) .
Pf Pm




Hasonléan, a termékenység valdszintisége:

1 1
ﬁf = eXp (Afpf ) ) Pm = €xp (/\mp ) .
ps m

Bar ezek egyszerti kifejezések, ha egyszerre néziink ré egy csaladfara, egy sokdimenzids
osszefiiggd eloszlast latunk. Olyan kérdésekre szeretnénk megtalalni a valaszt, mint ,, Mi
egy beteg gyerek nagynénjére a rendellenesség feltételes valdszintisége?”

Azt allitjuk, hogy az ilyen valdszintségeket fel tudjuk frni zart alakban. A kapott
formulak sokszor odridsiak, de a levezetésiik redlis ercfeszitéssel megvaldsithato. FEzt a
csaladféak rekurziv egyszerusitésével tessziik. A legegyszeriibb példaként egy beteg gyerek

testvérére a rendellenesség feltételes valészintisége:

oxp (25 ) (Ay=1)) =exp (o (Ba—1) 1y (Ay = 1) 2L (Ap 1) (Ay +1)—4)

1*eXp((uz+ka;Am)(Az*1)) ’

qgs =1-

ahol z,y a gyereknek és a testvérének a nemét jelli (m vagy f).

A modell ellenérzéséhez meg kell nézniink, mennyire van 6sszhangban biolégiai alapel-
vekkel, illetve mennyire illeszkedik magyar populaciés adatokra. A Poisson modellt Gssze-
hasonlitjuk tovabba a klasszikus Gaussi modellel is, melyet Czeizel és Tusnady hasznalt
[1].

Els6 korben egy oroklodési modelltdl azt varjuk, hogy elsofoki rokonokra magas legyen
a feltételes valdszintiség, azaz qg > p. Egy masik Osszehasonlitasi alap az Edwards altal
adott kozelités [3], amely szerint gs ~ |/p.

A technikai részleteket mell6zve az 1. abran mutatjuk a log p és log qs kozti kapcsolatot
pe[5-107°,3] és A € [0.1,1) paraméterekre. A bal oldali dbrdn teljes szelekcid van, azaz
p = A, a jobb oldalon a szelekcié részleges, azaz p = (1 + A)/2.

A felso atlés vonal az Edwards formulanak pontosan megfelel6 értékeket mutatja, az alsé
a hagyomanyos Gaussi modell értékeit. Azokat a paraméterértékeket részesitjiik elonyben,
ahol a rendellenesség nagyobbrészt orokletes, azaz A > p. Ennek megfeleloen a tartomanyt
hérom részre osztjuk, ahol A > 10u, 10 > A > p illetve p > A (feliilrdl lefele). Béar
a modell nem teljesiti a formulat altalaban, a paraméterek megfelelo valasztasa mellett
igen. Emellett latszik az is, hogy ritka rendellenességekre a Poisson modell lényegesen
nagyobb feltételes valdszintiségeket tud elérni. Tovabbi Osszehasonlitasokat végeztiink
nemtol fliggd paraméterekkel és tavolabbi rokonokkal, ezek 0sszhangban vannak az imént
tapasztaltakkal.

Egy masik modja a modell ellentrzésének, hogy megnézziik az illeszkedés josdgat magyar

adatokra. Ezeket a populdciés adatokat Czeizel és Tusnady konyvébél kélesonoztiik [1].
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(A) Teljes szelekcid

1. ABRA. Modell valészintiségek és az Edwards formula

Az 1. tablazatban bemutatjuk ezeket az értékeket. A divergenciak sulyzott atlagat
szamoljuk az Osszes rokonra. Mas szemszogbol ez normalizalt log-likelihood csokkenése,

amikor a valédi gyakorisagokat a modellbol josolt valdszintiségekre cseréljiik.
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(B) Részleges szelekcid

Divergencia az

els6foku rokonokra

ASB
CLP
CHPS
VSD
CDH-BB
CDH-CB
STEV

1. TABLAZAT. Divergencia a Poisson modell magyar adatokra vald illesztésekor

Végiil kovetkezzenek az illesztésbdl kapott paraméterek az egyes rendellenességekre a 2.

tabldazatban.

0.012189
0.005341
0.007234
0.005122
0.031767
0.050819
0.007865

0.000615
0.008989
0.007099
0.003212
0.002309
0.007456
0.007432




rendellenesség | i, [ Pm pf A, Ay Am Af
ASB 0.015 0.026 0.018 0.010 0.018 0.010  0.00027 0.00026
CLP 0.012 0.0075 0.019 0.143 5.0e-14 0.085  0.00024 0.0012
CHPS 0.020 0.006 0.069 0.078 0.061  0.00052 0.0015 0.00052
VSD 0.016 0.013 0.0040 0.023 1.7e-17 1.3e-17 6.2e-5  0.00031

CDH-BB 0.036 0.175 0.028 0.142 3.4e-32 0.105 0.0014  0.027
CDH-CB 0.030 0.237 0.010 0.137 6.5e-16 0.102 0.00050 0.035
STEV 0.015 0.0073 0.091 0.048 0.047 1.2e-14 0.0015 0.00039

2. TABLAZAT. Magyar adatokra illesztett Poisson modell paraméterei

A szelekcids mechanizmus amit jelen fejezetben vizsgalunk biztositja a stabilitast. A
divergencia értékek elfogadhatoak, egyediil a A paraméterekre kapott extrém kicsi értékek
jelentenek probléméat. Ez azt jelenti, hogy a mutans gének szama tipikusan 0, és egyetlen
rossz gén megjelenése okozza a rendellenességet vagy a szelekciot. Ennek ellenére ez nem
jelenti azt, hogy az érintett gének szama alacsony lenne. Ahogy emlitettiik, részleges meg-
oldasnak tartjuk a jelenlegi allapotot. Ez az elso elfogadhaté megoldasa a probléméanak,
ami kezelhet6 és praktikusan alkalmazhaté modellt ad. Mas modellekben amikor a szelek-
ciét egy kiiszob elérése jelenti (mint példdul a Gaussi modell), még nem tudjuk a stabilitdst
bizonyitani.

Bizonyos szempontbdl a Poisson modell gazdagabb, mint a Gaussi, mivel a rendelle-
nesség megjelenése véletlenszerti. Ez a modell kozel all a dominans Mendeli 6roklédéshez
korlatozott expresszioval. A helyzet meglehetésen komplex, amikor az expresszids valo-
szinliség fiigg a nemtdél. Amikor a paraméterek nemenként eltérhetnek, a Poisson modell
gazdagabba vélik: a feltételes valdszintiségek (hogy egy beteg gyerek rokona érintett a
rendellenességben) erdsebb nemfiiggést produkél, mint a Gaussi modellben. A kovetkezo
kérdés az, hogy a kornyezeti hatasokat is figyelembe véve a Poisson modell jobb illeszkedést

mutat-e, mint a Gaussi.

3. MARKOV-LANC KEVERESI IDO BECSLESEK

Ismert, hogy egy véges allapottéren értelmezett irreducibilis aperiodikus Markov-lanc
tart a stacionarius eloszldsdhoz. Ennek leirasara sziikségiink van egy metrikara, ami el-
oszlasok tavolsagdt méri. Egyik altaldnosan elterjedt lehetoség erre a totdlis varidcio

norma, ami a kovetkezo:

3.1. Definicié. Egy X-en értelmezett v el6jeles mérték totélis varidcié normaja

Ivllrv = max ().



Természetesen adddik a kérdés, hogy mi a konvergencia sebessége. Ez kifejezetten fontos
az alkalmazasok szempontjabdl, amikor a Markov-lanc csak korlatozott ideig futhat. Egy

lehetOség ennek a sebességnek a szamszertiisitésére a keverési idd bevezetése:

3.2. Definicié. Adott egy Markov-lanc X-en melynek staciondrius eloszlasa m, atme-
netmatrixa P = (p;;), ahol p;; jeloli az dtmenetvalészintiséget i-bél j allapotba. A lanc

keverési idejét az aldbbi mdédon definidljuk:
tmix:tmixpygz ] k: Pk— < et
(Pe) = max min {k: [oP* —llay < e}
Bizonyos argumentumokat el fogunk hagyni, amikor azok egyértelmiiek vagy lényegtelenek.

Markov lancok egy lényeges osztalyat alkotjék a reverzibilis lancok. Ezeknél sokszor

egyszerilibb a keverési id6k becslése, 1d. pl. Kelly [7].

3.3. Definicio. Egy Markov-lancot reverzibilisnek neveziink, ha stacionarius helyzetbdl

indulva az (i, ) és a (j,7) atmenet valdszinlisége megegyezik. Formadlisan:
TiDij = TiDji Vi, ]

Célunk az, hogy megtalaljuk a lehet6 legjobb keverési idot az atmenetvaldszintiségek
modositasaval, de az engedélyezett atmenetek megtartasaval. Ezentul a stacionarius el-
oszlasnak is mindig az egyenletesnek kell maradnia. FElsé eredménytink olyan Markov-

lancokrdl szél, ahol az engedélyezett atmenetek egy kort alkotnak.

3.4. Tétel. Tekintsiink eqy Markov-ldncot az n csiucsu koron, melynek duplin sztochasz-

tikus dtmenetmadtriza P. Létezik olyan globdlis C' > 0 konstans, melyre
tmix(P, 1/8) > Cn?.

Ismert, hogy a egy n csicsi koron a legjobb reverzibilis Markov-ldnc keverési ideje n?
nagysagrendii. Ennek fényében az el6z6 tétel azt mondja, hogy a reverzibilitasi feltétel
feloldasa ebben az esetben nem segit.

Abban a reményben, hogy ezen gyorsithatunk, noveljik az engedélyezett atmenetek
szamat néhany véletlen ,hosszi” él hozzdadasaval. Az elérend? élstirliség cn™® valamely

2—a

a € (1,2)-re. Magyaran cn®“ extra élet varunk. Harom kiilénbz6 médot mutatunk ezen

élek kivalasztasara.
M1: Egy véletlen pérositast valasztunk a {[in®"1], 0 <i < n?*~*} cstcsokon, melyek

egy [n
M2: Az Gsszes lehetséges hosszi é1b6l [n?~%] darabot egyenletesen kisorsolunk.

2=o] méretii majdnem ekvidisztans rendszert alkotnak.

M3: Az 0Osszes lehetséges hosszi élre fiiggetleniil kisorsoljuk, hogy szerepeljen-e vagy

sem. A bekeriilés valészintisége minden élre n=¢.
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Els6 korben az egyszert strukturaja homogén lancokkal foglalkozunk, melyekben harom
atmenetvaloszintiség jelenik meg: q.+r az éramutato jarasaval megegyezo, q. — r az azzal
ellenkezé atmenetekre a koron és ¢;/d(«) a hosszu élekre. A q. > r > 0,q, > 0 értékek
globdlis konstansok. Problémat okozhat, ha egy csticsbol sok hosszu él fut ki és emiatt a
kimené valészintiségek Osszege 1-nél nagyobb lesz. Az alabbi tétel biztositja, hogy ez nem

okoz gondot.

3.5. Tétel. Létezik olyan d(a) : (1,2) — N fiiggvény, hogy aszimptotikusan majdnem
mindig (a.m.m.) nincs csics d(a)-ndl tobb hosszi éllel. Ez teljesil M1, M2 és M3 grdfokra
18.

Kovetkezésképp amennyiben 2q. + q < 1 és a megfeleld d(a)-t haszndljuk, a homogén

Markov-lanc a.m.m. megengedhetd lesz.
A 3.4. tétel felhasznalasaval belathatjuk a kovetkezo korlatot:

3.6. Allitas. M1 ldnc esetén tegyiik fel, hogy a hosszi élek csiucsai pontosan ekvidisztdans

modon helyezkednek el. Ekkor a homogén ldncra
tmix 2 Cn2a72-
A tovabbi keverési id6 korlatok a konduktancia becslésén alapulnak.

3.7. Definicié. Egy X-en értelmezett Markov-lanc konduktanciaja

. . Q(S, SC) . ZieSjeSC TiDij
d = ®(3) = S AN R :
pn, ®(5) = min, G (50) ol T (8)=(50)

ahol S¢ jeloli S komplementerét.

3.8. Tétel. Homogén M1 ldnc esetén a kévetkezd becslés a.m.m. teljestil:

crd(a) 'Y < ® < con' T,

3.9. Tétel. Homogén M2 linc esetén a kovetkezd becslés a.m.m. teljesil:

11—« 11—«

3.10. Tétel. Homogén M3 linc esetén a kovetkezd becslés a.m.m. teljestil:

l—« 11—«




A konduktancia és a keverési id6 kozti kapcsolatot Lovasz és Simonovits tételével [8]
tudjuk megteremteni. Itt nincs sziikség a Markov-lanc reverzibilitasara, cserébe fel kell

tenniink, hogy a lanc lusta. Egy lanc lusta, ha p; > 1/2 minden i-re.

3.11. Tétel. Aperiodikus, irreducibilis, lusta Markov lancokra érvényes az alabbi becslés:
! < tix < ! 1 L

C1— mix > C2— 10 P )
'p = 22 28\ 7,

ahol 7, = min; ;.

Mivel jelen esetben a stacionarius eloszlas mindig egyenletes, az utolsé logaritmikus

tényez6 egyszerlien log n-et ad.

3.12. Kovetkezmény. Homogén reverzibilis M1 lanc esetén a.m.m. all a kovetkezo
becslés:
1?7 <t < cod(a)’*n**?logn.

Hasonloan, homogén reverzibilis M2 és M3 lancokra
c1n®21log? n <ty < cad(a)?n?*2 log® n.

Nem-reverzibilis homogén lancokra az aszimptotikus korldtok az alabbi modon alakulnak:

c1n® ! < tpix < cod(@)*n** 2 logn,

2

cin® tlogn < tmiy < cod(a)’*n**?log® n.

homogén M1 illetve homogén M2, M3 ldncokra.
Ezen a ponton a becslések konnyen tovabbvihetoek az alabbi médon:

3.13. Kovetkezmény. A 3.12. kéovetkezmény korldtai teljesiilnek a leggyorsabb M1, M2,

M3 lancokra is.

Nem-reverzibilis esetben az also és fels6 becslések elég tavol vannak egymastol. Mégis,
bizunk benne, hogy lényeges gyorsitas érhet6 el veliik, ahogy ezt a 2. abra mutatja. Ezen
az abran reverzibilis és nem-reverzibilis M2 Markov-lancok keverési idejeit latjuk, a = 1.5-
re.

A kapott keverési id6k egy log-log skalaju hisztogramként lathaték. A felso tartomany
tartozik a reverzibilis lancokhoz, az alsé a nem-reverzibilisekhez. A két vastag vonal az
atlagokat mutatja méretenként.

Az dbra tisztan mutatja, hogy a nem-reverzibilis lancok lényegesen gyorsabbak, mint
a reverzibilisek. Bizunk benne, hogy ezt a kiilonbséget képesek lesziink meghatarozni a
jovoben. Egyelore nem kiséreljiik meg ezt az abrardl leolvasni, hiszen ebben a méretben

logn és n° tényezdk konnyen sszekeverheték.
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10g tix

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

log n

2. ABRA. Log-log dbra homogén M2 ldncok keverési idejérdl

Miésrészré] reverzibilis lancokra tudjuk, hogy a keverési id6 nagyjabél nlog® a 3.12.
Kovetkezménybdl. A mérésekre illesztve § = 2.02-t kapunk, ami azt sejteti, hogy a keverési

1d6 korlétok kozil az alsé az éles.
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