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OPERATORSZELETELESI ELJARASOK ELMELETI ES NUMERIKUS VIZSGALATA

Bevezetés, a munka célkitiizései

Doktori értekezésemben a parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldésara alkalmazott
operatorszeletelési eljarasokat vizsgalom. Ezen eljarasok olyan idobeli diszkretizaciés mddszerek,
melyek egyszertsitik, alkalmasint lehet6vé teszik a bonyolult differencialegyenletek numerikus
megolddsat. Az operatorszeletelési eljardsokat eldszor Marchuk (lasd [17]) és Strang (lasd
[19]) tanulmanyozta behatdan; azdta igen széleskorlien alkalmazzak 6ket kolonféle fizikai je-
lenségek modellezésekor. Az operatorszeletelési eljarasok alapja, hogy a fizikai jelenségek
tobb kiilonbozé folyamat egyiittes hatasara alakulnak ki. Egy fizikai mennyiség (példaul
egy kémiai anyag koncentracijdnak) idébeli viselkedését olyan parcidlis differencidlegyenlet
irja le, melyben a lokalis idébeli derivaltat a folyamatokat leiré részoperatorok hatarozzak
meg. FEzen részoperatorok kiilonbozé tulajdonsidguak lehetnek. Az egyes részoperatoroknak
megfelel§ részproblémak megoldasara altaldban hatékony (azaz gyors és pontos) numerikus
modszerek léteznek, a részoperatorok oOsszege esetében azonban csak ritkan talalhatunk ilyen
modszert. Az operatorszeletelési eljarasok alkalmazasa tehat azt jelenti, hogy az Osszeg-
operator helyett csak a részoperatorok altal meghatarozott részproblémékat oldjuk meg kiilon-
kolon. A kiinduldsi probléma megolddsat az egyes részfeladatok numerikus megolddsaibol
szarmaztatjuk. Ertekezésemben a szekvencidlis, a Strang-féle, valamint a sulyozott szeletelési
eljarasokat viszgalom. Ehhez tekintsiik a G operatorhoz tartozo absztrakt Cauchy-problémat az

X Banach-téren:

du(t
) _ oy, >0,
dt (ACP)
u(0) =z € X.
Az (U (t)) >0 linedris operdtorok egyparaméteres csaladjat erdsen folytonos operdtorfélcsoportnak

nevezzik az X Banach-téren, ha

(ii) U(t+s)=U(t)U(s) minden t,s> 0 esetén,
(ili) at — U(t)z RT-bdl X-be vald leképezés (trajektoria) minden z € X esetén erdsen folytonos.

Az D(G) értelmezési tartomannyal rendelkez6 G operédtort a fenti operatorfélcsoport ge-

nerdtordnak nevezzik, ha

Gz = lim M

minden z € D(G)esetén, ahol
h—0 h

D(G) = {x e X+ qim LT

h—0

létezik} .



CSOMOS PETRA

Megmutathaté, hogy az absztakt Cauchy-probléméanak létezik egyértelmii megoldasa, ha a
(G, D(G)) operator egy erdsen folytonos operatorfélcsoportot general. Ertekezésben felteszem
tehdt, hogy az (A, D(A)) és (B,D(B)) részoperdtorok generdtorai a (T(t))t>0 és (S(t))t>0
félcsoportoknak az X téren, valamint hogy a D(A+ B) := D(A) N D(B) értelmezési tartomanyu
G = A + B osszegoperétor is generator az X téren. Az (ACP) probléma u™(¢) numerikus meg-

oldaséat a kiilonbozé szeletelések esetén az alabbiak szerint definialjuk:

sq

szekvencidlis szeletelés: Uy,

(t) := [S(t/n)T(t/n)]"x,
Strang-féle szeletelés: uSt(t) := [T(t/2n)S(t/n)T(t/2n)]"x,

sulyozott szeletelés: ul't) = [0S5(t/n)T(t/n) + (1 —O)T(t/n)S(t/n)]"x

minden rogzitett ¢t > 0 és n € N esetén, ahol x € D(A) N D(B) és © € (0,1). Mivel az
operatorszeletelési eljarasok idobeli diszkretizacios modszerek, konvergenciajuk kérdése fontos
szerepet jatszik az alkalmazasok soran. Ertekezésemben tehdt ezen eljarasok konvergenciajat

vizsgdlom az operatorfélcsoport-elmélet keretein beliil, tovabba numerikus kisérletek segitségével.

Az alkalmazott modszerek

Ertekezésemben a Banach-téren értelmezett operatorfélcsoportok elméletét (approximécié- és per-
turbédcié-elméletet), a kezdetiérték problémakra alkalmazott véges kiillonbséges sémék elméletét
(a konvergencia, konzisztencia és stabilitas fogalmait, valamint Lax tételét), a késleltetést tartal-
mazé differencidlegyenletek operédtorfélcsoport-elméletbeli megkozelitését (szorzat Banach-terek
és operdtor-matrixok fogalmat) és a nagyskéldju kornyezeti modellezés eredményeit alkalmazom,
valamint foglalkozom az operatorszeletelést megvaldsitd szamitogépes programok kifejlesztésének

kérdéseivel is.

A sajat eredmények pontokba szedett osszefoglalasa

Az 1. fejezetben attekintést nyujtok az értekezésben alkamazott mddszerekrdl (operdtorféleso-
port-elmélet, numerikus analizis, késleltetést tartalmazé egyenletek, 1égszennyezés terjedését leird
modellek). A 2. fejezetben bevezetem a dolgozatban vizsgalt operatorszeletelési mddszereket,
és bemutatom a konzisztencidjukra vonatkozo, az irodalomban megtalalhaté eredményeket. Be-
mutatom tovabba Ito és Kappel [14], valamint Zagrebnov [21] norma-konvergencidra vontakozd
eredményeit abban az esetben, amikor a szeletelés mellett még valamilyen idébeli diszkretizaciot

alkalmazunk. Az aldbbi 11j eredményt fogalmazom meg (ldsd Csomds és Sikolya [12]).
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1. 2.4.5. Tétel. A [21] dolgozat 10.18. Tételében Zagrebnov szerint bizonyos feltételek tel-

jesiilése mellett az alabbi becslések igazak:

1F(£A)g(LB) — ¢+ < ¢y 21

9
n

Hf1/2(%A>g(%B)f1/2(%A) _ et(A—i-B)H < (4

Inn
n
minden ¢t > 0 és n € N esetében, valamely Cy,Cy > 0 konstansok mellett. Megmutatom,
hogy az f és g fliggvényekre tett feltételek tejesiilnek, ha azok olyan A-stabil és konzisz-
tens idébeli diszkretizaciét jelentenek, melyek megorzik a pozitivitast. A szekvencidlis és
a Strang-féle szeletelések ezen moddszerekkel vald egyiittes alkalmazasa tehat konvergens

modszerhez vezet.

A 3. fejezetben a szeletelési eljarasok konvergencigjat tanulméanyozom. A 3.1. részben azt az esetet
vizsgalom, amikor a részfeladatok pontos megoldasa ismert (lasd Csomés és Nickel [10]), mig a
3.2. részben azokat valamilyen térbeli és id6beli diszkretizacios eljardasok segitségével kapjuk (lasd
Batkai, Csomos és Nickel [2]).

2. 3.1.6. és 3.1.7. Allitas. Vizsgdlom a Lax és Chernoff tétele (Idsd Lax [16], 34.4. fejezet,
8. Tétel, illetve Engel és Nagel [13], II1. fejezet, 5.3. Kovetkezmény) kozotti kapcsolatot.
Megmutatom, hogy a két tétel feltételei megegyeznek, amennyiben a numerikus mddszer
idolépése csak kompakt intevallumon beliil valtozik, valamint ha a tételben szerepl6 operéator

generatora annak a félcsoportnak, melyet a numerikus modszer segitségével kozelitiink.

3. 3.1.8. Lemma. Bebizonyitom, hogy a szekvencidlis szeletelés stabilitasi kritériumanak tel-
jesiilésébdl kovetkezik a Strang-féle és a stlyozott szeletelések stabilitdsi kritériuma (még
az operatorok forditott sorrendjének esetében is). Mindharom szeletelés stabilitdsdnak
vizsgalatakor elegeno tehat csak ezt az egyet megmutatni, azaz hogy léteznek olyan M > 1

és w € R konstansok, melyekre
I[S(t/n)T(t/n)]"|| < Me** teljesiil minden ¢ > 0 n € N esetén. (S)

Az eredmény idobeli és térbeli diszkretizacios mddszerek alkalmazasa soran is érvényben
marad (3.2.7. és 3.2.19. Lemma).

4. 3.1.10. Allitss. Chernoff tételének és a Trotter-féle szorzatformuldnak segitségével (lasd
Engel és Nagel [13], III. fejezet, 5.3. és 5.8. Kovetkezmények) megmutatom, hogy a szek-
vencidlis, a Strang-féle és a stulyozott szeletelések konvergensek egy adott idépontban,

amennyiben az (S) stabilitasi feltétel teljesiil.

5. 3.2.14.-16. Tételek. Pazy, illetve Ito és Kappel eredményeibdl kiindulva (lasd 6.7. Tétel,
(18], Ito és Kappel [15]) belattam Chernoff tételét kozelité félecsoportok esetére is
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(3.2.11. Tétel). Segitségével megmutatom, hogy a szekvencidlis, a Strang-féle és a
sulyozott szeletelések konvergencidja ebben az esetben is az (S)-hez hasonlé stabilitasi
feltételbdl kovetkezik, amennyiben a (77, (t)) oo 68 (Sa(1)) >0 v € N kozelit félcsoportokra,

illetve azok A, és B, generatoraira az alabbiak teljestilnek:

(i) Konzisztencia:
(a) lim J,A,P,x = Ax minden x € D(A) esetén,
(b) :Enz JnBnP,x = Bx minden x € D(B) esetén.
(ii) Konvergencia:
(a) nh_)n;o ST, (t)Pyx =T (t)x minden x € D(A)
és minden egyes tetszolegesen rogzitett ¢ > 0 esetén,
(b) 7111_{1010 JpSp(t) Py = S(t)x minden z € D(B)

és minden egyes tetszolegesen rogzitett ¢ > 0 esetén.

Ekkor a konvergencia teljesiil a vizsgalt szeletelésekre, azaz az (ACP) probléma u(t) meg-

oldasa a megfele6 szeletelésekkel az aldbbi forméban all el6 minden x € X esetén:

u(t) = Tim J,[S(t/n)T(t/n)]" Py,
u(t) = Tim J,[T(t/20)S(t/m)T(t/2n)]" Py,
u(t) = Tim J[OS(t/n)T(t/n) + (1= O)T(t/m)S(t/n)]" Pz, © € (0,1),

ahol a konvergencia egyenletes a t-ben kompakt intervallumokon. A J, és P, operatorok
az X és X, Banach-terek kozotti leképezések, ahol az utobbi a térbeli racson értelmezett
fliggvények tere. Ez az eredmény annak az esetnek felel meg, amikor a szeleteléssel kapott
részfeladatok megoldasait valamilyen térbeli diszkretizaciés modszer segitségével hatarozzuk

meg.

6. 3.2.20.—22. Tételek. Megmutatom, hogy a szekvencidlis, a Strang-féle és a stlyozott
szeletelések konvergencidja abban az esetben is érvényben marad, amikor a félecsoportokat
térbeli és idobeli diszkretizaciés modszer segitségével kozelitjiikk. Ekkor a térbeli diszk-
retizacios moédszerek minden egyes idorétegen konvergensnek, mig az idébeli numerikus

modszereknek stabilnak és konzisztensnek kell lennitik, azaz

(i) Stabilitds:
(a) |[lg.()]F|| <1 minden ¢ € (0,7 és n, k € N esetén,
(b) [[[r.(®)]F|| <1 minden ¢ € (0,77 és n, k € N esetén,

tovabba ¢,(0) = I és r,(0) = I minden n € N esetében.
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(ii) Konzisztencia:
(a) lg% +(Jngn(t) Pox — ) létezik minden = € D(A) és n € N esetén,
(b) llo F(Jnrn(t) Py — ) létezik minden = € D(B) és n € N esetén.
(iii) Térbeli konvergencia:

(a) lim J,q,(t)Px =T(t)x minden x € D(A)
és minden egyes tetszélegesen rogzitett ¢ € (0, to] esetén,
(b) lim J,r,(t)P,z = S(t)x minden z € D(B)

és minden egyes tetsz6legesen rogzitett ¢ € (0, t] esetén.

Ebben az esetben a konvergencia mindharom vizsgalt szeletelésre teljesiil, azaz az (ACP)
probléma u(t) megolddsa minden x € X esetén az alabbi formaban allithaté elé:

u(t) = lim J,[ry(t/n)qn(t/n)]" Py,

u(t) = lim J,[q,(t/2n)r,(t/n)q,(t/2n)]" Pz,

u(t) = Tim Po[Or,(H)gu(t) + (1= O)gu(t)ra(D)]" Poz,  ahol © € (0,1).

A 4. fejezetben az alabbi alaku, késleltetést tartalmazd egyenletekre alkalmazott szeleletések kon-

vergenciajat tanulmanyozom:

u(t) = Cul(t) + Puy, t>0,
u(0) =z € X, (KE)
Uy = f € Lp([_1>0]>X)a
ahol az u; torténeti fliggvényt a u. (o) := u(t + o) formulaval definidljuk. A fenti (KE) egyenlet

az &, = X X Lp([—l, 0], X ), 1 < p < oo szorzat Banach-téren az aldbbi G operatorhoz tarzozo
(ACP) absztakt Cauchy-problémava irhaté at:

cC o
G:z( d),
0 &

ahol a G operéator értelmezési tartomanya:

D(G) = {(g) € D(C) x W([=1,0], X) : g(0) = y} .

Batkai és Piazzera [1] konyvének 3.3.2. fejezete, valamint Webb [20] munkéja nyoman a fenti
G operator kétfajta felbontdsit is vizsgalom (melyek a korldtos és nemkorlatos @ késleltetési

operétor esetének felelnek meg).
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7. 4.1.2. és 4.1.8. Tétel. Megmutatom, hogy a szekvencidlis, a Strang-féle és a stlyozott sze-
letelés a (G, D(G)) operator mindkét felbontasa esetén konvergens egy adott idépontban,
amennyiben a (C, D(C)) operator disszipativ, és a ® operator specidlis alakid. A konver-

genciat numerikus eredményekkel is illusztralom (lasd Csomés és Nickel [10]).

8. 4.2.5 és 4.2.7. Tétel. Belatom, hogy a szekvencidlis, a Strang-féle és a silyozott szele-
telések konvergensek a (KE) késleltetést tartalmazé egyenletre alkalmazva a (G, D(G))
operator mindkét felbontasa esetén abban az esetben is, amikor a szeleteléssel kapott
részfeladatok megoldasaira konzisztens és konvergens térbeli diszkretizaciét alkalmazunk
(lasd Bétkai, Csomés és Nickel [2]).

Az 5. fejezetben a totalis idOdiszkretizacids eljardas, azaz a szeletelés és a vele egytitt alkalmazott

idébeli numerikus médszer rendjét vizsgalom (lasd Csomds és Faragd [9]).

9. 5.5. Tablazat. Analitikus és numerikus szamitasok segitségével megmutatom, hogy
amennyiben a szeleteléssel kapott részfeladatok megolddsara valamilyen idobeli numerikus
mabdszert alkalmazunk, fellép az tgynevezett kolcsonhatdsi hiba. A totdalis idédiszkretizacios

eljaras rendje a szeletelés és a numerikus maédszer rendjének minimuméval egyenlo.

10. 5.5.-5.7. Abrak. Bevezetek egy masik djfajta hiba-fogalmat is, mellyel a szeletelés és
az idobeli numerikus moédszer segitségével kapott megoldas totdlis hibaja mérheté abban
az esetben, amikor a probléma pontos megoldasa ismeretlen. Ezt a fajta hibat gyakor-
lati hibanak nevezem el, mivel szamitasa a gyakorlatban, a pontos megoldasok ismerete
hidanyaban is lehetséges a numerikus megolddasokbol. Megmutatom, hogy a gyakorlati hiba

viselkedése hasonlo a totalis hibaéhoz, alkalmazhaté tehat annak becslésére.

A 6. fejezetben bemutatom, hogyan lehet a szeletelési eljaras alkalmazasaval az alabbi, a le-
vegOszennyzés terjedését leiré modell (lasd Zlatev [22]) szamitési idejét cstkkenteni:

de d(uc) 9 (ve) PPc e

ahol a ¢(x, y, t) ismeretlen fiiggvény a szennyezéanyag helytél és id6t6l fliggd koncentraciéjat jeloli.
Az u, v, K, FE és o fiiggvények a kiilonboz6 fizikai folyamatok paraméterei, ezek: az advekcid, a

diffuzié, a kibocsatas és az iilepedés.

11. 6.10. Abra. Bemutatom, hogy a szeletelési eljaras alkalmazdsa a fenti (LTM) légszennyezés
terjedését leiré modellre rovidebb szamitasi idét eredményez, ha a kiilonb6zo részfeladatok
megoldéséra kiilonboz6 numerikus médszereket és idSlépéseket valasztunk. Osszehason-
litasképpen az advekcids részfeladatot upwind és szemi-Lagrange-i sémaval is megoldom.
Mivel az utobbi nagyobb id6lépést is megenged, kevesebb szamitasi 1épést, azaz rovidebb

szamitdsi id6t igényel (lasd Csomos [4]).
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Kovetkeztetések

Doktori értekezésem eredményeibol az aldbbi kovetkeztetések vonhatdak le. A szekvencidlis
szeletelés stabilitasi feltételének teljesiilése mellett mindharom vizsgdlt szeletelési eljards kon-
vergens a részfeladatok pontos megoldasdnak ismeretében. Konvergensek abban az esetben
is, amikor azokat stabil, konzisztens és konvergens térbeli és idobeli diszkretizaciéos modszerek
segitségével kozelitjik. Az utébbi esetben a totalis hiba rendje mindig a szeletelés és a numerikus
modszer rendjének minimumaéval egyenld, azaz a teljes ido-diszkretizacié rendje alacsonyabb le-

het a szeletelésénél, ha a numerikus modszer rendjét és idolépését nem megfelelGen valasztjuk meg.

A fenti eredményekbél kovetkezik a késleltetést tartalmazd egyenletekre alkalmazott szeletelések
konvergenciaja korlatos és nemkorlatos késleltési operator esetében is. Lathatjuk, hogy a
légszennyezés terjedését leird modell szamitasi ideje leroviditheto az operatorszeletelés alkalma-
zasaval, ha a kulonboz6 részfeladatok numerikus megoldasara a leginkabb megfeleld id6lépésii

numerikus modszereket valasztunk.
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