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legyen Pf = 1qf. Ekkor minden f € E-re ést > 0-ra
S(t)f := lim (ex*P)"f
n—rco
létezik, és S(t)o poziliv operdtoroknak egy folytonos degenerdlt félesoportja. Tovdbbd,
az S(0) := lim,_ S(t) projekcié o kovetkezé alokd: S(0)f = 1yf, ahol ¥ C Q egy
mérhetd halmaz.

Ez a tétel W. Arendt-t6l és C. Batty-t6] szarmazik.

A fenti eredmények alapjan W. Arendt a kévetkez6 sejtéseket fogalmazta meg 1997-
ben:

(a) Legen e'* kontraktiv Co-félcsoport egy H Hilbert téren, és legyen P ortogonilis
projekcio. Ekkor 1imn_,oo(e%AP)“x konvergens minden 7 € H-raést > O-ra.

(b) Legyen e egy porzitiv, kontraktiv Co-félcsoport LP(X, T, p)-n (ahol (X, T, p)
egy o-véges mértéktér, és 1 < p < 00), és legyen P pozitiv kontraktiv projekcid. Ekkor
limp_sc0 (e P)"z konvergens minden x € H-ra és t > O-ra.

A negyedik fejezet f6 eredmiiye ezeknek a sejtéseknek a megcafolasa egy-egy ellen-
példa konstrudlasaval.

Az els6 példaban H = L*[0,1). Tekintjiik az (unitér) et szorzés félcsoportot H-n,
ahol h = 352, X(1/2* 1/2e-12"7. A P projekeiot pedig a Pf =1- fol f(z)dz formulaval
definialjuk.

A misodik példaban H = L*[0,2r]. Tekintjik az e f(z) = f(z + 2rt) eltolds
félesoportot, ahol f-et 27-periodusi fiiggvénynek tekintjilk. Tekintjiik tovabba a g(z) =
ﬁ [4+§‘_,z°=0 # cos 2kI] pozitiv, 1 normaju fiiggvényt, és az altala kifeszitett 1-
dimenzits altérre valo ortogonalis projekei6t jeldljik P-vel.

Mindkét esetben nem-trivialis szamitasok igazoljak, hogy az (exAP)" f sorozat (nor-
méaja) nem konvergens az f =1 és f = g vélasztds mellett.

A negyedik fejezet a [3] publikaciéra épiil.

5 Egy hasonlésigi eredmény

Ennek a fejezetnek az eredményére a hatodik fejezetben lesz szitkség a projek-
¢ios Trotter formula konvergenciajanak karakterizaciojanal. Az eredmény azonban Gn-
magaban is érdekes. Megjegyezziik, hogy az eredmény megfelelGje Banach terekben nem

ismert.

Az dnadjungalt operatorok kdzponti szerepet jatszanak a Hilbert terek operatorainak
elméletéhen. Korlatos esetben az dnadjungalt operatorok és a szimmetrikus szeszkvi-
linedris formak kozbtt természetes bijekcié van. Ennek az allitisnak a megfelelSje a
félig korlatos esetben a reprezenticios tétel, amelynek segitségével félig korlatos Gnad-
jungalt operétorokat gyakran definialunk félig korlétos zart formak altal. Két egyszeri
példa erre a pozitiv szimmetrikus operdtorok Friedrichs kiterjesztése illetve két poz-
itiv nadjungalt operator formadsszegének konstrukciéja. A pozitiv dénadjungslt kiter-
jesztések elméletét késsbb Krein fejlesztette tovabb, mig a formadsszeg és a Trotter
formula kézotti kapesolatra Kato egyik hires eredménye mutatott ré.

Ez a disszertdcié a szerz ilyen irinyd eredményeit mutatja be az [1], [2], [3] &
[4] publikaciokra épitve. A tovabbiakban a fejezeteket és tételeket a disszertacionak

megfelelden szamozom.

1 Pozitiv operatorok faktoriziciéja

Ez a bevezet6 jellegii fejezet vazolja Z. Sebestyén faktorizicios eljarasat, amely kules-
fontossagi lesz a 2. és 3. fejezetben.

Legyen adott egy D C H altéren értelmzett @ : D — H pozitiv linearis opera-
tor. Az a operator ran a képterén bevezetjiik az [az, ay] = {az,y) j skalar szorzatot,
amely jol definialt, mert o szimmetrikus. Ha még feltessziik, hogy D. (a) ={yeH:
sup{|(az,y)|? : z € D, (az,z) < 1} < oo} siird, akkor az 1 skaldr szorzat pozitiv definit
is. A (rana,[, ]) tér teljessé tételéet H,-val jeldljiik. Definidljuk a J : H, — H operéatort
a domJ := rana és Jz = 1z Gsszefiiggésekkel. Konnyii latni, hogy a pozitiv dnadjungalt
ag := J*J* operator kiterjesztése a-nak. Specilisan, ha a maga is onadjungalt, akkor
a = J*J* teljesiil.

A faktorizaciobol kovetkezik, hogy

dom ak-% =dom J* =D, (a),

laxFyll? = |J*yl1? = sup {|(az,)I? : = € doma, (az,2) < 1}.

Tehat az ag-hoz tartozé zart format megadhatjuk a J* operéator segitségével.
Az ax operatort az a operator Krein-von Neumann kiterjesztésének nevezzilk. A

fenti faktorizacios eljards kis valtoztatasaval eléallithatjuk az a operdtor ap Friedrichs

1
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egyenletnek minden g € L(Q)-ra létesik gyenge megoldésa, ha g > 2n/(n + 2).
A harmadik fejezet eredményei a [2] publikiciéban talalhaték meg.

4 A Trotter formula projekciékra

A Hibert tereken értelmezett zart formék és a formadsszeg konstrukeioja Kato egyik
érdekes tatele szerint kapesolatban allnak a Trotter formula konvergenciajaval. Roviden
ismertetjiik a fogalmakat:

Legyen a H Hilbert téren adva egy

a:D(a) x D{a) =+ C

szeszkvilineéris forma (ahol D({a) a I tér egy altere). Tegyiik fel, hogy a alulrél korlatos,
azaz létezik olyan A € R, amelyre

Jlu||? := Re a(u,u) + Mu,u)g > 0

minden u € D(a), u # 0 esetén. Feltessziik tovabba, hogy a + A szektoridlis és zart,
azaz |Im a(u,u)| < M(Re a(u,v) + A(u,u)n) & a (D(a), || - [lo) tér teljes. Roviden a-t
zdrt formdnak nevezziik. Legyen K = D(a) a D(a) altér lezértja H-ban. J eléljiik A-val
az a forméhoz asszocialt operatort a K téren, azaz

D(A) = {u € D(a) : 3v € K amelyre a(x,¢) = (v, ¢)x for all ¢ € D(a)}

és Au = v. Ekkor —A egy e~ Cy-félesoportot general a K téren. Jeloljik @-val a K

altérre vald ortogonélis projekeiot. Definidljuk most az e~to operatort a H téren az
ety =¢Qz, z€H, >0

formulival. Az e~% folytonos degeneralt félesoportot az a forma dital generdlt féleso-
portnak hivjuk.

Tegyiik most fel, hogy adott egy tovabbi b zért forma is H-n, és definidljuk az a + b
formét D{(a+b) := D(a)ND(b)-n az {a+b)(u,v) = a(u,v) +b(u,v) formulaval. Kénnyt
belatni, hogy a + b ismét esak zart forma. Kato eredménye szerint a kivetkezd Trotter
formula teljesiil:

rdekességkent megemlitjiik, hogy az operdtor teszeg Friedrichs kiterjesztése (ha

létezik) szintén elGallithatd hasonld faktorizacios eljarassal. Ehhez definidljuk a @
operatort a

Q:H - H,® H;, dom @ =domaNdomb, Qr=az @bz

Gsszefiiggesekkel.
2.3.1 Tétel Legyen a és b kétl pozitiv sziminetrikus operdtor, amelyekre dom a N domb
stir H-ban. Ekkor Q*Q** = (a+b)p.

A fejezet végén megmutatjuk, hogy az {a+b)x, a+b & (at+br kiterjesztések
altalaban kiilonbéznek egymastol.

Ezt a fejezetet lényegében tartalmazza az [1] publikicio.

3 Pozitiv formak Banach tereken

Természetes Htlet megprobalni a masodik fejezet eredményeit reflexiv Banach terekre
alatalanositani.

Legyen X reflexiv Banach tér, és X* a konjugalt duslis tere (azaz az X-en értelmezett
folytonos, konjugéaltan linedris funkcionalok tere). Legyen D C X strd altér, és legyen
t: D x D — C szeszkvilinearis forma D-n (megéllapodas szerint ¢ az elsd valtozoban
linearis, és a masodikban konjugéltan linedris). Tegyiik fel, hogy t(z,z) > 7llz|* vala-
milyen y > O-ra. Tegyiik fel tovabba, hogy t ’zért’ olyan értelemben, hogy (D,t(-,-)) =:
H Hilbert teret alkot. Az i : H — X beagyazas folytonos, igy H-t az X tér egy
alterének tekinthetjik. A rovidség kedvéért a [, -] == 1(:, ) jelélést fogjuk alkalmazni. A
¢ forméhoz természetes modon asszocialhato egy A+ X — X* operéator: legyen x € D
és tekintsiik az [z,y], v € D funkcionalt; ha ez folytonos X felett, akkor létezik egy
z € X*, amelyre [z,9] = 2(y) = (2,y) teljesiil. Legyen Az = z.

3.1.1 Tétel A fenti A: X — X* operdtor pozitiv és dnadjungdlt.

Természetesen most nehezebb egy operitor pnadjungaltsdgat megmutatni, mint
Hilbert terek esetében. A fenti tétel bizonyitésa a kivetkez6 lemmat hasznalja:

3.1.2 Lemma Ha B : X* = X injektiv korldtos énadjungdlt operdtor, akkor A := B

szintén dnadjungdll.
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