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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Riemann-geometriai ismeretek

Ebben a szakaszban attekintjiik a sziikséges Riemann-geometriai definiciokat és
tételeket bizonyitasok nélkiil.

Legyen M egy C*-osztalyu differencialhaté sokasag. Tegyiik fel, hogy minden
P € M pontjara a TpM érintStéren adott egy gp szimmetrikus pozitiv definit
bilinearis forma. A gp formék egyiitt egy g format alkotnak a T'M érintényala-
bon. Ha g az atlaszhoz tartozoé koordinatazasra nézve sima, akkor az (M, g) part
Riemann-sokasdgnak, a ¢ fiiggvényt Riemann-metrikinak nevezziik. Altalaban
g(v,w) helyett egyszeriien csak (v,w)-t, a g(v,v) helyett pedig ||v||*-et frunk,
ahol v,w € Tp M érintévektorok.

Egy c: [a,b] — M szakaszonként C' gorbe whosszdt £(c)-vel jeloljiik, és az

0= [ Il

formuléval definidljuk, ahol a = ap < a; < ... < a; = b olyan felosztas, hogy
¢ az (a;_1,a;) intervallumokon C'. Ha M 6sszefiiggs, akkor két P,Q € M pont
tdavolsdgdt a P-t Q-val 6sszekotd folytonos és szakaszonként Ct gorbék hosszanak
infimumaként definialjuk, és d(P, Q)-val jeloljiik. Belathato, hogy d metrika, és
az M sokasag eredeti topologidjat indukalja.

Ha N C M egy részsokasag egy (M, g) Riemann-sokasagban, akkor adodik
egy természetes g Riemann-metrika az N-en: a ¢ metrika N-re valo megszori-
tésa, azaz g™ (v,w) := g(v,w) minden v,w € TpN < TpM-re. Az (N, g") part
az. (M, g) Riemann-részsokasdgdnak nevezziikk. Ha P,QQ € N C M a részsoka-

sag pontjai, akkor az Gket Osszekéts gorbéket tekinthetjiikk az N, illetve az M
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sokasagban is, az fgy adodo tavolsagokra a d™ (P, Q), illetve a dM (P, Q) jelolést
hasznaljuk. Ezek altalaban nem egyeznek meg, kozottiik a d™ (P, Q) < dV(P,Q)
egyenlGtlenség all fenn.

Az (My, q1) és az (Ms, g2) Riemann-sokasagok kozti f diffeomorfizmust akkor
nevezziik izometridnak, ha g = f*gs teljesiil. Ekkor f nyilvanval6an tavolsagtarto
is: d(f(P), f(Q)) = d(P, Q) minden P, € M; pontra.

Jelolje B(P,r) a P koézéppontt r sugart nyilt gombot, azaz a P-t6l kisebb,
mint 7 tavolsdgra levé pontok halmazat abban a térben, ahol a P pont fekszik
(akar egy Riemann-sokasagban, akar az euklideszi térben). A B(P,r) gbmb le-
zértjara a B(P,r), mig a hatérdra a X(P,r) jelolést hasznaljuk. Az n dimenzios
euklideszi térben fekvs 3(0,, 1) egységgombfeliilet (n — 1) dimenzids térfogatat
wy,_1-gyel jeloljiik.

Az M-en értelmezett sima vektormezdk terét X (M )-mel jeldljiik.
1.1. definicié. Egy M differencidlhato sokasigon a V konnexid egy olyan
V:X(M)x X(M)— X(M)

leképezés, mely minden XY € X(M) vektormezdre és f € C*°(M) sima fiigg-
vényre eleget tesz a kovetkezd feltételeknek (V(X,Y) helyett altalaban VxY-t

ifrunk):
(i) mindkeét valtozojaban R-linearis,
(i) VixY = fVyY,
(i) Vx(fY) = (XF)Y + fVxY.

A (ii) feltételbdl kovetkezik, hogy VxY egy P € M-beli értékéhez az X vek-
tormezGt elegendd csak a P pontban ismerni, igy egy v € TpM érintévektor

esetén értelmezhets a VY € Tp M érintévektor. Ha egy V konnexiora a
VxY = VyX = [XY]

feltétel is teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy V torziomentes vagy szimmetrikus.
Egy (M, g) Riemann-sokasagon adott V konnexiot akkor nevezziik a ¢ Riemann-

metrikaval kompatibilisnek, ha fennall az
X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
egyenlgség minden XY, Z sima vektormezdére.
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1.2. Riemann-geometria alaptétele. Egy (M, g) Riemann-sokasdgon ponto-
san eqy olyan torziomentes konnexio létezik, mely a g Riemann-metrikdval kom-

patibilis. Ezt a konnexiot az (M, g) Levi-Civita-konnexidjanak nevezziik.

Egy M Riemann-sokasag V Levi-Civita-konnexi6jabol egy M’ C M Riemann-
részsokasag V' Levi-Civita-konnexiojat meréleges vetitéssel kaphatjuk. Ehhez az
X' Y" € X(N) vektormezdket ki kell terjeszteni M-re X, Y € X(M) vektorme-
z0kké, és ekkor

e (Y)(P) = proj(Vx(Y)(P)),

ahol a proj: TpM — TpN az érintSterek kozti meréleges vetités.
Egy V konnexiot egy ¢ térképen elegends megadni a ¢-hez tartozo of , ..., 0%
standard bazismeztkre vonatkozoan (9f = (T'p)~1(9;)). A

Vordf = > T30
k=1

felirasban szerepld Ffj egyiitthatokat a V konnexi6 p-re vonatkozo Christoffel-

szimbolumainak nevezziik. Egy V konnexi6
R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
gorbiileti tenzordt az
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z.

formulaval definidljuk. Belathato, hogy ez valoban tenzor, azaz egy adott P pont-
ban az értéke csak az X, Y, Z vektormezSk P-beli értékétsl fiigg.

Egy x € TpM érintévektor Ry: TpM — TpM Jacobi-operdtora az a linearis
leképezés, melyet az Ry(y) = R(y,x)x formula definial. Az R, Jacobi-operator
az x+ = {y € TpM | (x,y) = 0} alteret 6Snmagara képezi le. Ismert, hogy az
y,z — (Rx(y),z) tenzor szimmetrikus, vagyis a Jacobi-operator énadjungalt, és
igy a matrixa egy ortonormalt bazisban szimmetrikus.

Egy v: [a,b] — M gérbe menti vektormezén egy olyan X : [a,b] — TM sima
leképezést értiink, melyre X (t) € T,y M minden t € [a,b]-re. A V., kovarians
derivalast lehet értelmezni egy v menti X vektormezon is, és ilyenkor a V)X
jelolés helyett gyakran hasznaljuk az X'(t) jelolést. Egy v: [a,b] — M sima gor-
be mentén az X vektormezdét akkor mondjuk pdrhuzamosnak, ha V., X = 0. Ha

adott egy x € T, M érintévektor, akkor egyértelmiien létezik olyan X ~ menti
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parhuzamos vektormezs, melyre X (a) = x. FEzen allitas segitségével definidljuk a
Il : Ty oM — Ty M pdrhuzamos eltoldst, mely egy x € T, q)M érintévektorhoz
a megfelels X ~ menti vektormezs b-ben felvett X (b) érintévektorat rendeli. Egy
Riemann-sokasdgon a Levi-Civita-konnexi6 mellett a gérbék menti parhuzamos
eltolas egy ortogonalis transzformacio. Egy ~v: [a,b] — M gorbét geodetikusnak
neveziink, ha a 7/ vektormez8 parhuzamos v mentén, azaz V.7 = 0. Egy v geode-
tikusra a ||7/(t)|| norma allando6 a gérbe mentén. Ha ez érték 1, akkor természetes
paraméterezést vagy ivhossz szerint paraméterezett geodetikusnak mondjuk.
Minden v € TpM érintGvektorra egyértelmiien létezik az a vy : (ay,by) — M
geodetikus, melyre ~,(0) = P, ~,(0) = v és az (ay,by) intervallum maximalis

(ay = —00 és by, = 0o értékeket is megengedve). Tekintsiik az
Q={veTM]|(1) értelmezve van} C T'M

nyilt halmazt, és ezen értelmezziik az exp: Q — M exponencidlis leképezést az
exp(v) = (1) képlettel. Az exponencialis leképezés Tp M N Q-ra vald megszo-
ritdsara az expp jelolést hasznaljuk. Az expp leképezés diffeomorfizmust 1étesit
0 € Tp M egy kornyezete és P egy U kornyezete kozott. Ekkor az U kornyezeten az
expp’ egy térképet definial, melyet normdlis térképnek vagy normadlis koordindta-
rendszernek neveziink. A normalis térképen a P pontban a Riemann-metrika mat-
rixa az identités, a Christoffel-szimbolumok pedig elttinnek (a térképhez tartozo

bézisban).

1.3. Gauss-lemma. Ha r olyan kicsi, hogy B(0,r) C TpM gomb egy kirnyezetén
az expp leképezés diffeomorfizmus, akkor az expp(X(0,r)) hiperfelilet merdleges

az 0sszes P-bdl indulo geodetikusra.

Minden P pontnak van olyan U nyilt kornyezete, melynek minden @ € U
pontjara egyértelmtien létezik a P-t és -t Gsszekots U-beli vy geodetikus, és
ivhossza megegyezik a P és () pontok tavolsagaval. Altalaban egy geodetikust
minimdlgeodelikusnak neveziink, ha barmely két pontja kozott a tavolsag éppen
a megfelel§ ivének az ivhossza. Ha a P és a () pontokat egyértelmden tudjuk
Osszekotni minimalgeodetikussal, akkor legyen vpg: [0,d(P, Q)] — M az az Sket
Osszekots természetes paraméterezésti minimalgeodetikus, melyre vpg(0) = P.
Ha vpg definilt, akkor [P, Q] jeloli a ypg képét M-ben. Ha a P, Q pontok egy
N C M részsokasédgban fekszenek, akkor a yﬁQ és a vﬁ/[Q jeloléseket hasznéljuk

annak jelzésére, hogy melyik sokasidgban tekintjiik a geodetikusokat. Egy D C M



halmazt geodetikusan konvernek neveziink, ha barmely P,Q) € D pontok egyér-

telmtien kothetGek 6ssze minimalgeodetikussal, és ez az iv D-ben fekszik.

1.4. tétel. Legyen (M, g) egy dsszefiiggd Riemann-sokasdg. A kovetkezd dllitdsok

ekvivalensek:
1. Az M geodetikusai korlatlanul meghosszabithatoak.
2. Az exponencidlis leképezés az egész T M-en értelmezve van.

3. Van egy olyan P € M pont, melyre az expp az egész TpM-en értelmezve

van.

4. Ha egy M-beli részhalmaz korldtos és zdrt, akkor kompakt.

5. Van olyan € > 0, hogy bdrmely P € M-re a B(P,¢) zdrt gémb kompakt.
6. M mint metrikus tér teljes (azaz a Cauchy-sorozatok konvergensek).

Ha egy Riemann-sokasdgra a fentiek barmelyike fenndll, akkor a sokasagot
(geodetikusan) teljesnek nevezziik. Altaldban ezt a tulajdonsagot feltessziik a

szoban forgd Riemann-sokasagokrol.

1.5. Hopf-Rinow-tétel. Egy dsszefiiggd teljes Riemann-sokasdg bdrmely két

pontja dsszekdthetd minimdlgeodelikussal.

Két v,w € TpM érintévektor szdgét a Riemann-metrika altal meghatarozott
skalaris szorzasbol a szokasos modon definidlhatjuk:

(v, W) = arccos (M) |

[ - [lwl]
Harom A, B,C € M pont sz6gét a v5,(0) és a 75-(0) érintGvektorok szdgeként
definidljuk, azaz
ABCZ = arccos((vp4(0),750(0))),

feltéve, hogy a vpa és vpc geodetikusok (egyértelmten) léteznek.

Ha a 7 természetes paraméterezésii minimalgeodetikus vy(a) = P és v(b) = Q
pontjat (a < b) folytonosan elmozgatjuk a p(t) és a ¢(t) gorbék mentén (p(0) = P
és q(0) = Q), akkor a koztiik levs tavolsag valtozasat az alabbi tdvolsdgvaridcids

formula adja meg:

%d(p(t)ﬂ(t)) = (7/(0),4'(0)) = (+/(a),p'(0)).

t=0



//////

pezést értjiik, melyre I'(0,¢) = (¢) minden t € [a, b]-re. Ha minden s € (—¢,¢)-ra
at— I'(s,t) gorbe egy geodetikus, akkor T'-t geodetikus varidcionak nevezziik.
Ebben az esetben a Jr(t) = 0,1'(0,t) v menti vektormezst Jacobi-mezdnek nevez-
ziik. Egy 7v: [a,b] — M geodetikus menti J vektormez6 pontosan akkor Jacobi-
mez6, ha kielégiti a J” + R(J,v')y" = 0 Jacobi-féle differencidlegyenletet. Ebbal
egyszertien kovetkezik, hogy ha rogzitjiik a v: [a,b] — M geodetikust és egy
t € [a,b] szamot, akkor a v menti J Jacobi-mezst egyértelmiien meghatarozzak a
J(t) és J'(t) érintGvektorok. A differencidlegyenletbdl az is nyilvanvalo, hogy a '
vel parhuzamos Jacobi-mez8k J(t) = (at +b)v'(t) alaktak, ahol a és b tetszéleges
valos szamok.

A Jacobi-mezdk segitségével meg tudjuk adni az expp exponencidlis leképezés
derivdltjdt egy v € TpM pontban (a szokasos TyTpM = TpM azonositassal):
Ty expp(w) = J(1), ahol J az a t — expp(tv) geodetikus menti Jacobi-mezd,
melyre J(0) = 0 és J'(0) = w. Egy v geodetikus v(0) = P és v(1) = @ pontjat
konjugdltnak nevezziik a v mentén, ha van olyan J Jacobi-mez§ a v mentén,
melyre J(0) = J(1) = 0, de J nem azonosan 0. A ) pont pontosan akkor
konjugalt P-hez valamely v geodetikus mentén, ha a ) pont az expp leképezésnek
szingularis értéke.

Ha X egy v: [a,b] — M geodetikus menti sima mer&leges vektormezd, akkor

definialjuk a

9(X) = / (X7(1), X'(1)) = (R(X(2),7'(1)7'(1), X (1)) dt

kvadratikus leképezést. Errél szol a kovetkezd lemma.

1.6. Indexlemma (|14]). Legyen X egy 7v: [a,b] — M geodetikus menti sima, ~y-
ra merdleges vektormezd, melyre X (a) = 0, és tegyiik fel, hogy a v(a)-hoz nincsen
konjugdlt pont v mentén. Legyen J az a vy menti Jacobi mezd, melyre J(a) = 0 és
J(b) = X (b). Ekkor fenndll a q(J) < q(X) egyenldtlenség, és egyenldség pontosan

az X = J esetben van.

Egy V vektortér k£ dimenzios alterein bevezethets egy sokasagstruktira. Ezt
a sokasagot a V vektortér k-adik Grassman-sokasdigdnak nevezzik, és a Gr(k,V)
jelolést hasznaljuk ra. A Gr(1,V) sokasag a V-hez asszocialt P(V') projektiv tér.
Egy M sokasag érintGtereinek Gr(k,TpM) Grassmann-sokasagai (P € M) egy

Gry (T M) sokaségga allnak 6ssze a T M érintényalab konstrukcidjéhoz hasonloan.
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A Gr(k,V) = P(A*V) Pliicker-bedgyazdst a span{vy,...,vi} — R(viA...AV})
leképezéssel definialjuk.

Egy M Riemann-sokasag K szekciondlis gorbiileti figgvényét a Gro(T M) so-
kasagon értelmezziik. Ha 0 < TpM egy kétdimenzids altér, melyben az x és y
érintGvektorok egy bazist alkotnak, akkor a o sik szekcionalis gorbiiletét a

K(o) = (R(x,5)y,x)

Ix[17- [y l? = (%, )

formulaval definidljuk (a jobb oldal fiiggetlen az x,y bézis valasztasatol).

Egy (M, g) Riemann-sokasagban tekintsiink egy ¥ C M hiperfeliiletet. Ekkor
a Y-n a g Riemann-metrika ¢’ megszoritasat nevezziik a feliilet elsé alapformd-
janak. Jelolje V, V' az M, illetve a X Levi-Civita-konnexiojat. Valasszunk Y-n
egy N egységnormalis mez&t, azaz egy olyan M-beli vektormez6t, mely minden
pontban merdleges a hiperfeliiletre, és egységnyi hosszi. Ekkor ha X, Y € X(%)
vektormezdk, melyeknek X , Y egy kiterjesztése M-re, akkor a V )?57 vektormez&t

felbonthatjuk Tp>-val parhuzamos és ra meréleges komponensekre:
VY = ViY +b(X,Y)N,

ahol a b: X(X) x X(X) — R fiiggvényt a hiperfeliilet mdsodik alapformdjinak
nevezziik. Az els6 és a masodik alapforméara gyakran hasznaljuk az I, illetve a I1
jeloléseket. Mivel mindkett§ szimmetrikus bilinearis forma és I nemelfajuld, igy
minden P € ¥ pontban létezik egy Lp: Tp> — Tp> 6nadjungalt leképezés, mely-
re [Ip(v,w) = Ip(v, Lp(w)) minden v,w € TpX-ra. Az igy adodo L: TS — T%
operatort a hiperfeliilet Weingarten-operdtoranak vagy alakoperdtoranak nevez-
ziik. Belathato, hogy Lp(v) = =V, N. A P-beli Weingarten-leképezés sajatérté-
kei a P-beli f6gorbiiletek. Ezek szamtani kozepét Minkowski- vagy kézépgorbiilet-

trLp
n—1"

nek nevezziik, melyet megkaphatunk Lp nyomabdl: H(P) =
Legyen @ C R"! egy nyilt paramétertartomény, ekkor az r: Q — M" si-

ma leképezést egy sima paraméterezett hiperfelilletnek hivjuk, melyrdl feltessziik,

hogy injektiv, és hogy regularis, ami azt jelenti, hogy a derivaltjai minden pont-

ban linearisan fiiggetlenek. Valasszunk egy N egységnormalis mezét a ¥ = r(€2)

hiperfelilleten. A P = r(x) ponthan a v = 31" vidr(x) és w = 3.1 w'dpr(x)

érintGvektorok elsd és a méasodik alapforméajat a kovetkezd képletekkel kapjuk:

Io(v.w) = (v.w).

n—1

Ip(v, W) = Y (Vo (0r), N(P))v'w’.

1,j=1



Egy M™ Riemann-sokasag D részhalmazat reguldris tartomdnynak nevezziik,
ha minden P € dD hatarpontnak van olyan U kornyezete, amin van egy olyan
@: U — R™ térkép, melyre ¢(P) =0 és o(UN D) = o(U) N H", ahol H™ az R"
azon féltere, melyet az x,, > 0 koordinataegyenlGtlenség definial.

Egy (M, g) Riemann-sokasiagon a g Riemann-metrika indukél egy térfogati

formdt is, melyet p-vel fogunk jel6lni.

1.2. Specialis Riemann-sokasagok

Az értekezésben tobbféle specialis Riemann-sokasag szoba kertil, ezek definiciéit,
és ekvivalens jellemzéseit irjuk le ebben a szakaszban.

Ha egy M sokasag K szekcionalis gorbiileti fiiggvénye konstans a Gro(T'M)-
en, akkor a sokasagot dllando szekciondlis gorbiiletinek, vagy roviden csak dllando
gorbiiletinek nevezzilk. Az egyszeresen Osszefiiggs, allando6 gorbiiletii tereket osz-

talyozza a kovetkezs tétel.

1.7. tétel. Egy (M",g) dllando k gérbiletd dsszefiiggd, egyszeresen dsszeftiggd,

teljes Riemann-sokasdg izometrikus

1. k> 0 esetén azS" = (S", g,,) gombi térrel, ahol g, a standard gombi metrika

1/k-szorosa;

2. k = 0 esetén az (E™, gy) euklideszi térrel, ahol gy a standard euklideszi

metrika;

3. k <0 esetén a H' = (H", g.) hiperbolikus térrel, ahol g, a standard hiper-

bolikus metrika —1/k-szorosa.

Ezen allando gorbiileti terek r sugara geodetikus gémbjei k < 0 esetén mindig
geodetikusan konvexek, mig x > 0 esetén pontosan akkor, ha az r sugar kisebb,
mint a tér f6kore hosszéanak a negyede (azaz r < ﬁE) Ha egy M alland6 gor-
biiletd tér egyik TpM érintSterében vesziink egy o lineéris alteret, akkor annak
az exponencialis leképezésnél vett N = expp(o) képe szintén allando gorbiiletd
sokasag, és barmely két pontjat osszekots M-beli geodetikus N-ben halad, igy az
N-beli pontok kozti tavolsagok megegyeznek az N-ben és az M-ben.

A koszinusztétel altalanosithatd az egyszeresen Gsszefiiggs allandd gorbiileti

sokasagokra is.
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1.8. Koszinusztétel. Ha eqy eqyszeresen dsszefiiggd, k dllando gorbiiletd soka-
sagon levd hdaromszog oldalai a, b, c, és az a oldallal szemben « szog van, akkor:
k> 0 esetén cos (ay/k) = cos (by/k) cos (cy/k) + sin (by/k) sin (cy/k) cos a;
k=0 esetén a® = b* + ¢* — 2abcos(a);

k < 0 esetén ch (a —/i) =ch (b\/—/i) ch (c —/<a) —sh (b\/—lﬁ) sh (c —/@) cos Q.
Két egyszeri kovetkezménye van a koszinusztételeknek:

1.9. allitas. Ha az A1B1Cy és az Ay BoCs hdromsziogek dllandd kq, illetve ko
gorbiiletd egyszeresen dsszefiiggd sokasdgban fekszenek, ahol k1 < ko, tovdbbd
d(Ay, By) = d(Ay, By), d(A;,Ch) = d(Ay,Cy) és BiA1C L = ByAsCy/, akkor
d(B1,C1) > d(Bs, Cy).

A mésik kovetkezményt szokas ollotételnek is nevezni.

1.10. Ollotétel. Ha adottak az A1B1Cy és AyByCy hdromszigek eqy egysze-
resen dsszefiiggd dllandd gorbiletd sokasdgon, melyekre d(Ay, By) = d(Ay, Bs),
d(Al,Cl) = d(AQ, CQ) és BlAlCll S BQAQCQA, akkor d(Bl,Cl) S d(BQ,CQ).

Erdekes allandé gorbiilett tér még az RP7 elliptikus tér is, melyet a szokdsos
S™ — RP™ faktorizalassal kaphatunk az S} gémbi térbdl.

Egy M Riemann-sokasig homogén, ha barmely két P, () € M pontjahoz létezik
egy olyan f: M — M izometria, melyre f(P) = Q. Egy M Riemann-sokasagot
akkor neveziink kétponthomogénnek, ha minden olyan (Py, P) és (Q1,Q2) pont-
péarra, melyekre d(P;, P5) = d(Q1,Q2) teljesiil, van olyan f: M — M izometria,
melyre f(P1) = Q1 és f(P,) = Q.

Egy P € M pont esetén legyen a V a 0 € TpM-nek egy olyan 0-ra szimmetri-
kus kornyezete, hogy az expp leképezés diffeomorfizmust létesit V és U = expp(V)
kézott. Ekkor a P pontra vonatkozo lokdlis geodetikus tikrozést az U kornyeze-
ten az expp(v) — expp(—v) képlettel definidljuk. Ha ezt az egész sokasiagon
tudjuk definialni, akkor globalis geodetikus tiikrézésnek mondjuk. Egy Riemann-
sokasagot szimmetrikusnak neveziink, ha minden pontra értelmezhetd a globalis
geodetikus tiikrozés, és ezek izometridk. Minden szimmetrikus tér teljes és homo-
gén.

Egy P € M pontban a Ricp: TpM X TpM — R Ricci-gorbiiletet a gorbiileti

tenzor nyomaként definialjuk:
Ricp(x,y) = tr(z — R(z,X)y).
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Ez kiterjeszthets egy Ric tenzormezévé a sokasédgon. Azokat az (M, g) Riemann-
sokasagokat, melyeknél a Ric = A\g feltétel fennall, Einstein-sokasdgoknak nevez-
ziik. Ezzel ekvivalens, hogy a Jacobi-operator tr(Ry) nyoma allandé az egység-
hosszt x érintGvektorokon. Minden 2 vagy 3 dimenzi6s Einstein-sokasag allando

gorbiiletd. A kovetkezd tételt hasznalni fogjuk az Einstein-sokasédgokrol.

1.11. Kazdan—-DeTurck-tétel ([4, 25]). Egy (M,g) FEinstein-sokasdigon a g

metrika analitikus a normdlis koordindtdkban.

Az Einstein-sokasagok altalanositasaként vezették be a k-stein sokasdgok fo-
galmét, melyeknél minden 1 <[ < k-ra megkdveteljiik, hogy a tr(Rﬁ() nyom nem
fiigg az x egységhosszu érintévektortol. Egy Riemann-sokasagot Ossermannak
neveziink, ha minden k-ra k-stein. Carpenter, Gray és Willmore [13] osztalyozta
azokat a szimmetrikus tereket, melyek egy adott k-ra k-steinek. Az eredményiik-
b6l kovetkezik, hogy egy szimmetrikus tér pontosan akkor Osserman, ha lokalisan
kétponthomogén.

Az s: M — R skaldrgérbiilet a Ricci-tenzor Riemann-metrikira vonatkozo
nyoma, azaz, ha eq,...,e, € TpM egy ortonormélt béazis a P pontban, akkor
s(P) = >  Ricp(e;,e;). Ha az s fiiggvény konstans az M sokasigon, akkor
M-et dllando skaldrgérbiiletinek mondjuk. Kénnyen meggondolhatd, hogy egy
kétdimenzios allando s skalargorbiiletii sokasag allando s/2 szekcionéalis gorbiiletq.
Az is nyilvanvald, hogy minden Einstein-sokasig allandé skalargorbiiletii.

A kovetkezSkben a harmonikus terek ekvivalens jellemzéseit szeretnénk meg-
adni. Ehhez sziikségiink van néhany definiciora. Egy f € C*°(M) sima fiiggvény
Hess(f): X(M) x X(M) — C*(M) Hesse-formdjdt a

Hess(f)(X,Y) = X(Y(f)) — VxY(f)

formulaval definidljuk. Belathato, hogy ez egy tenzormez6. A Hesse-forma nyoma

a Laplace—Beltrami-operdtor:
A(f)(P) = ZHess(ei,ei),
i=1

ahol ey, ..., e, egy ortonormalt rendszer a P pontban. Egy f € C*(M) fiigg-

vényt akkor neveziink harmonikusnak, ha A(f) = 0 teljesiil ra. Sziikségiink lesz

a tavolsagfiiggvénybol képezett Qp(Q) = 2d*(P, Q) fiiggvényre is. Egy fiiggvényt

radidlisnak mondunk, ha csak egy adott ponttol valo tavolsagtol fiigg. Egy ¢
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térképen definidlhatjuk a ©% = | /det(gi;);—, fliggvényt (részletesen lisd a Ki-

egészitésben). Az elsd kozépérték operdtort az

1
MAP) = G ) /W,,,) fdo

formulaval definidljuk, ahol do jeloli a gombfeliiletre megszoritott g Riemann-
metrika térfogati formajat. A mdsodik kozépérték operdtort az

LAP) = [ flemplrv))dv
2(0rp,1)

Wn—1

formulaval definialjuk. Egy (M™,g) Riemann-sokasigot akkor neveziink harmo-
nikusnak, ha a kiovetkezs ekvivalens éllitasok koziil valamelyik teljesiil ra (lasd

a [2] konyv 2.6. szakaszat és a [37] cikk 1.1. lemmajat).
1.12. tétel. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek egy (M, g) Riemann-sokasdgra.

1. Minden P € M pontnak van olyan normdlis kérnyezete, ahol a Au = 0
Laplace-eqyenletnek van olyan valds, nemkonstans megolddsa, mely radidlis

és r # 0-ra analitikus.

2. Minden P € M pontra a P kézépponti ¢ normdlis koordindta-rendszerben

a ©F figguény radidlis.
3. Minden P € M pontra a AQp az Qp fligguénye.

4. Az M minden elegendden kicsi geodetikus gombfeliilete dllando kozépgorbii-

letd.

5. Az M minden elegendden kicsi geodetikus gombfeliilete dllando skaldrgorbii-
letd (feltéve, hogy M dimenzidja legaldbb 3).

6. Minden P € M pontra, elegendden kicsi v € Ry szdmra és a B(P,r) egy
kérnyezetén értelmezett f harmonikus figguényre M, f(P) = f(P).

7. Minden P € M pontra, elegendden kicsi v € Ry szimra és a B(P,r) egy
kérnyezetén értelmezett f harmonikus figguényre M, f(P) = L, f(P).

8. Minden [ sima figguényre és r elég kicsi szamra M.(Af) = AM,.(f).
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Az értekezésben a harmonikus terek jellemzésére a 4. allitast hasznaljuk, igy
azt tekinthetjiik a harmonikus terek definici6jaként. Ismert még, hogy minden
harmonikus tér Einstein ([3]).

Az 1.12. tétel 4. allitasabol latszik, hogy a kétponthomogén terek harmoni-
kusak. A Lichnerowicz-sejtés azt josolta, hogy ez visszafelé is igaz, azaz a har-
monikus terek kétponthomogének (bar André Lichnerowicz ezt a sejtést csak 4
dimenzioban fogalmazta meg, ezzel a névvel hivatkoznak erre a sejtésre). Szabo
I. Zoltan kompakt univerzalis fedGtertd sokasdgokra bebizonyitotta ezt a sejtést
a [37] cikkében, melyben egy fontos lépés volt annak a bizonyitasa, hogy a har-
monikus tereket jellemzi az 1.12. tétel 8. allitdsa. Kés6bb Ewa Damek és Fulvio
Ricci (|24]) konstrualtak olyan harmonikus tereket, melyek nem kétponthomogé-
nek, ezeket Damek—Ricci-tereknek nevezziik.

Egy (M, g) Riemann-sokasagot akkor neveziink D’Atri-térnek, ha a lokalis
geodetikus tiikrozések térfogattartoak. Egy Riemann-sokasag P és () pontjaira
jelolje hp(Q) a X(P,d(P,Q)) gombfeliilet Q-beli kozépgorbiiletét. Ezen jeloléssel

megfogalmazhatjuk a D’Atri-terek ekvivalens jellemzéseit.

1.13. tétel (|2, 32]). Egy (M, g) analitikus Riemann-sokasdgra a kovetkezd dlli-

tasok ekvivalensek:
1. M D’Atri-tér;
2. hp(Q) = ho(P) minden elég kizeli P,Q) € M pontokra;

3. hp(expp(v)) = hp(expp(—v)) minden P € M pontra és elég kicsiny nor-

mdju v € TpM érintévektorra;

4. Pexppv)(P) = hexpp(—v)(P) minden P € M pontra és elég kicsiny normdji

v € Tp M érintdvektorra.

Az els6 harom &llitas ekvivalencidjanak a bizonyitasat a Kiegészitéshen meg-
adjuk, a negyediket nem fogjuk hasznalni. A D’Atri-terekrdl tobbet a [30] konyv-
fejezetben olvashatunk.

Az 1.12. tétel 4. allitasa és az 1.13. tétel 3. allitasa szerint minden harmonikus

sokasag D’Atri-tér.
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1.3. A Kneser—Poulsen-sejtés

Mivel az értekezés témajanak a motivaciojat a Kneser—Poulsen-sejtés adta, igy
errdl is ejtiink par szot. Az itt hivatkozott cikkeken kiviil a [6] konyv 5. fejezetében
és az [5] cikkben olvashatunk b&vebben a sejtésrdl, és az elért eredményekral.
1954-ben Ebbe Thue Poulsen [36] és 1955-ben Martin Kneser [29] egymastol
fliggetleniil fogalmaztak meg azt a sejtést, hogy ha az euklideszi térben egybevago
gémboket tgy rendeziink at, hogy a kozéppontjaik tavolsiga nem nd, akkor az

uni6juk térfogata sem néhet, azaz

1.14. sejtés. Ha Py,..., P, és Q1,...,Q olyan pontok az E™ euklideszi térben,
melyekre d(P;, Pj) > d(Q;, Q;) teljesil minden 1 < i < j < k-ra, akkor tetszdleges

r >0 szdmra i .
Vol,, (U B(P, 7‘)) > Vol, (U B(Q;, 7‘)) .
=1 =1

Fontos specidlis eset, mikor a gdémboket ,folytonosan” mozgatjuk, azaz 1é-
teznek olyan ~;: [0,1] — E" folytonos fiiggvények (i = 1,...,k-ra), melyekre
7i(0) = P, és v;(1) = Q;, tovabba ||y; — 7;|| monoton csékkené fiiggvény minden
1 < 4,5 < k parra. Ezt a specialis esetet n = 2-re Bollobas Béla bizonyitotta
1968-ban (]9]). 1995-ben Csikos Balazs ([15]), majd 1998-ban téle fiiggetleniil és
mas modszert hasznalva Marshall Bern és Amit Sahai ([1]) altalanositottak ezt
az eredményt kiillonb6z6 sugara korokre (azaz az r sugar fiigghet i-t6l). A [16]
cikkben Csikos Balazs kiterjesztette ezt az allitast tetszéleges n dimenziora. Ezek

az eredmények motivaljak a kovetkezd sejtést:

1.15. sejtés. Ha Py,..., P, és Q1,...,Q olyan pontok az E™ euklideszi térben,
melyekre d(P;, Pj) > d(Q;, Q;) teljesil minden 1 <1i < j < k-ra, akkor tetszdleges

ri,...,T e pozitiv szamokra

Vol,, (U B(P, ri)> > Vol, (U B(Q;, n-)) .

i=1

Erre a sejtésre Mikhail Gromov adott bizonyitast a k < n + 1 feltétel mellett
mar 1987-ben ([28]), nem csak az euklideszi, hanem a gémbi térben is. Igy ez
az eredmény egy hasonld allitast bizonyit uni6 helyett metszetre is, de ekkor a
koézéppontoknak tavolodniuk kell. Négy évvel kés6bb Pach Janos és Vasilis Ca-
poyleas bizonyitottak a Kneser—Poulsen-sejtés azon kdvetkezményét, mely szerint

egy pontrendszer atlagszélessége a pontrendszer kontrakciojanal nem néhet ([12]).
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1995-ben Yehoram Gordon és Mathieu Meyer tovabb altaldnositottédk a prob-
leméat tetszéleges unioval és metszettel megkaphatod részekre (ebben az esetben
bizonyos gémbkozéppontoknak kézeledni, bizonyosoknak tavolodniuk kell), és a
k < n+1 feltétel mellett bizonyitast is adtak valoszintiségi modszerekkel ([26]).
1999-ben Csikos Balézs ezt az eredményt a folytonos mozgatas esetére is bizo-
nyitotta (|17]) nem csak az euklideszi, hanem a gémbi és a hiperbolikus terekben
is. Megjegyezziik, hogy ez altalanositja Gordon és Meyer eredményét, hiszen az
n dimenziés térben barmely n 4+ 1 pontot barmely n + 1 pontba at lehet vin-
ni folytonos mozgatéssal gy, hogy a pontok kozti tavolsagok monoton moédon
valtozzanak.

2001-ben Robert Connelly és Bezdek Kéaroly bebizonyitotta az 1.15. sejtést
az n = 2 esetben tovabbi feltételek nélkiil (|7]). Két évvel késébb ugyanez a
szerzGparos bizonyitotta a sejtést a gombi térben félgombokre ([8]). 2006-ban
Csikos Balazs erdsitette a mar emlitett, [17] cikkének eredményeit, belatta, hogy a
folytonos kontrakcio létezését elegendd 2-vel magasabb dimenziéban megkdévetelni
([18]). Az ebben a cikkben szerepls két fontos formula koziil az egyik Einstein-
sokasagokban is igaz.

Mivel a sejtés megfogalmazhato tetszéleges Riemann-sokasagon, az imént le-
irt eredmények felvetik, hogy a sejtés vajon igaz lehet-e a konstans gorbiileti
tereknél altaldnosabb Riemann-sokasagokon is. Csikés Balazs és Moussong Ga-
bor 2006-ban megmutatta (|23]), hogy az elliptikus térben nem igaz a sejtés, még
akkor sem, ha folytonosan mozgatjuk a gombdoket. Végiil 2010-ben Csikos Balazs
és Kunszenti-Kovacs David azt is bizonyitotta ([22]), hogy az 1.15. sejtés nem
terjeszthet6 ki az allando gorbiilet tereknél dltalanosabb Riemann-sokasagokra.

Jelen értekezésben megmutatjuk, hogy még az 1.14. sejtés sem terjeszthets ki.

1.4. A K P, tulajdonsagok

Ebben a szakaszban definidljuk az értekezésben vizsgalt K Py, és K P, tulajdon-
sagokat, majd Osszefoglaljuk az ismert eredményeket az ilyen tulajdonsagu soka-
sagokrol.

Ha a Kneser—Poulsen-sejtés igaz egy Riemann-sokasagon, akkor az is igaz,
hogy gombdk uni6janak a térfogata csak a gombok sugaraitol és a kozéppontjaik
paronkénti tavolsagaitol fligg. A kdvetkezs ismert allitas szerint uniorol attérhe-

tink a metszetre.
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1.16. allitas. Egy M™ Riemann-sokasdgon k geodetikus gomb unidjanak a térfo-
gata pontosan akkor fiigg csak a gombok sugaraitol és a kézéppontjaik pdronkénti

tavolsdgaitol, ha ugyanez a feltétel fenndll a metszetre.
A teljesség kedvéért a bizonyitast is megadjuk.

Bizonyitds. Ha barmelyik feltételt tudjuk & gombre, akkor [ < k gdmbre is tudjuk,
hiszen nem kdoveteljiik meg, hogy a gombok kiilonboz6ek legyenek.
Tegyiik fel, hogy a metszetre fennall a feltétel. Ekkor k£ gomb uni6janak a

térfogata a szita formula szerint:

(UB P r; ) = Z( 1)7+1 Z ,u(ﬂ B(Pi,ri)>.
k}

Jj=1 Ic{1 i€l

-----

Lathato, hogy a jobb oldalon csak a metszetek térfogata szerepel, igy igaz a
feltétel az uniora is.

Most tegyiik fel, hogy a feltétel az uniora all fenn. A kiilonb6z6 gombok [ < k
szama szerinti indukciéval bizonyitunk. Az [ = 1 eset nyilvanvald. Tegyiik fel,

hogy van [ gombiink: B(P;,r;) (i = 1,...,1). Ezek uniojanak a térfogata:

(o) = o{psen).

IC{1,.1} \iel
|I]=j

amibdl

(ﬂBPz,n>:li VA (ﬂBP,,n> <U83,n>.

Jj=1 IC{1,...,l} el
[1]=j

A jobb oldal az indukcids feltevés és az uniora tett feltétel szerint csak a gombok
sugaraitol és a kozéppontok paronkénti tavolsagaitol fiigg, igy igaz ez a bal oldalra

is, azaz a gdbmbok metszetének térfogatéra. O]

Hasonlo allitas fogalmazhato meg azonos sugari gémbdokre is, a bizonyitasban

nincsen kiilonbség.

1.17. definici6. Azt mondjuk, hogy egy Riemann-sokasiag rendelkezik a K Py
tulajdonsdggal (k € 7Z.), ha k geodetikus gdmb metszetének a térfogata csak a

gémbok sugaraitol és a kozéppontjaik paronkénti tavolsagaitol fiigg.

17



Az 1.16. allitds szerint ha egy Riemann-sokasagon igaz a Kneser-Poulsen-
sejtés kiilonbo6z§ sugari gombokre, akkor minden pozitiv egész k-ra rendelkezik a
K Py, tulajdonsaggal. Az eredeti sejtésnek megfelelGen bevezethetd egy gyengébb

tulajdonsig is:

1.18. definici6. Azt mondjuk, hogy egy Riemann-sokasdg rendelkezik a K P~
tulajdonsdggal (k € Z, ), ha k azonos sugara geodetikus gomb metszetének a tér-
fogata csak a gombok kozos sugaratol és a kdzéppontjaik paronkénti tavolsagaitol

fligg.
Az eddigieket Gsszefoglalva, az alabbi kdvetkeztetések fennallnak:

Kneser—Poulsen-sejtés
KP, = KP,_,
k kiilonb6z6 sugara gombre

4 4 I

Kneser—Poulsen-sejtés _ _
KP; = KP_,.
k azonos sugaru gémbre
Jelen értekezés {6 célja az ilyen tulajdonsagt Riemann-sokasagok jellemzése.
A KP, és a KP tulajdonsag nyilvan ugyanaz, és egyszeriien csak azt je-
lenti, hogy egy geodetikus gémb térfogata csak a gomb sugaratol fiigg. Ismert
a kovetkezd aszimptotikus formula egy n dimenziés Riemann-sokasagban fekvd

geodetikus gomb térfogatara:

p(B(P, 1) = 2=ty <1 — —6(S(P)

n n+2)r2+0(r4)) ’

ahol *»=% az n dimenzi6s euklideszi egységgémb térfogata, és s(P) jeldli a skalar-
gorbiiletet a P pontban. Ebbdl kovetkezik, hogy a K P, tulajdonsagu terek allando
skalargorbiilettiek (amib6l n = 2 esetén kovetkezik, hogy allando gorbiileti a tér).

A K P, tulajdonsag nagyon hasonlit az Oldfich Kowalski és Lieven Vanhecke
altal bevezetett gobmbhomogén terek definiciojahoz (|31]). Egy Riemann-sokasag
géobmbhomogén, ha a ,kicsi” geodetikus gombok térfogata csak a sugaruktol fligg.
Ezeket a tereket sokan vizsgaltak, lasd példaul a [10], [11], [27] cikkeket.

Szab6 1. Zoltdn a méar emlitett [37] cikkében azt is megmutatta, hogy az
Osszefiiggd, egyszeresen Osszefliggd, teljes harmonikus terek rendelkeznek a K P,
tulajdonsaggal. Célunk volt ennek az allitdsnak a megforditasa. Ehhez egy olyan
formulat adunk, ami kissé metsz§ tartomanyok metszetének térfogatara ad egy

aszimptotikat. Ennek alkalmazaséval egyszeriien kapjuk, hogy ha egy Osszefiiggd,
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egyszeresen Osszefiiggd, teljes Riemann-sokasag rendelkezik a K P, tulajdonsag-
gal, akkor harmonikus. A K Py tulajdonsaghol hasonlbéan egyszertien kovetkezik,
hogy a sokasag Einstein (amibdl 2 és 3 dimenzioban kovetkezik, hogy a sokasag
allando gorbiilett). Azt is bebizonyitjuk, hogy egy szimmetrikus K Py~ tulajdon-
sagi Riemann-sokasag kétponthomogén. Tovabbi szamolasokkal megmutatjuk,
hogy egy K P; tulajdonsagu Osszefiiggs, egyszeresen Osszefiiggd, teljes Riemann-
sokasag D’Atri-tér, majd ebbdl mar azt is, hogy harmonikus, mikézben kihasz-
naljuk, hogy egy K Py tulajdonsagu Riemann-sokasag Einstein, és igy a normaélis
koordinatdkban a Riemann-metrika analitikus. Ezen eredmények a [19] és [20]
cikkekben vannak leirva.

Csikos Balazs és Kunszenti-Kovacs David [22] megmutatta, hogy ha egy 6ssze-
fiiggs, teljes Riemann-sokasag rendelkezik a K P5 tulajdonsaggal, akkor az az egy-
szeresen Osszefiiggs allando gorbiiletii terek egyike. Ezt az allitast is célunk a K Py
tulajdonséagra erdsiteni. A [21] cikk nyomén ehhez pontharmasok minimaélis fed6-
sugarat tekintettiik, azaz azon r szdmok infimumat, melyre r sugara geodetikus
gombbel lefedhet a pontharmas. Konnyen meggondolhato, hogy egy K P; tulaj-
donsagu sokasdgban a haromszogek minimalis fedGsugara csak az oldalhosszaktol
fiigg. Ehhez valojaban a K P; tulajdonsaghdl csak azt hasznaljuk, hogy adott su-
gar és gombkozéppontok kozti tavolsag mellett tudjuk, hogy a hdrom gémb met-
szete {ires-e vagy sem, a tényleges térfogatra nincsen sziikségiink. Ezek utan az
euklideszi egyenlG szart derékszogi haromszogek analogonjait konstrudljuk meg
a Riemann-sokasagon, majd ezekre alkalmazzuk Rauch 6sszehasonlitési tételének
egy alkalmasan modositott valtozatat. Igy kapjuk, hogy egy K P; tulajdonsigt
Riemann-sokasig allandé gorbiilett.

A [22] cikkben szerepl§ egyik allitas segitségével azt is konnyedén bebizonyit-
hatjuk, hogy egy Osszefiiggd, teljes, K P; tulajdonsdgti Riemann-sokasag egy-
szeresen Osszefiiggd allando gorbiiletd tér, azaz a gémbi, az euklideszi vagy a
hiperbolikus tér. Ebbd&l kovetkezik, hogy még az eredeti Kneser—Poulsen-sejtést
(1.14. sejtés) sem lehet az allando gorbiilett sokasagoknal &ltalanosabb Riemann-
sokasagokra kiterjeszteni.

Mivel a K P, illetve K P_ tulajdonsagi sokasagok k > 3 esetén a K P; tulaj-
donséaggal rendelkeznek, igy az Osszefiigglség és a teljesség feltétele mellett ezek
csak az egyszeresen Osszefiiggs allando gorbiilet terek lehetnek. Ezek a terek
viszont minden k € Z,-ra rendelkeznek a K Py, és a K P, tulajdonsagokkal.

Végiil megjegyezziik, hogy ha egy normalt térben a K P; tulajdonsagot tesz-
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sziik fel az egységgdombdokre, akkor a tér euklideszi Mathieu Meyer, Shlomo Reisner

és Michael Schmuckenschliger eredménye szerint ([35]).
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2. fejezet

Két gomb metszete

2.1. Aszimptotika alig metsz6é tartomanyok met-

szetének térfogatara

Mivel két gomb metszetének a térfogataval szeretnénk szamolni, igy el6szor adunk
egy formulat, mely azt mutatja meg, hogy ha egy Riemann-sokasagban két érint-
kez6 tartomanyt kozelitiink egyméshoz, akkor a metszetiik térfogata aszimptoti-
kusan hogyan novekszik.

Egy n dimenziés M Riemann-sokasidgban tekintsiik a D; és Dy regularis tarto-
méanyokat, melyek egyetlen P pontban érintik egymast. Tegyiik fel, hogy D; kom-
pakt és jelolje 3q és 3y a Dy illetve a Do hatarat. Legyen H: 3y x(—7,7) — M egy
olyan izotopia, melyre H(Q,0) = @ minden @) € ¥;-re. Tetszbleges t € (—7,7)-ra
a Hy: ¥y — M leképezést a H,: Q — H(Q,t) formulaval definialjuk, és legyen
¥ = Hi(X1). Ekkor tudjuk értelmezni a {D! | |¢t| < 7} tartomanyok egyparameé-

teres csaladjat, melyet az alabbi feltételek egyértelmiien meghataroznak:
(i) DY = Dx;
(i) D! hatara a X! hiperfeliilet;
(iii) barmely @ € M-re {t € (—7,7) | Q € int D!} nyilt halmaz R-ben.

Tegyiik fel, hogy az Xp = 0o H(P,0) kezdeti sebesség nem nulla, és Dy belsejébe
mutat. Ekkor H-nak (P,0)-ban nem szingularis a derivéltja, és igy a P-nek van
egy olyan W kornyezete a Yi-ben és egy pozitiv 7, < 7, melyre a H-nak a
W = W x (—7y, To)-ra vald megszoritasa diffeomorfizmus W és H(W) C M, P egy

nyilt kornyezete kozott. Jeloljiik a 0y vektormezd H |y derivaltja altali képét
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2.1. abra.

X-szel. Egy Q = H(Q,to) pontban e vektormezd értéke X(Q) = OyH(Q, to).
Vilagos, hogy X (P) = Xp és a W C ¥; halmazt az X folyama &ltal deformaljuk.

A DN Dy metszet térfogatara szeretnénk aszimptotikus formulat adni ¢t < 7
kis pozitiv értékeire.

Mivel D; kompakt, P barmilyen U kornyezetéhez létezik egy olyan pozitiv
7 < 7, hogy D} N Dy C U minden |t| < 7'-ra. Ez azt jelenti, hogy akarhogyan
valasztunk P egy kornyezetében térképet, ¢ elég kis értékeire a metszet a térkép
értelmezési tartomanyaban van, tehat ezt a térfogatot szamolhatjuk egy térképen.
Célszerti olyan térképet valasztani, mely egyszertivé teszi a szamolast. Valasszuk

ap=_(p,...,0"): U—V=pU)CR" térképet a kovetkezs tulajdonsigokkal:
(i) ¢(P)=0€eR™
(ii) U C H(W), és ¢ kiegyenesiti X-et, azaz X|y = —0%;

(ili) TpXy = TpXo-t a 07 (P),...,0¢ (P) vektorok feszitik ki;

» ¥n—1
(iv) V =B(0,-1,7) X (—¢,c), ¢ > 0;
(v) vannak olyan fi, fo: B(0,_1,7) = (—c¢,c) sima fiiggvények, melyekre

Q € Dl NU <~ Qpn(Q) > fl(gpl(Q)w"vgon_l(Q)) es
QeDNU <= ¢"(Q) < fap Q). -, ¢" Q).

A DiNDy = {P}, (i), (iii) és (v) feltételekbdl kovetkezik, hogy f1(0) = f2(0) = 0,
dfi(0) = dfa(0) = 0, f1 — fo > 0 és f1 — fy csak az origoban 0. Legyen A =
(Clz‘j)Z;:ll és B = (bw)?];l1 az fi és fo origobeli Hesse-matrixa, az az (n—1) x (n—1)-
es matrix, melynek elemei: a;; = 0;0;f1(0) és b;; = 0,0; f2(0).

Legyen ©¥: U — R, a Riemann-sokasag térfogati siirtiségfiiggvénye a ¢ tér-
képre vonatkozoan. Ezt kifejezhetjitk ©9 = /det G alakban, ahol a G = (9i)7 =1
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matrix elemei a g;; = (97, 8f>, azaz a Riemann-metrika komponensei a ¢ térképre

vonatkozoan.

2.1. tétel. A fenti jeldléseket haszndlva tegyiik fel, hogy A — B pozitiv definit

mdtriz. Fkkor t minden elég kis értékére

wn72 @W(P> n+1 n+2
D! A Dy) = 21 2—|—O<t2>. 2.1
D D) = = SO (o 21)
Bizonyitds. Egy x € R™ vektor koordinatéit jeldljiik zt, 22, ..., 2™-nel, és vezessiik
be az X jelolést az (x!,... 2" ') vektorra. Ahogy az el6bb észrevettiik, ha t > 0

elég kicsi, akkor DY N Dy C U és

w(Di N Dy) = / 0% (v~ (x)) dx. (2.2)

@(DiND2)

Egy rogzitett 7o < r-re a B(0,79) C B(0,r) gémb kompaktsiga miatt léteznek

olyan ¢, co szamok, melyekre x € B(0,r) esetén

n—1
_ 1 iy _
%) =3 > ayatd| <afx)?
ij—=1
o (2.3)
f(x) =5 > byr'al | < e |
ij=1

Mivel A — B pozitiv definit matrix, van olyan c3 > 0 konstans, hogy x € R*!

esetén
n—1

D (g = byg)ats? > o). (2.4)

ij=1
Ha r{ < rg, akkor a (2.3) egyenlStlenség nyilvanvaloan igaz B(0, r))-ben is, ezért

az ro értékét a cq, co és cg valasztasa utdn lecsokkenthetjiik igy, hogy a
4(cy + co)rp < 3 (2.5)

egyenlGtlenség teljesiiljon.

A —0¢ vektormez§ altal generalt {®,} folyam konnyen meghatérozhato U-
ban. Egy @ € U pontra a ®,(Q) pontosan akkor van definialva, és marad U-ban,
ha o"(Q) —c <t < ¢™(Q) + ¢, és ebben az esetben

P(P(Q)) = (£'(Q), ..., ¢" 1 (Q),¢"(Q) — ). (2.6)
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Innentdl feltessziik, hogy ¢ > 0 elegendden kicsi ahhoz, hogy ¢(D! N Dy) a
Vo = B(0,79) x (—c,c) halmazban legyen. Ekkor a (2.2) egyenletben szerepld

integralt a
A'=p(DiNDy) ={xe V| filz!,...,a" ") =t <a" < fo(a!, ... ,2" )}

tartomanyon szamoljuk. Ezt kozelithetjik a A* C AL C A’ tartoméanyokkal,
ahol

n—1 —1
At:{xevo —Zawxx Fo|xP—t<am Z ' —cQHx|!3}

i,7=1 =
n—1
Z ;T ZL']}
ij=1
n—1 n—1
Al = {XE Vo Zawx:ﬁ — ||| -t < a” Z iji:cj—l-chiH?’}.

zgl =1

l\DI»—

n—1

1 o
Al :{xEVO §Zaija:’x]—t§x"§

ij=1

N | —

[\Dlt—\

A A" C A' C A, tartalmazasok is nyilvanvaléan fennallnak.

A Al euklideszi térfogatat kis t > 0 értékekre pontosan ki tudjuk szamolni.
Mivel A — B pozitiv definit szimmetrikus méatrix, van egy olyan (n—1) x (n— 1)-
es invertalhaté M matrix, melyre M (A — B)M = 2I. Ekkor X = My esetén
y'y = 1%T (A — B)x. Igy az x = My helyettesités azt adja, hogy

1
Vol, (AL) = / (t — X' (A - B)x) dx
%xT(A-B)x<2t 2
_ / (t — 3'¥) |det M] dy.
yTy<t

Az utolso integralt gombi koordinatak segitségével szamolhatjuk ki:

/ ( dy / / r"2 dudr
yTy<t S" 2

2wy 2 e
2
n?—1

(n 1)

Mivel det M = 2 (det (A — B))~2, a Al térfogatara azt kapjuk, hogy

wn72 n+1

(n? —1)y/det (A — B) (2)=

Vol, (AL) =
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Legyen Aﬁr a A ortogonalis vetiilete R"~! x {0}-ra. Egyszerten kapjuk, hogy

n—1

N | —

Al C {z‘c € B(0,79)

(a;; — bij) il < (c1 + c2) ||>_<||3 + t} )
1

2%
Igy x € A’ C B(0,7)) esetén, a (2.4) és a (2.5) egyenlGtlenséget is felhasznélva

n—1

C3 ., _ i _ C3,
SIRIZ < 5D (o = bi)'a? < (ea + o) %I +1 < I+,

1,j=1

—_

Ekkor €|x||> < t, azaz ||X]| < @/3—: =0 (t'?).

Adunk egy felss becslést is a AL és a Al térfogatanak a kiilonbségére. A Al
vetiilet O(t'/?) sugari gémbben van. Masfelsl a A!, \ A’ metszete egy olyan
egyenessel, mely az n-edik koordinatavektorral parhuzamos, lefedhets két inter-
vallummal, melyeknek az sszhossza 2(c; + c)||x||* = O(¢3/?). Igy a térfogatok

kiilonbsége
[Vol, (&%) = Vol (A1) = 0 (#5') -0 (1) = 0 (#5°)
Ekkor a A’ térfogata
Vol,, (A") = Vol, (AL) + O (ti>

T2 1) wtijt (A_B) @)%F +0 ().

(2.7)

Ha x € Af,, akkor x € A, hossza O(t'/?), mig |2"| nagysaga O (||x]|*) = O(¢),
és fgy ||x|| nagysagrendje O(t'/?).

A ©% 0 p~! stirtiségfiiggvényt felirhatjuk ©%(p~1(x)) = ©9(P) + O(||x||) alak-
ban. A ©¢ o ¢! integralja A’ felett kis hibaval kozelithets a ©%(P) konstans
integraljaval ugyanazon tartomany felett. Valoban, valamilyen pozitiv ¢, kons-
tansra

[ e myax— [ en(pax

At

<er [ Il - oy
=0 (#) - Vol (A) =0 (1),

Ekkor a (2.1) bizonyitandé allitas méar kovetkezik a (2.7) és a (2.8) egyenle-
tekbol. ]

Most a ¢ térkép valasztasatol fliggetlen, természetes kifejezést szeretnénk adni

at's egyiitthatojara.
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Legyen N a TpY, = TpX, egyik normalvektora. Tekintsiik a hiperfeliiletek
N-re vonatkozé P-beli masodik alapformait és Weingarten-leképezéseiket. A 35,

hiperfeliilet (e € {1,2}) P egy kirnyezetében paraméterezhets az
re: B(On_lﬂ”g) — ]\47
ro(zt, . ") = Nt f(at 2™ h)

leképezéssel. Ekkor a djr.(u) = 97 (r(u)) + 9;fc(u)9% (rc(u)) parcialis derivaltak
(j=1,...,n—=1) a Ty )X. egy bazisat adjak minden u € B(0,_1,70) esetén.
Szamoljuk ki a . elsé és mésodik alapforméajanak matrixat ebben a bazisban
u = 0-ban.

Legyen G = (gi;)i';=1 a Riemann-metrika matrixa a ¢-re vonatkozoan. Jeldlje

Ge a X, hiperfeliilet P-beli els¢ alapforméajanak matrixat. Ennek elemei
(0irc(0),0;r(0)) = (0f (P), 97 (P)) = g;5(P),

és igy G1 = Gs egyenld a G(P) matrix fels§ (n—1) X (n—1)-es G részmatrixszaval.
Geometriailag ©7(P) = /det G(P) a dY(P),...,0¢(P) altal kifeszitett parale-
lepipedon térfogata, mig v/det G az elsé n — 1 vektor altal kifeszitett lapjanak
térfogata. A két térfogat hanyadosa a paralelepipedonnak ehhez a laphoz tartozo
magassaga, azaz [(02(P),N)| = |(X(P),N)|, és igy

O¥(P) = |{X(P),N)|vdetg.

Legyen V az M Levi-Civita-konnexidja, és Ffj a @-re vonatkozo Christoffel-

szimbolumok. Ekkor a >, masodik alapformaja P-ben
1I(0ir(0),95r(0)) = (Voyr.(0) (9jre) , N)
= <Va;°(P) (87 4+ ((89;fc) 0 0)0%) 7N>
= ((Vor 07)(P)+(2:0,£(0)-07 (P)+(0,4.)(0)-(V.: 07) (P).N)

= <Z T3(p) - OF (P) + (8:0:/)(0) 5??(P)7N>

= ([5(P) + (00, /)(0)) - (9% (P),N) .
Jeloljiik B.-vel a X, hiperfeliillet P-beli masodik alapformé&janak matrixat és C-
vel a (FZ(P))?;1 matrixot. Ezekkel a jelolésekkel



A ¥ hiperfeliilet P-beli L. Weingarten-leképezésének L. matrixat a L. = Q;“Be
képlettel szamolhatjuk ki. Igy kapjuk, hogy

det(L1 - Lg) = det(ﬁl - /;2)

. det(%l - %2)
N det G
det ((X(P),N) - (B — A)) (2.9)
N det G
_(X(P),N)" - det(B — A)
0¢(P)?

Ezzel mar koordindtamentesre atirhatjuk a 2.1. tételt. Ehhez felhasznaljuk
még, hogy az A — B pontosan akkor pozitiv definit, hogy ha a +(L; — Ls) szim-

metrikus operator sajatértékei pozitivak, ahol a £ a —(X(P), N) szam elGjele.

2.2. tétel ([19]). Tegyiik fel, hogy a fenti jelolésekkel a £(Ly — L) szimmetrikus
operdtor sajdtértékei pozitivak, ahol a + a —(X(P),N) szdm eldjele. Ekkor t kis

értékeire
n+1
n— X P ,N T2 n+1 n+2
(DN D) = =2 (XCP) NI 2 o +O(t¥). 0
n? =1 /[ det(Ly — Ly)|

2.2. Geodetikus gombok Weingarten-leképezése

A 2.2. tételt egymast alig metsz6 geodetikus gdbmbok metszete térfogatanak sza-
molésidhoz szeretnénk hasznalni. Ehhez ki kell szamolnunk a tételben szerepld
Weingarten-leképezést geodetikus gombfeliiletekre. Sokan foglalkoztak mar ezzel,
az itteni eredmények nem tdjak, lasd példaul a |33] és a [34] cikket.

Elgszor Jacobi-mezdk segitségével fejezziik ki egy kis geodetikus gémbfeliilet
Weingarten-leképezését.

Legyen 7: (a,b) — M egy természetes paraméterezési geodetikus, és tegyiik
fel, hogy 0 € (a,b). Egy 0 # r € (a,b) értékre tekintsiik a X (r) = X(vy(r), |r])
gombfeliiletet. Ha |r| elég kicsi, akkor X, (r) egy sima hiperfeliilet A/-ben ~(0)-
n keresztiil. Ebben az esetben legyen L.(r) a X,(r) hiperfelillet Weingarten-

leképezése a (0) pontban a 4/(0) normalvektorra vonatkozoan.

2.3. allitas. Legyen 0 # r € (a,b) egy rogzitett szam. Tegyiik fel, hogy a ~v(r)-beli
exponencidlis leképezés megszoritisa a B(0,|r|) gomb egy kérnyezetére diffeomor-

fizmus a kornyezet és a képe kozott. Tekintsik a ~(0) pontban a 3. (r) hiperfeliilet
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egy v érintdvektordt. Legyen J az a v menti Jacobi-mezd, melyre J(r) = 0 és
J(0) = v. Ekkor L,(r)(v) = —=J'(0).

Bizonyitds. Mivel az exp, . leképezés diffeomorfizmus a B(0, |r|) gdmb egy kor-
nyezetén, igy itt a derivaltja nem fajul el, azaz létezik egy olyan x € 1",/ () Ty () M
vektor, melyre T_,./(;) exp, . (x) = v. Mivel v merdleges a y-ra, a Gauss-lemma
szerint definidlhatjuk s € (—¢, e)-ra az A(s) ortogonélis transzformaciot ugy, hogy
A(0) az identitas és %(—T)A(s)fy’(r)‘szo = X a s20kdsos T, Ty M = Ty M
azonositassal. Tekintsiik a

I': (—e,¢) x (a,b) = M,
(s, 1) = expy ) ((t =) A(s)(7'(r))

leképezést. Ekkor minden s € (—¢,¢)-ra a v: t — I'(s,t) egy természetes pa-
raméterezési geodetikus és vg = 7y, azaz ' a v egy geodetikus varidcidja. Mivel
vs(r) = v(r) és 0,1'(0,0) = v is fenndll, ez a variaci6 a J Jacobi-mez6hoz tartozik,
ésigy J(t) = 011'(0,¢) minden t € (a,b)-re. Mivel O,I" egy I" menti vektormezd, igy
vehetjiik a O,I" szerinti kovaridans derivaltjat, jeloljiik ezt Vo0;I'-val. Hasonldéan
definialhatjuk V;0.I'-t is. Terjessziik ki 4'(0)-t 3, (r) egy N egységnormalis me-
zGjevé. A Gauss-lemma szerint N(I'(s,0)) = 0I'(s,0). Ezt és a V szimmetriajat

hasznalva kapjuk, hogy
L,(r)(v) = =V N = =V18,I' (0,0) = =V, (0,0) = —J'(0),
ami éppen a bizonyitando6 allitas. O]

A kovetkezSkben a 2.3. allitasban szerepld J Jacobi-mezére szeretnénk formu-
lat adni, melynek segitségével felirhatjuk a Weingarten-leképezést.

A J egy v menti normalis Jacobi-mez6, melyeket egyértelmiien meghatéroznak
a J(0), J'(0) € v/ (0)* érintévektorok, ahol

7 (0)" = {x € T, M | {x,7/(0)) = 0}.

Jeloljiik Jy y-nal azt a v menti Jacobi-mezdt, melyre Jy y(0) = x és J; (0) =y,

Rogzitsiink egy Fy,..., E, v menti parhuzamos ortogondlis bazist, melyre
E, =+'.Hax € 7/(t)* egy érintévektor, akkor [x] jeldlje az Ey(t), ..., E,_1(t) ba-
zisban felirt koordinatéi dltal alkotott oszlopvektort. Az R/ Jacobi-operdtorhoz

vezessiik be az R: (a,b) — RO=Dx(=1) matrixérteki fiiggvényt, melyre R(t) az
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Ry Yt méatrixa az Fy(t),..., E,_1(t) bazisban. Tehat az R(t) matrix i-edik

soranak j-edik eleme

Definialjuk a J: (a,b) x R*1 x R*! — R*! fiiggvényt a

J(t, [x], [y]) = [y (1]

egyenlgség alapjan (egy (n — 1) dimenzios vektor egyértelmiien meghataroz egy
~'(0)*-beli érintévektort). Mivel J linearis a masodik és a harmadik valtozojaban,

léteznek olyan A és B matrixok, hogy

J(t,x,y) = A(t)x] + B(t)[y]-

A Jxy Jacobi-mez§ ezen alakjara felirhatjuk a Jacobi-egyenletet:
A"(6)[x] + B"(6)[y] + R(£)(A(t)[x] + B(t)[y]) = 0.
Mivel ez minden x,y € 7/(0)* érint6vektorra fennéll, igy szétvalaszthatjuk ezt az
egyenletet az
A"+ RA=0 é B"+RB=0 (2.10)

egyenletekre. Ezeket k-szor derivalva kapjuk, hogy

k k
A(k+2) _ Z (k> R(S)A(k—s) és k+2 Z ( ) s)B )
S

s=0 s=0
A Jyy(0) = x feltétel adja az A(0) = I és B(0) = 0, mig a J, ,(0) =y feltétel
az A'(0) = 0 és B'(0) = I kezdeti feltételeket. Igy mar rekurzivan ki tudjuk
szamolni az A és a B 0 koriili Taylor-sorat tetsz6legesen hosszan. A harmadfoka

Taylor-polinomra azt kapjuk, hogy

Am:f—Mm%—ﬁmy+0<>
B(r):IT—R() +O( .

3!
A B Taylor-sora mutatja, hogy a B fliggvény B(r) = rBy(r) alakba irhato,
ahol By egy sima matrixértéki fiiggvény, melynek Taylor-sora

~ r2

Bo(r) = 1 = R(0) 5 +00°).
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Mivel By(0) = I, elegendGen kicsi |r| esetén By(r) invertalhato, és igy B(r) is
invertalhaté ugyanilyen kicsi, de nemnulla r-re.
A 2.3. allitasban szerepl§ J Jacobi-mezé felirhaté J = Jx , alakban valamilyen

X és y érintévektorokkal, melyeket a

A 2.3. allitas szerint L, (r)(v) = —J'(0), ami a megfelel6 matrixokkal felirva
(L (r)(v)] = =A(0)[v] + B'(0)B~(r)A(r)[v] = B~} (r) A(r)[v].

Tehat az L. () Weingarten-leképezés L. (r) matrixa az F1(0), ..., F,_1(0) bazis-

ban

B (r)A() = By (1) AW,

Mivel az A(r) és a B(r) Taylor-sorat tetszélegesen hosszan ki tudjuk szamolni,

igy ezeknek a ﬁg = By ' A sima fiiggvényét is. Az els§ néhany tag:

£2() = By (1Aw) = 1+ 20y 4 009

Ez a formula mutatja, hogy ZA}V—nak egyszeres polusa van az origbban, tovabba a
Laurent-sora az origd koriil igy kezdGdik:

inr) = I% + @r +0(r?), (2.11)

Természetesen a fenti formulakkal az iv(r) Laurent-soranak barmelyik elemét

rekurzivan ki tudjuk szdmolni.

2.3. Harmonikussag és két geodetikus gébmb met-

szete

A Weingarten-leképezés kiszamolasaval mar fel tudjuk hasznélni a kissé metszé
gombok térfogatara adott aszimptotikat, ezt fogjuk hasznélni a K P és a KP;

tulajdonsiagi Riemann-sokasagok jellemzésénél.
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Legyen 7: (a,b) — M egy természetes paraméterezésii geodetikus, és te-
gyiik fel, hogy 0 € (a,b). Az el6z6 szakaszban bevezetett jeloléseket hasznélva
az L.(r1) — L,(r2) operator definidlva van r; és 7o kis nem nulla értékeire, és

ugyanigy az operator

D, (r1,m2) = det(L,(r1) — Ly(r2))
determinansa is.
2.4. allitas ([19]).

(i) Ha egqy M Riemann-sokasdg rendelkezik a K Py tulajdonsdggal, akkor a hoz-
24 tartozé D.(r1,712) fiigguény (0,0) € R? origobeli csirdja nem figg a v
geodetikustol.

(ii) Ha az M Riemann-sokasig a K Py tulajdonsdggal rendelkezik, akkor a hoz-
zd tartozo r — D.(r,—r) figgvény 0 € R origébeli csirdja nem fiigg a v

geodetikustol.

Bizonyitds. Legyen ~;: (a;,b;) — M két geodetikus (i = 1,2), ahol 0 € (a;, b;).
Valasszunk egy pozitiv p-t 4gy, hogy minden 0 < r < p sugéarra a B(y,(0),r) és
B(72(0),r) gombok geodetikusan konvexek legyenek.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy ha r; és ro kis nemnulla szamok, akkor
D, (r1,72) = Da,(r1,72). Mivel D, (r,r) = 0, és ha 5(t) = y(—t) jeloli a forditott

irAnyt geodetikust, akkor
D, (r1,m2) = (=1)""' Dy (r2, 1) = (=1)"" Dy(=r1, —12),
feltehetjiik, hogy —p/2 < r; <ry < p/2 és 0 < ry. Tekintsiik 7,5 € {1,2}-re a
By ; = B(vi(ry), [r;]) és Bjy = B(yi(r1 + 1), [r]),

gémbdket, és legyen ¥}, a Bf; goémb hatara. Ha IT;,: Ty, )M — T, 10)M a

menti parhuzamos eltolas, akkor
H; = XDy (r141) oll;y o (exp%(n))_l: Z?,l — 25,1

a XY egy izotopidja, ahol a 7;(0) € | kezddsebessége

d

g 00| =70).
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Az ry elGjele szerint két esetet kiilonboztetiink meg.

Ha m < 0, akkor a B;; és B, gomboknek pontosan egy kozos pontjuk van,
a 7(0). A felilleteik N = —~/(0)-re vett ;(0)-beli Weingarten-leképezéseinek a
kiilénbsége L., (r2) — L., (r1). A (2.11) Laurent-sor mutatja, hogy elég kicsi |rq] és
1y értékekre L., (r2) pozitiv definit, mig L., (r) negativ definit, igy a kiilénbségiik
pozitiv definit. Ekkor a 2.2. tétel alkalmazhat6, ami elegendGen kicsi ¢ értékekre
adja, hogy
Wn—2

(nQ - 1) D%(r%frl)

(B!, N Biy) = (26)"% + 0 (t%Q) . (2.12)
A KP, tulajdonsagbol kovetkezik, hogy pu(Bf, N Biz) = p(B3, N Bay), és igy
a (2.12) jobb oldalan szerepls kifejezéseknek is meg kell egyezniiik ¢ = 1-re és

i = 2-re. Osszehasonlitva "3 egyiitthatoit kapjuk, hogy
D'Yl (rh TQ) = <_1)n_1D’71 (T27 Tl) = (_1)7L_1D’Y2 (T27 7‘1) = D'YQ (Th TQ)'

Az r = ry = —rq speciélis eset adja az allitas (ii) részét is.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor 0 < r; < ry. Ekkor B,;, tartalmazza
B, 1-et. Jelolje 352 az M \ B;, komplementer lezartjat. A B;; és a B;Q tartoma-
nyoknak pontosan egy kozos pontjuk van, a v(0). A hatarfeliilleteik N = —~.(0)-
re vett 7;(0)-beli Weingarten-leképezéseinek a kiilénbsége L., (r1) — L, (12). Az
el6z6 szakaszban bevezetett [A/%. méatrix értékid fliggvény elemeire alkalmazva a
Lagrange-féle kbzépértéktételt latjuk, hogy (L., (r1) — L, (r2))/(ro —r1) csak O(1)
tagokkal kiilonbozik egy olyan diagondlis matrixtol, melynek diagonéalis elemei az
(1/r2,1/r?) intervallumba esnek. Igy L., (r,) — L., (r2) pozitiv definit elegendGen

kicsiny 71 és ro esetén. A 2.2. tétel szerint kis negativ ¢t értékekre
H(Bfg N Bia) = M(Bfg) - N(Bf,l N Bz‘cg) =

= u(B!,) - =
1(Bi1) (n2 —1)y/D,.(r1,72)

1) + o (105

Mivel a K P, tulajdonsagbol kévetkezik a K Py, igy u(Bf,) csak ri-t6l fiigg. Az

el6z6 esethez hasonloan ez a formula is bizonyitja ezt az esetet. O
Most mar egyszeriien tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt.

2.5. tétel ([19]). Egy K P tulajdonsdgu teljes Riemann-sokasdg harmonikus.

Bizonyitds. Legyen v egy tetsz6leges természetes paraméterezésii geodetikus 0
koriil, és Lyt frjuk L. (r) = LI(r)/r alakban. A 2.2. szakaszban bizonyitottuk,
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0 : 4 PRIVIPS PP . ’ 0 _ 0/ _
hogy L7 egy sima operdtorértéki fiiggvény és L3(0) = I, L3 (0) = 0. A 2.4.
allitas szerint a D, (11, r2) fiiggvény (0,0)-beli csirdja nem fiigg v-tol, és igy ezt
jelolhetjiik egyszerten csak D(rq,rs)-vel. Vegyiik észre, hogy

n—1
et <r2Lg(r1) —T1L3(T2)> _ (ﬂ) D(ry,m5),

ro —T o —T

és igy a bal oldal (0,0)-beli csirdja szintén fiiggetlen y-tol. Megjegyezziik, hogy
habar D(ry,r2) nem definialt a koordinatatengelyeken, a bal oldal definialja a jobb
oldal egy sima kiterjesztését az origd egy pontozott kornyezetére. A bal oldalt ry

szerint az (r1,72) = (r,0) pontban derivalva kapjuk, hogy

i (det (Tng(Tl) — 7“ng<7“2>)>
87"2 7’2 - 7"1 (7"1,7"2):(7",0)

= tr (—M — LY (0) + M) -

r v r

n—1

= —tr(L(r)) + .

Igy tudjuk, hogy a kis geodetikus gombok allandé kozépgorbiiletiiek, mely

konstans csak a sugartol fiigg, azaz a sokasdg harmonikus. O]

Szabo 1. Zoltan bebizonyitotta a visszafelé irdnyt: egy Osszefiiggs, egyszere-
sen Osszefliggs és teljes harmonikus sokasag rendelkezik a K P, tulajdonsaggal
[37, corollary 2.1|. Bar a cikkben nem szerepel, de az ott leirtak segitségével
is bizonyithatjuk a 2.5. tételt. Ebbdl a célbol idézziik fel az ott leirt bizonyi-
tast, és az ahhoz sziikséges definiciokat és allitast a cikkbdl. Egy M Riemann-
sokasagon egy M x M — R fiiggvényt magfiiggvénynek neveziink. Ha H és G két
olyan magfiiggvény egy M Riemann-sokasigon, melyekre teljesiil, hogy barmely
r € M-re a Hy(-) = H(x,-) és a G*(-) = G(-, ) fiiggvény L>-fiiggvény, akkor a
H*G: M x M — R konvoluciojukat a

Hx*G (z,y) = /MH(:E,,Z)G(Z,y) dz.

integrallal definialjuk. Egy H magfiiggvényt radialisnak mondunk, ha H(z,y)
értéke csak az x és y geodetikus tévolsagatol fiigg, azaz H = hod alaki, valamilyen

h: R, — R fiiggvénnyel (d a tavolsagfiiggvény).

2.6. allitas (|37, proposition 2.1|). Egy dsszefiiggd, egyszeresen dsszefiiggd és
teljes Riemann-sokasdg pontosan akkor harmonikus, ha tetszéleges H = h o d és
G = g o d radidlis magfigguények konvolicidja szintén radidlis, amikor h és g

kompakt tartoji sima fiigguények R, -on.
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Egy pozitiv r szamra jelolje x,: R — R a [0, 7] intervallum karakterisztikus

fliggvényét, azaz legyen

1 hao<ax<r,

Xr(T) =

0 har<ux.
A K P, tulajdonséag ekvivalens azzal, hogy a x,, od és a x,, o d fiiggvények kon-
volicioja radidlis magfiiggvény tetszGleges 1,79 > 0 értékekre. Mivel a karak-
terisztikus fiiggvényeket tudjuk kompakt tartéju sima fliggvényekkel kozeliteni,
igy a 2.6. allitasbol kovetkezik, hogy a harmonikus terek rendelkeznek a K P;
tulajdonsaggal.

De ezt visszafelé is bizonyithatjuk, hiszen ha a karakterisztikus fiiggvények
konvolicioja radialis, abbol a konvolicié bilinearitasa miatt mar az is kovetkezik,
hogy lépcs6s g és h fiiggvények esetén a h o d és a g o d fiiggvények konvolicidja
radidlis. Mivel az R -on értelmezett kompakt tartoju sima fiiggvények a szupré-
mum norméaban kozelithetGek 1épcsGs fiiggvényekkel, igy azoknak a konvolicidja

is radidlis, amibdl a 2.6. allitas szerint kovetkezik, hogy a sokasag harmonikus.

2.4. A KP;5 tulajdonsagi sokasagok

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a K P; tulajdonsagt Riemann-sokasagok
Einstein-sokasagok, tovabba a K P; tulajdonsagi szimmetrikus terek kétpontho-

mogének.
2.7. tétel ([19]). Egy KP; tulajdonsdgi Riemann-sokasdg Einstein.

Bizonyitds. A 2.4. allitas (ii) részébdl tudjuk, hogy a det (L, (r) — L, (—r)) fligg-
vény csirdja nem fiigg a v geodetikustol. Az L, Weingarten-leképezésre kapott

(2.11) Laurent-sort hasznélva kapjuk, hogy

det (Ly(r) = Ly(~1)) = det (1% + 250,40 (r2)>

2 n—1 R ,
= (—) det (I + %7‘2 + 0 (r3)> )
,

det ([ + @TQ +0 (7“3)) =1+tr (@) r’ 4+ 0 (7“3)

Igy

csak az r-t6l fiigg, a v-t6l nem. Tehat a tr(Rwr(o)) nyom nem fiigg a 7/(0) egység-

hosszu érintévektortol, ami ekvivalens az Einstein-sokasagok definicigjaval. [
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Bar a késébbi eredményekbdl az alabbi tétel kévetkezik (mivel minden szim-
metrikus harmonikus tér kétponthomogén), érdekes, hogy ezt az eredményt igy

is megmutathatjuk.

2.8. tétel ([19]). Ha M egy dsszefiiggd, egyszeresen dsszefiiggd szimmetrikus
Riemann-sokasdg, mely rendelkezik a K Py tulajdonsdggal, akkor M kétpontho-

mogeén.

Bizonyitds. Legyen v: (a,b) — M egy természetes paraméterezésti geodetikus,
melyre 0,7 € (a,b). Az R, o) Jacobi-operdtor szimmetrikus, igy R.(o) sajatvek-
toraibol vélaszthatunk egy ortonormalt F1(0),. .., £,(0) bazist a T, )M érints-
térben. Jelsljiik \;-vel az FE;(0)-hoz tartozo sajatértéket. Mivel R,/ o) (y'(0)) = 0,
feltehetjiik, hogy E,(0) = +/(0) és A, = 0. Terjessziik ki az E;(0) vektorokat
E;: (a,b) — TM ~ menti parhuzamos vektormezokké. A ~(0) és a y(t/2) korii-
li kozéppontos tiikrozések kompozicioja M egy izometridja minden ¢ € (a,b)-
re. Ennek a leképezésnek a derivalt leképezése F;(0)-t E;(t)-be képezi, ezért
Ry (Ei(t)) = \Ei(t) minden t € (a,b)-re. Legyen R(t) az Ry

xa az Fy(t),..., E,_i(t) ortonormalt bazisban. Ekkor R(t) diagonélis matrix a

()L matri-

A1, ..o, Ano1 diagonalis elemekkel (¢-t6] fiiggetleniil). Ezzel expliciten meg tudjuk
oldani a (2.10) egyenletet A-ra és B-re. Mindketts diagonalis matrix, a diagonalis

elemek az A(t) esetében

cos ( —>\1t> y...,CO8 ( —)\n_lt> ,

mig a B(t) esetében

ahol pozitiv \ esetén /—\; a pozitiv képzetes részii komplex gyokot jelenti. A

wsin(at)/a” fiiggvényt a
2%

> a
_1) 2k+1
;( N oTmn

hatvanysorral definidljuk, specidlisan sin(0t)/0 = t. Igy azt kapjuk, hogy LW(T’)

diagonalis matrix a

\/—_)qctg (\/—_/\1T> ey \/Tn_lctg <\/Tn_1r)
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diagonalis elemekkel. Ekkor L, (r) = —L,(—r), és

det(L,(r) — L (—r)) = 2" 1:[ Nawe (x/—)\kr) .

Ha a sokasag K P; tulajdonsagu, akkor a det(L,(r) — L,(—r)) fiiggvény r = 0-
beli csirdja nem fiigg a v geodetikustol. Ebbé6l a kévetkez6 lemma szerint az is

kovetkezik, hogy a A\;-k sem fliggenek a geodetikustol.

2.9. lemma. Tegyiik fel, hogy valamely Ay, ..., Ay, €s p1, ..., by valds szamokra

a

F(r)= H vV —Akctg <\/ —Am‘) és G(r) = H V—pketg (vV=pur)

fligguények r kis értekei esetén egyenldek. Ekkor létezik az {1,... ,m} halmaznak

egy o permutdcidja, melyre A\, = figx) minden 1 < k < m-re.

Bizonyitds. A lemmat m szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az m = 0 esetben nincs
mit bizonyitani. Tegyiik fel, hogy (m—1)-re igaz az allitas. Az unicitas tétel szerint
F és G ugyanazon meromorf fiiggvénnyé terjed ki C-n. Igy a polusok is ugyanott

vannak. Az F' és GG polusainak halmaza

{O}U{\/% 'GZ,)\H&O}:{O}U{\/‘% jeZ,uk;&O}.

Ez azt jelenti, hogy ha F' = G-nek csak a 0 polusa, akkor Ay = puxr = 0 minden

1 <k < m-re, és igy készen vagyunk. Ha F' = G-nek van nemnulla poélusa, akkor
ha a az egyik legkisebb koziiliik, akkor —(7/a)?nek egyenlének kell lennie az
egyik leghosszabb nemnulla Ai-val és az egyik leghosszabb nemnulla pu-val. Az

indexek permutécioja utan feltehets, hogy —(7/a)? = A\, = pim. De ekkor
m—1 m—1
H vV —)\kCtg (\/ —)\kT> = H \/—ukctg (\/—,ukr)
k=1 k=1

kis r értékek esetén. Igy az indukeios feltevéssel készen vagyunk. O

A lemméabol adodik, hogy egy K P, tulajdonsagi sokasdgon az R,/ Jacobi-
operator spektruma multiplicitasokkal egyiitt fliggetlen v-t6l. Mivel minden x
egységhosszi érintévektorra van egy természetes parameéterezési vy geodetikus,
melyre 7/(0) = x, azt kapjuk, hogy egy lokélisan szimmetrikus K P; tulajdon-
sagu sokasag Osserman. Egy szimmetrikus Ossermann-sokasag viszont lokalisan

kétponthomogén. Igy az M-re tett feltevések miatt M kétponthomogén. O]
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2.5. KP; tulajdonsag és a harmonikussag ekviva-
lenciaja

Ebben a szakaszban a [20] nyoman bebizonyitjuk, hogy mar a K P;- tulajdonsag-
bol is kovetkezik, hogy a tér harmonikus. Ehhez a Weingarten-leképezésre adott
formulakat tovabb kell alakitanunk.

Ehhez tekintsiink a Riemann-sokasagon egy természetes paraméterezési
geodetikust. Valasszunk egy Ei,..., FE, parhuzamos ortonormalt bazismez6t a
v mentén gy, hogy E, =~ legyen. Egy x € +/(t)* érint6vektor esetén hasznal-
juk az [x] jelolést az Ey(t),..., E,_1(t) bazisban felirt koordinatai altal alkotott
oszlopvektorra. A 7/(t) Jacobi-operator 7/(t)*-re valé megszoritidsanak a métrixa-
ra egyszertien csak az R(t) jelolést hasznéljuk.

A Jacobi-mez6k konstruélasdhoz tekintsiik a kovetkezo definiciot. Rogzitett

n—1)x(n—1

r valés szamra legyen J(r,.): R — R( ) a kovetkezd matrix-differencial-

egyenlet, megoldasa:
(1) 92J(r,t) 4+ R(t)J(r,t) =0,
(i) J(r,r) =0,
(ili) OpJ(r,r) = 1.
Ha a J,.y(r) = 0 és J/ (r) = v kezdeti feltételekkel rendelkezs Jacobi-mezdt
keressiik (ahol v € +/(r)1), akkor azt a [J,+(t)] = J(r,t)[v] egyenlet egyértelmiien
definidlja. Ha ~(t) kozel van ~y(r)-hez, azaz y(t) v(r) azon kornyezetében fekszik,

ahol a v(r)-beli exponencialis leképezés diffeomorfizmus, akkor v(¢) nem konjugalt

~(r)-hez v mentén, és igy J(r,t) invertalhato.
2.10. allitas. A

W(t) = J(ry, 1) 0uJ (ro, t) — 0o J (11, ) T (ra, 1)
Wronski-féle mdtriz konstans v mentén.

Bizonyitds. Tekintsiik a W derivaltjat, majd hasznaljuk fel a J-re vonatkozoé dif-

ferencidlegyenletet és R szimmetriajat.
W' (t) = 09 J (r1, 1) 0o d (19, ) + J(11,8) 05T (1o, 1) —
— 02T (r1, ) I (ro,t) — 0aJ (r1, ) 000 (1o, t) =
= J(ri, )" R(t)J(ro,t) — (R(t)J (r1,1)) T (1o, 1) =
=0,
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igy W valéban konstans a v mentén. O]

A W (ty) = W (ty) egyenl6ségbdl a J-re vonatkozo kezdeti feltételeket hasznal-

va kapjuk, hogy
—J(tg,tl) - J(tl,tQ)T. (213)

Ez az egyenlGség mutatja, hogy J az elsG valtozojaban is differencialhato.

A mostani esetben is a v geodetikuson fognak fekiidni a gébmbok kdzéppontjai
és a Weingarten-leképezés vizsgalt helye, de ez utobbi mar nem feltétleniil lesz
a 7(0) pont. Tegyiik fel, hogy |r| olyan kicsi, hogy az exp, ., leképezés diffeo-
morfizmus a B(y(t + r),|r|) gombon, ekkor a X(y(t + r),|r|) gombfelilet egy
sima hiperfeliilet. Jelolje L(r,t) a v(¢) pontban a +/(t) norméalvektorra vonatkozo
Weingarten-leképezés matrixat az £y (t), ..., E,_1(t) bazisban. Ekkor a 2.3. allitas
szerint L(r,t)J(t +1r,t) = —0sJ(t + 1, 1), azaz

L(r,t) = =0 J(t +r,t)J(t +7,t)" . (2.14)

A (2.11) Laurent-sort atirhatjuk erre az esetre:

L(r,t) = I% + @7‘ +0 (r?). (2.15)

A (2.15) formula mutatja, hogy az L-et nem tudjuk r = O-ra definialni, ezért néha
az LO(r,t) = rL(r,t) fiiggvényt tekintjiik, amit siméan ki tudunk terjeszteni I-vel
(0,t)-re minden ¢-re. A (2.15) egyenletbdl

Lo(rt) =1+ @7«2 +0 (r%). (2.16)
A W(t) = W(ry) egyenléségbdl azt kapjuk, hogy
J(ri, ) 00 (19, t) — 0o J (1, 1) T (ro, t) = J(r1,79)",
amibdl atrendezéssel

82J<T2, t)J(T2, t>_1_ (aQJ(Tla t)J(Tla t>_1)T =

N (2.17)
= J(Tl, t)il :](7“1, TQ)TJ(TQ, t)il.
A (2.14), (2.17) egyenletek és LT = L adjak, hogy
—L(ry — t,t) + L(ry — t,8) = J(ry, )™ T (ry,72) T T (ra, 1) 7 (2.18)

El6szor csak azt bizonyitjuk be, hogy egy K P5 tulajdonsagi Riemann-sokasag
D’Atri-tér.
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2.11. tétel (|20]). Minden KP; tulajdonsdgi Riemann-sokasdg D’Atri-tér.

Bizonyitds. Tekintsiink egy ~ geodetikust. Egy K P; tulajdonsagt sokasagban
a 2.4. allitas (i) része szerint a D.(—r,r) fiiggvény origobeli csirdja nem fiigg
a v geodetikustol. Definidljuk a D fiiggvényt a D(r) = D.(—r,r) egyenlGséggel.
Valasszunk egy olyan € > 0 szamot, hogy minden 0 < |r| < 2¢ és |t| < 2¢
értékre az L(r,t) definialva van, és D(r) = det(L(r,t) — L(—r,t)) is fennall. Ekkor
0 < |r| <eés|t| < e szamokra fejezziik ki a D fiiggvényt a (2.18) egyenlettel:

D(r) =det(L(r,t) — L(—r,t))
= det (J(t +r, t)*lTJ(t +rt—r) It -, t)’l)

B det J(t 4+ r,t — )
~det J(t+ 7, t)det J(t —r,t)

Atrendezés utan
det J(t +r,t)det J(t —r,t)D(r) =det J(t +r,t —r). (2.19)

Ennek a t szerinti logaritmikus derivaltja:

tr(@lJ(t+r,t)J(t+7‘t Yot (0t +r,t)J(t+7t)7) +
+tr (1t — 7, t)J(t—7rt)7") +tr (O (t — 1) J(t — 7)) = (2.20)
= tr ( t+rt—r)Jt+rt—r)"")+

hJ(
+tr (O (t+rt—r)J(t+rt—r)"").
A 0 derivalast tartalmazo tagokat at tudjuk irni do-t tartalmazé tagokka a

O (tr,ts) = —(02J (ta, 11))"

azonossag segitségével, mely kovetkezik a (2.13) egyenletbsl. Még néhanyszor

hasznéalva a (2.13) szimmetriarelaciot a (2.20) egyenlet a kovetkezs alakra hozha-

t6:
tr (o (t,t+7)J(t,t+7)"") +tr (82J<t—|—7’,t )J(t+rt)7h) +
e (BpJ (8t — 1) J(tt —1)7Y) +tr (BuJ(t — 1, 0) T (t— 7, t)7Y) =
= tr (O (t — 1, t+7)J(t —rt+1)7") +
tr (O J(t+r,t—r)J(t+rt—r)"").

Ezt a (2.14) formula felhasznalasaval atirva

tr(L(—r,t 4+ 7)) + tr(L(r,t)) + tr(L(r,t —r)) + tr(L(—r,t)) =

(2.21)
= tr(L(—2r,t + 7)) + tr(L(2r,t — 1))
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adodik.
Legyen az f: [—¢,+¢] X [—¢,+¢e] — R fiiggvény kiilonb6z6 a,b € [—¢, +¢]
esetén

f(a,b) = tr(L(b— a,a)) + tr(L(a — b,b)).

Mivel L-nek szingularitdsa van (0,¢)-ben minden t-re, f(a,b)-t csak a # b-re
tudjuk definialni. A (2.15) kifejezés mutatja, hogy f-et ki lehet terjeszteni az
a = b atlora f(a,a) = 0-val. Meg fogjuk mutatni, hogy f azonosan 0. A (2.21)
egyenlet szerint

flt+rt)+ f(t—rt)=f(t+rt—r),

f(a,b>=f(a,“;b) +f<a;b,b).

Ha ezt k-szor alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy

ami atbettizve

2k—1 . .
l 1+ 1
f(a,b) = Zf(a%—?(b—a),a%— o (b—a)). (2.22)
i=0
A (2.16) szerint a trL°(r,t) fiiggvény r szerinti Taylor-polinomja Lagrange-
maradéktaggal
trR(t tro} LO(7,t
trL(r,t) =n — 1+ ! 3( )7“2—1- ek G(T’ >7’3,

ahol |7| < |r|. A |trd3 L0| fiiggvénynek a [—2¢, +2¢] x [—¢, +¢] kompakt halmazon
felvett maximumat jeloljiikk C-vel. A 2.7. tétel szerint a sokasag Einstein, igy trR
konstans. Ezért | f(a/,V')] < $|a’ — V/|* fennall minden o',V € [—¢,+¢€] szamra.

Ha a (2.22) jobb oldalara alkalmazzuk ezt a becslést, akkor azt kapjuk, hogy

2k—1 . .
) 1+ 1
HCLIEDY f(a+ﬁ(b—a),a+ o (b—a))'s
=0
—all? —al?
o ClP—all’ _Clb—dl
3] 2* 3 2k

minden a,b € [—¢,+¢| szamra. Mivel k tetsz6legesen nagy lehet, f(a,b) = 0,
tehat
trL(b—a,a) +trL(a —b,b) =0
fennéll minden v geodetikus elég kozeli a és b paraméterértekére. Ezt a kozépgor-
biiletekkel is felirhatjuk
hyvy(7(@)) = hy(a)(7(D))
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alakban. Mivel v(a) és v(b) a sokasag tetszdleges elegendGen kozeli pontja lehet,
ebbdl mar kovetkezik, hogy a tér D’Atri. O]

Most mér a harmonikussagot is be tudjuk bizonyitani.
2.12. tétel ([20]). Egy K Py tulajdonsdgi Riemann-sokasdg harmonikus.

Bizonyitds. Legyen ¢ olyan, mint a 2.11. tétel bizonyitasiban és most is tegyiik
fel, hogy 0 < |r| < eés |t| <e. A (2.19) egyenlet r szerinti logaritmikus derivaltja

a kovetkez6:

tr (81J(t +r t)J(t+ t)*l) —tr (81J(t —rt)J(t—r, t)*l) + (log D) (r) =
=tr (O J(t+rt—r)Jt+rt—r)"")—tr (Jt+rt—r)JE+rt—1r)"").

Ahogy a (2.21) egyenletet kaptuk a (2.20) egyenletbdl, tgy ezt az egyenletet is at

tudjuk irni az alabbi formara:

—tr(L(=r,t + 7))+ tr(L(r,t —r)) + (log D) (r) =
= —tr(L(=2r,t + 1)+ tr(L(2r,t —r)). (2.23)

A 2.11. tétel szerint a sokasag D’Atri, igy a hyu)(v(t — 7)) = hy@y(y(t + 7))
egyenldség is fennall minden elég kicsi r-re (ehhez esetleg csokkentjiik e-t), ami
a Weingarten-leképezés nyomaval felirva tr(L(r,t —r)) = —tr(L(—r,t +1)). Mar
bebizonyitottuk, hogy tr(L(2r,t — r)) = —tr(L(—2r,t + r)). Ezekkel az egyenls-
ségekkel a (2.23) egyenlség a

2tr(L(r,t —r)) + (log D)'(r) = 2tr(L(2r,t — 1)) (2.24)

alakra hozhato. Mivel a (2.24) egyenlet igaz az olyan t,r € R szamokra, melyekre

O<|r|<eés|t|<e, a
(log D)'(r) = 2tr(L(2r,t)) — 2tr(L(r,t)) (2.25)

egyenlet fennall azokra, melyekre 0 < |r| < 5 és [t| < 5.

A 2.7. tétel szerint a sokasag Einstein, igy a Kazdan—DeTurck-tétel szerint egy
normalis koordindta-rendszerben a metrika analitikus. Mivel a Jacobi-operator a
metrikanak analitikus fliggvénye, igy az is analitikus. A Cauchy—Kowalevski-tétel

szerint egy analitikus egyiitthatos differencidlegyenlet megoldasa is analitikus,
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igy a Jacobi-egyenlet megoldésa is analitikus. Az ebbdl kifejezheté Weingarten-
leképezés matrixa, és igy trLo(r, t) is egy analitikus fiiggvény. Ezért a Weingarten-
leképezés nyomat egy Laurent-sorba tudjuk fejteni:

oo

te(L(r, 1) = =1 4 Zai(t)ri.

r

Ezzel a helyettesitéssel a (2.25) egyenlet a

o0

+2) (20— Da;(t)r

n—1

(log D)'(r) = ="

alakot olti. Igy a (log D)'(r) fiiggvény Laurent-soranak egyiitthatéi meghataroz-
zék az a;(t) egyiitthatokat (i = 1,2,...), amibdl kovetkezik, hogy tr(L(r,t)) csak
az r-tdl fiigg (t-t61 és a v-tol nem). Ez azt jelenti, hogy a kis geodetikus gombok

koézépgorbiilete csak a sugartol fliggd konstans, azaz a sokasag harmonikus. [

A [37] cikkbd]l méar tudjuk, hogy az Osszefiiggs, egyszeresen Gsszefiiggs, teljes
harmonikus terek rendelkeznek a K P; tulajdonsaggal, ezért megfogalmazhatjuk

a kovetkezé tételt.

2.13. tétel. Eqgy dsszefiiggd, eqyszeresen dsszefiiggd teljes Riemann-sokasdg pon-

tosan akkor harmonikus, ha K P tulajdonsdgi.

2.6. Egy globalis tétel

Az eddigiek csak lokalis eredmények voltak, a K P, tulajdonsagot csak kis gdm-
bokre alkalmaztuk. A kdvetkez6 tétel mér egy globalis eredményt ad, viszont
csak akkor, ha a sokasag allando6 gorbiiletd. Egy allandé gorbiiletd K Py~ sokasag

majdnem egyszeresen Osszefiiggs:

2.14. tétel. Tegyiik fel, hogy (M, g) egy olyan teljes, dsszefiiggd, dllandd szekcio-
ndlis gorbiletd Riemann-sokasdg, mely rendelkezik a K Py tulajdonsdggal. Ekkor
M o 0, E", S}, RP terek egyike.

Bar a [22| cikkben ez a tétel csak a K P, tulajdonsagra volt megfogalmazva,

a bizonyitas valojaban csak a K P; tulajdonsiagot hasznalja.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy M ¢ {]H[Z,IE",SQ,RPZ}. Ekkor legyen
(M, §) az univerzalis fedétere az F: M — M fedéleképezés altal indukalt g
metrikival. Mivel M allandé gorbiileti, M € {H" E" S'}.
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Vilasszunk egy P € M pontot, és annak egy P € F~1(P) &sét. Legyen
p=min {a(P. P ] Ple r(P)\{P}}.

Egy 7 pozitiv szamra jelolje G(r) a {E(FI, r) | P e F~1(P)} gombok halmazat.
Mivel a H? és E" minden gombje, az S]-nak pedig a f6kor hosszanak negyedénél
kisebb sugart gémbjei geodetikusan konvexek, igy a Q(g) elemei geodetikusan
konvexek (M = S" esetén p kisebb, mint egy f6kor hosszanak a fele, mivel M sem
S”, sem RP?). Igy G (‘5’) elemei koziil barmely ketté metszete iires vagy egyetlen
ponthol all. Valoban, ha a metszet legalabb két pontbol allna, akkor a gémbfeliile-
tek is legaldbb két kiilonb6z§ pontban metszenék egymast, és az ezeket 0sszekdtd
geodetikus iv (nemiires) relativ belseje mindkét gémb belsé pontja lenne, ami
ellentmondana r minimalitasanak. Megjegyezziik, hogy egyik Q € M pont sem
tartozik harom G(%)-beli gdmbhoz, mert akkor a E(@, g) gomb harom paronként

antipodalis pontot tartalmazna (azaz p tavolsdgi pontokat).

2.2. 4bra.

Legyen P; € F~(P) egy olyan pont, melyre d(?, Fl) = p (lasd a 2.2. abrat).
A B(?, ’5’) és a B(Fl, g) gémboknek a metszete nem iires, igy egyetlen @ pontbol
all. A Q pontnak van egy olyan U nyilt kdrnyezete, amely csak a E(_, g) és
a E(Fl, ’5’) gémbot metszi a g(g) elemei koziil. Valasszunk egy @, pontot a
(UQZ(I_D, g)) \ {@} halmazbol. Ekkor a B(@, 51) gomb pontosan két gobmbot érint
a g(g) elemei koziil, mig a E(@l, g) csak egyet. Elegend&en kicsiny pozitiv e-ra a
E(@, §+5) metszete a G (fz)—f—g)—beli gbmbok unidjaval a E(@, §+5) OE(F, §+s) és
aB(Q, 2+e)NB(P1, £+¢) diszjunkt és egybevago részekbél all, mig a B(Q,, 2+¢)
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és az | Q(f - 5) metszete pontosan a E(@h 2 —l—s) HB(F, 2 +5) metszet, mely az
elozGekkel egybevago. Igy a faktorizalas utan a B(F(Q),5+¢) ésaB(P%+¢)
gombok metszetének a térfogata kétszerese a B(F(Q,),2 +¢) és a B(P,2 + ¢)

gombok metszetének térfogatanak, ellentmondva a K P; tulajdonsidgnak. O
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3. fejezet

Harom gomb metszete

Ebben a fejezetben a [21] cikk eredményeit irjuk le.

3.1. Egy haromszo6g minimalis feddsugara

A KP; tulajdonsag helyett egy gyengébbet fogunk hasznalni, nevezetesen, hogy
a haromszogek minimalis fedGsugara csak az oldalhosszaktol fiigg. Ehhez a harom
gémb metszetének a tényleges térfogatat nem hasznaljuk fel, csak azt, hogy iires-e.

Haromszogon egy tetszdleges ponthdrmast értiink a sokasagon. Egy Gsszefiiggd
Riemann-sokasdg ABC haromszogének r 4 go minimélis fedGsugara azon r szamok

infimuma, melyekre az A, B, C' kézépponti r sugari gdmbok metszete nem iires:
rapc = inf {r | B(A,r)NB(B,r)NB(C,r) #0}.

Ha a sokasag teljes, vagy a B(A, p), B(B, p), B(C, p) zéart gombok egyike kompakt
valamilyen p > rapc értékre, akkor azt is tudjuk, hogy
rapc =min{r | B(A,r) N B(B,r)NB(C,r) # 0} =
= min {r ‘ dP € M, melyre A, B,C € E(P,r)}.
Egy K P; tulajdonsagu sokasagon a B(A, r)NB(B,r)NB(C, r) metszet térfoga-

ta, és igy ennek iiressége csak az oldalak geodetikus hosszaitol, vagyis a hdromszog

oldalhosszaitol fiigg. Igy kapjuk a kivetkezd allitast.

3.1. allitas. Egy K Py tulajdonsdgu sokasdgon a hdromszégek minimdlis feddsu-

gara csak a hdromszég oldalhosszaitdl fiigg. [
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Egy tetsz6leges Osszefiiggé M Riemann-sokasagon az t: M — (0, 00) folytonos
fiiggvényt tgy valasztjuk, hogy minden P € M-re az expp definidlva van a Tp M
érinttér orig6 kozépponta v(P) sugaria gdmbjén, és minden r < t(P) sugarra a
B(P,r) gomb geodetikusan konvex. Egy haromszoget akkor neveziink kicsinek,
ha egy B(P,t(P)) gomb tartalmazza valamilyen P € M-re.

Tekintslink egy o < TpM sikot, és egy v € o érintGvektort, melynek a hossza

r=||v|| < t(P), lasd a 3.1. abrat. Legyen A = expp(v) és B = expp(—v). A o

3.1. abra.

sikban a két r hosszu v-re meréleges érintévektor koziil jelolje w az egyiket. Defi-
nidljuk az u: [0, 7] — TpM leképezést az u(a) = v cos(a) + w sin(a) formuléaval.
Nyilvanvalo, hogy u(0) = v és u(n) = —v. Ekkor az A és az expp(u(«a)) kozotti
tavolsag folytonosan valtozik 0-t6l 2r-ig mig a B és expp(u(a)) kozti tavolsag 2r-
t6l 0-ig valtozik folytonosan, igy van egy olyan «y érték, ahol ezek a tavolsagok
egyenlSk. Legyen C' = expp(u(ap)), melyre igy teljesiil, hogy d(A, C) = d(B, ().
Mivel minden a € [0, 7] szogre ||u(a)| = r, a d(P,C) = r egyenléség is fennall.
gy az ABC haromszég minimalis fedésugara 7.

Az A, B és C pontok fiiggenek a P, 0,7, v, w, a valasztasatol. Az ABC rende-
zett pontharmast nevezziik a (P, o,r, v, w, ag) adatokbol konstrualt haromszog-
nek. Egy P € M pontra, o < TpM sikallasra és r < v(P) pozitiv szamra A(P, o, 1)
jelolje azon haromszogek halmazat, melyek megfelels v, w érintGvektorokkal és ay

szoggel a (P, 0,1, v, w, ap) adatokbol konstrualhatoak.

3.2. allitas. Ha az M Riemann-sokasdgon a hdromszdgek minimdlis feddsuga-

ra csak a hdromszégek oldalhosszaitdl figg, akkor létezik olyan a: [0,00) — R
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figgvény, melyre d(A,C) = a(r) fenndll minden olyan ABC' hdromszigre, mely

valamilyen (P, o,r,v,w,aq) adatokbdl konstrudlhatd az r < @ kikotéssel.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy az ABC és az A’B'C' haromszogek a
A(P,o,r) és A(P',0',r) halmazbol valok, ahol 3r kisebb az t(P) és t(P’) szé-
mokndl, de az a = d(A,C) = d(B,C) és ' = d(A',C") = d(B’, ") oldalak nem
egyenl6ek, mondjuk a < o’. Haromszog-egyenlStlenségekbdl kapjuk, hogy

r<a<a <?2r.

Tetszoleges S € B(P,3r) pontra az Xg-sel jelolt radialis egységvektormezst
az Xg(T) = —v44(0) képlettel definialjuk a B(P,3r) \ {S} halmazon. Az X4
és Xp vektormezdk skalaris szorzata pontosan az A-t a B-vel Osszekotd [A, B
geodetikus szakasz belsejében —1, igy a B(P, 3r) \ [A, B] halmazon definialhatjuk

az
X4+ Xp

T 1+ (X4, Xp)
sima vektormezG6t. Legyen v: [0,b) — B(P,3r) \ [A4, B] az X integralgorbéje,
mely a 7(0) = C-b6l indul, ahol 0 < b < +o0o olyan, hogy a v goérbe b-n til nem
terjeszthetd ki X integralgorbéjekeént.
Tekintsiink egy olyan @ pontot, melyre r < d(P,Q) = 7 < 3r, lasd a 3.2.
abrat. Mivel B(P,7) geodetikusan konvex, és A, B € B(P,7), a Gauss-lemma

3.2. abra.

szerint (Xp(Q), Xa(Q)) > 0 és (Xp(Q), X5(Q)) > 0. Igy (Xp(Q), X(Q)) > 0,
mivel 1 + (X4(Q), Xp(Q)) > 0. Ekkor a tavolsagvariacios formulat alkalmazva

azt kapjuk, hogy

d

AP (1) = (Xp(1(1)),7(8)) = (Xp(v(1)), X (+(2))) > 0, (3.1)
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ha r < d(P,~(t)) < 3r. Tudjuk, hogy d(P,v(0)) =, és a (3.1) egyenlGtlenség sze-
rint d(P,y(t)) > r esetén d(P,~(t)) novekszik t egy kornyezetében, igy d(P,~(t))
egy monoton novo fiiggvény.

Szamoljuk ki a kévetkezd derivaltat:

Xa(v(t)) + Xp(y(1)) >
"1+ (XA(v(1), Xp(v(D)))

Hasonloan &d(B,~(t)) = 1. Ezekbdl kovetkezik, hogy
d(A,y(t)) = d(A,7(0)) +t =a+t =d(B,~(t)), (3.2)
ha 0 <t <b. Igy t < 2r —a esetén
d(P,y(t) < d(P,A) 4+ d(A,~(t)) =r+a+t < 3r, (3.3)

amibél kovetkezik, hogy 2r — a < b. Igy értelmezhetjiik a D = y(a’ — a) pontot,

mivel @’ —a < 2r —a. A (3.2) szerint
d(A,D)=d(B,D)=a+d —a=2d.

Mivel d(P, D) > r és a B(A,r) és B(B,r) zart gdmbok csak a P pontban metszik
egymést, a B(A,r) N B(B,r) N B(D,r) metszet iires, tehat az ABD héaromszog
minimalis fedGsugara nagyobb r-nél. Ez ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy
az ABD és az A’B'C" azonos oldalhosszisagt haromszogek minimalis fedGsugara

egyenls, mivel az A’ B'C’ haromszogé éppen r. H

3.2. Rauch osszehasonlitasi tétele

Az allando6 szekciondlis gorbiilet bizonyitasahoz a f6 eszkdziink Rauch 6sszeha-
sonlitasi tétele lesz. Az ismert valtozatnél nekiink egy kicsit erGsebb forméra lesz

sziikségiink.

3.3. tétel. Tekintsik az My, My Riemann-sokasagokon a ~y;: [0,1] — M; termé-

szetes paraméterezést geodetikusokat i = 1,2-re. Teqyiik fel, hogy v2(t) semmilyen
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t € (0,1]-re sem konjugdlt v2(0)-hoz vo mentén. Legyenek J; ~; menti Jacobi-mezdk
(i =1,2), melyekre J;(0) érinti v;-t és

(71(0), 11(0)) = (»
(m(0), J1(0)) = (v
1710} = [IJ2(0) |-

{
{

Tegyiik fel, hogy minden t € (0,1]-re és tetszdleges vy € T, Mo érintdvektorra
teljesiil, hogy

Ki(span{Ji(t), 71(1)}) < Ka(span{vs, 75(t)}),

ahol K; az M; sokasdg szekciondlis gorbileti figgvénye (i = 1,2-re). Ekkor minden
t € [0,1-re [|1(E)] = | T2(£)]]-

Altalaban a gorbiileti feltételt az M, sokasadgban is minden v, € T, ()M, és
~1(t) altal kifeszitett sikra kovetelik meg, de erre nincs sziikség, ahogy a bizonyi-

tasbol latni fogjuk. Az itt leirt bizonyitas a [14] konyvbdl szarmazik.

Bizonyitds. El6szor azt az esetet bizonyitjuk, amikor J; mer6leges vi-re (i = 1,2),
azaz ||, (0)]| = [|/2(0)| = O.

Tekintsiik a ||J;(¢)||?/||J2(¢)||* hanyadost mint ¢-nek a fiiggvényét. Mivel Jo(t)
csak a t = O-ban 0, ez mindeniitt definialt t = 0 kivételével. A L’Hospital-szabaly

kétszeri alkalmazasaval

AN ((0), A(0))

PR RO~ (0),40)

Tehat a ||J1(t)]| > ||J2(t)]| egyenlStlenséghez elegendd azt megmutatni, hogy
2
aLAOP
de [|J2(t) |2
fennall minden t € (0, []-re. Ezzel ekvivalens, hogy
(1), 1h(1)) o (Ja(t), Ja(t))
(J1(2), Ji(8)) — {Ja(t), Ja(t))
Rogzitsiink egy tq € (0, 1] szamot, és definialjuk az
J1(t) S (1)

hO=17wn © 29 [hw)

1, illetve 7, menti vektormezGket. Bar ezek a Jacobi-mezdk fiiggenek a ¢y va-

lasztasatol, az egyszeriiség kedvéért ezt a fiiggés nem tiintetjiik fel a jel6lésben.
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Nyilvanvaloan [|11(tg)|| = ||12(to)|| = 1, és mivel az I; a J; vektormezd konstans-

SZOT0Sa,

1t =1,2-re. Bz t = ty-ra

Ekkor

(Ji(to), J1(to))
(J1(to), Ji(to))

— (I{(t0), L (t)

_ /0 L)Y dt

= [ ) + o, noyar (3.4
-/ U6, TL0) — (R (0,7 O (0, (1)

-/ "), £(0) — Ka(spandy' (0, KO 110 dr,

ahol R; az M, sokasag gorbiileti tenzorat jeloli.
Legyen Ht%_: T, xyM; — T, 0)M; a ~; menti pArhuzamos eltolas. Valasszunk

egy olyan A: T, (oyM; — T, ()M, skalarisszorzat-tarto linearis leképezést, melyre
A (0) = 4(0) &5 A(IS (Li(to))) = 1% (Ia(to))
teljesiil. Legyen az A;: T, oy M; — T, My leképezés az
A= (I,) o Aoll,

kompozicio. Ekkor A;(vi(t)) = v5(t) és Ay, (11(to)) = I2(to) fennéll. Definiéljuk az
jg ~v2 menti vektormezGt az

A

L(t) = AL (1))

formulaval. Mivel az A és a parhuzamos eltolasok megérzik a skalaris szorzatot,

igy

(3.5)



A gorbiileti feltétel szerint

K (span{ i (1),71(1)}) < Ka(span{L(t),75(1)}).

Ezt, a (3.5) egyenldségeket és az indexlemmét hasznalva kapjuk, hogy
[0 50 = (a7 00,10 e >
> [ 40300, 80— (R0, 07 0, oot >
> [ 0800, 180) — (R0, 07 0. oot

A (3.4) egyenletben leirt szamolashoz hasonlot visszafelé elvégezve kapjuk, hogy

ez a legutobbi tag egyenls a % hanyadossal, és igy

(Ji(to), Ji(to)) o {Ja(to), Ja(to))
(Ji(to), Ji(to)) — (J2(to), J2(to))
Mivel t¢ tetsz6leges volt, igy igaz ez minden tq € (0, []-re, és ezzel bebizonyitottuk
azt az esetet, amikor ||.J1(0)] = ||J2(0)|| = O.

Az altalanos esetben J; jeldlje a J; Jacobi-mezé vi-re mer6leges komponensét
(i = 1,2). Ezekre a fenti bizonyitas adja, hogy [|.Ji(t)|| > || J2(t)|. A J; Jacobi-

mezoket felirhatjuk

Ji
Ji

() = Ji(t) + (1), ) (D), Ja(t) = Ja(t) + (5(8), J2(8))75(8)-

alakban, ahol

(1), Ju()) = (1(0), J1(0)) + (71(0), J{(0)t = (3(1), J2(1)),

és igy a [[J1(t)|| > ||J2(t)|| egyenlStlenséget is megkapjuk. O

A fenti élesebb tétel segitségével a kovetkezményt is erdsiteni tudjuk. A bizo-

nyitas szintén a [14] konyvbdl szarmazik.

3.4. tétel. Legyen My, My kél Riemann-sokasdg, melyekre dim M, < dim M, és
tekintsiink benniik egy-eqy P; € M; pontot (i = 1,2), ldsd a 3.5. dbrdt. Tovdbbd le-
gyen A: Tp My — Tp, My egy skaldrisszorzat-tartd linedris leképezés. Vilasszuk az

r sugarat olyan kicsinek, hogy az expp, ) leképezés bedgyazds és az expp,

‘B(O,r ‘3(077')
leképezés nem szinguldris. Tekintsink egy cy: |a,b] — expp (B(0,7)) girbét, és

azt a ¢: [a,b] — B(0,r) (egyértelmii) gorbét, melyre expp, c(t) = ci(t). Ekkor a
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Tp, M, Tp, Mo
i expp, i expp,
° Pl ° P, 2
M Lo M- 2
3.3. abra.

c2: [a,b] = expp,(B(0,7)) gorbél a cy(t) = expp,(A(c(t))) formuldval definidljuk.
A A2 [0,1] X [a,b] = M szinguldris téglalap legyen a Ai(s,t) = expp, (sc(t)) le-
képezés. Végiil tegyiik fel, hogy Ki(o1) < Ks(o9) fenndll minden oo < TMy és

o1 € Sp,(c1) sikra, ahol
Sp,(c1) = {imT(s Ay | s € [0,1],¢ € [a,b] és dimimT,»Ay =2} .
Ekkor ((cq) > U(ca).

Bizonyitds. Egy rogzitett tg € |a, b] szamra a Aj-hez rendelt Jy,(s) = 02A4(s, to)
variacios vektormezs az a v, (s) = expp, (s¢(tg)) geodetikus menti Jacobi-mezé,
melyre J;,(0) = 0 és J; (1) = ¢ (to). Ekkor

d N .
Jio(8) = T expp, (s¢(t)) = 5Tz(10) €xPp, (€ (t0))-
t=to

Igy Ji,(0) = &(to).
Hasonloan a Ay(s,t) = expp,(A(sc(t))) szingularis téglalaphoz is tartozik egy

I;, Jacobi-mez§, melyre I; (1) = c4(to), és
13,(0) = (A(&(t0)))" = A(&(to))-
Mivel A izometria,
17, (O = 1€ (to) | = 1A (o ))II = (147, (0)]]

Ekkor a 3.3. tétel szerint ||.J;,(1)|| > |1, (1)||, azaz ||| (to)|| > ||ch(to)||- Mivel
to € [a,b] tetsz6leges volt, minden t € [a, b]-re igaz, hogy ||\ (t)]| > [|c4()||, amit

integralva kapjuk a bizonyitando tétel allitasat. O]
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3.3. Egy lemma

Rauch tételének alkalmazisahoz sziikségiink lesz a kovetkezd, a 3.4. tételben sze-

replé Sp(c) halmazrol szolo lemmara is.

3.5. lemma. Egy 0 < TpM sik barmely U C Gro(T M) kérnyezetéhez van olyan
pozitiv p szdm, melyre igaz, hogy barmely r < p sugdrra a A(P,o,r) minden ABC

hdromszigére fenndll, hogy Sp(vyac) C U.

Bar a lemma bizonyitasa eléggé technikai jellegii, évatosnak kell lenni, mert
a lemma nem igaz, ha a yac geodetikust egy tetszGleges A-t és C-t a B(P,p)

gémbben 0sszekotd gorbére cseréljiik.

Bizonyitds. Legyen o = (o',... ©"): V — R" egy normalis koordinata-rendszer
P koriil. Egy @ € V pont p-nél vett o(Q)) képére a Q¥ jelolést fogjuk hasznal-
ni. Jelolje (gi;)7;—; a Riemann-metrika matrixat, és I'}; a ¢ térképhez tartozo
Christoffel-szimbélumokat. Mivel ¢ normaélis koordinata-rendszer, ¢;;(P) = d;; és
Ffj(P) = 0. Barmely & > 0-ra, mondjuk ¢ = %—re, letezik egy B(P,§) C V gomb,
melyre

%1 (1) <g(Q) < (14e) = ;1 65 |Ti(Q) <e= % (3.6)

minden 1 < 4,5,k < n indexre és Q € B(P,0) pontra, ahol A és B n X n-es
matrixok esetén az A < B azt jelenti, hogy (B — A) pozitiv definit.

Tekintsiink egy v: [0,7] — B(P, ) természetes paraméterezési geodetikust.
Ennek a 7' = ¢’ o v koordinatafiiggvényei (1 < i < n) kielégitik a kovetkezd

differencidlegyenletet:

Y+ 3 T () () A

jk=1

(t) = 0.

Ebbdl azt kapjuk, hogy

/

(1) = +"(0) = /Ot =) (v (m) A (r) AN (r) dr. (3.7)

J,k=1

Ezt szeretnénk feliilr6l megbecsiilni. Mivel 4/3 3" | ¥ () < V@) =1 a (3.6)
¥ (t)| < V2 fennall, igy a (3.6) és a (3.7) adja, hogy

szerint,

t

1
n2-§~\/§~\/§d7':n2t. (3.8)

V-0 < |

0
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A (3.8) egyenlGtlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

—"(0)dr| <

</
0

Ebbél az egyenl6tlenséghdl kapunk egy fels6 becslést a v gorbe ¢-nél vett ¥

‘(’yi(t)—'y — 1" }—

: , 1
7 (1) =" (0)] dr < Snft?,

képe és a t — v¥(0) + t7¥'(0) (t € [0,T]) linearis gorbe eltérésére az euklideszi

normaban (amit szintén ||-|| jellel jeldliink)
1
2@ = (7(0) + 1y (@) | < 5 (3.9)

Tegyiik fel, hogy 0 < p < min {5 HP )} Egy r < p-ra vegyiink egy ABC
haromszoget a A(P,o,r) halmazbol. Ha a y4c geodetikusra és t =T = d(A, C)-
re alkalmazzuk a (3.9) egyenl6tlenséget, azt kapjuk, hogy

lC? — (4% + T4%.(0))]| < %an?,

és igy
Ccv — A% 1
v4,'(0) — — || §n5/2T. (3.10)
A (3.9) és a (3.10) becslésekbdl
Cv — A¥
Yhe(t) — (A@ +tT> H < n®27?, (3.11)

A (3.8) egyenl6tlenségbdl kdvetkezik, hogy ||[74'(£) — 7% (0)|| < n*/2t, ami a
(3.10) egyenlétlenséggel azt adja, hogy

A (3.6) és a (3.12) egyenl6tlenségeket hasznalva kapjuk, hogy

T ) T 3 ,
7= [ hielae< 5 Ihs o] <
3 (T /]lCY— A% 3 3 3
V2 [ (2« B ae = 2 (ho - ey 4 B,
N (<2 + 3o} ae = 3 (1 = a1+ 3

Atrendezés utan
2 3

57— 5M’/?T? < ||C? — A%. (3.13)

C% — A¥
T

< gn5/2T. (3.12)

’Yﬁcl(t) -
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Hasonloan kapjuk, hogy

2 3
37— 5n5/2T2 <||c? - B?|. (3.14)
Thalész tétele szerint az AYCY B sz0g derékszog, és igy az AYCY P¥ héarom-

C?—B¥ "
w, amibdl

sz0g P?(= 0) csicsahoz tartozo magassaga
||C’§0 — B<P|| C¥r — A¥
2 T
A (3.11), a (3.14) és a (3.15) egyenlStlenségek adjak, hogy
T 7 5900
— — =T < ||y h A ()]
== 1T < el
Ez a becslés a (3.11) egyenlStlenséggel azt mutatja, hogy
et - (4 +152)]| i

O =TT

Az Sp(yac) halmazba a kovetkez6 sikok tartoznak:

< ||A® + ¢ (3.15)

(3.16)

im7T{s A = span { Toize ) expp(syac (1)), Tssiaw expp(Yac(t)) },

ahol s € [0,1], t € [0,T7] és dimimT{;yA = 2. Ahogy p 0-hoz tart, syac(t) egyen-
letesen tart az azonosan 0 fliggvényhez, igy Toi55() expp tart Tp expp-hez, ami a
szokasos ToTpM = Tp M azonositassal az identitas. Ezért elegend§ azt bizonyita-
ni, hogy span {s%/(t), %(t)} kozel van o-hoz. A normalis koordinatékra attér-
ve, és hasznélva a Gr(2,R") — P(R™ AR") Pliicker-bedgyazast, azt akarjuk meg-
mutatni, hogy [v4.'(t) A ¥4 (t)] € P(R®AR") kézel van [C¥ A A?] € P(R"AR™)-
hez valahanyszor p elég kicsi. A [C? A A?] és a [v4./(t) Ay4o(t)] egyeneseket a

CPNA? ” és a 9. (t) A Yac(t)

||+ () Vi@l
(0 < t < T). Ezeknek az atméretezéseknek az az elénye, hogy 0-t6l el van-

atméretezett vektorokkal fogjuk reprezentalni

nak hatarolva, ha p elég kicsi. Valoéban, ha « jeloli az A¥Y PYC% szdget, akkor
B¥P¥C?/ = 1 — a. Mivel t € [0, T]-re yac(t) € B(P,r), igy |75 @®)| < r. Ezt
ésaz r <T < 2r, majd a (3.13) és (3.14) egyenlGtlenségeket hasznélva

H C¥ N A¥ ‘ r?sin(A?PPC¥/)  sin(a) . s« a
7 = (p > = sin (—) cos (—> =
Tllvac®ll T lvac®ll 2 2 2
vay o (m—a\ _[CF - A7 |- B
= sin <—> sin = : >
2 2 2r 2r
2

V2T — 40321 N AN

> > 4| > -,

- 2r 2 -9

ha 2p(> T)) elég kicsi.
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A (3.12) és a (3.16) egyenlStlenségek segitségével fels§ becslést tudunk adni a

fenti ékszorzatok kiilonbségére:

, Yha(t C¥ N A?
eoc (t) A AC( )

f}/ —_—
! i@l Tlvic@l
CP— AP
) (G I e L e I8
ic @l T el
Cv — AP\ i) v —A° [ 4f.() AP+
_ (’Yﬁcl(t)— )/\ Véc() + A 7éc() _ . T <
T IVac @)l T ac®l e
S nd/2T?
<onPT 142 (e
2 T5 — an*T?

Mivel ez a fels6 korlat 0-hoz tart, ha 2p(> T') tart 0-hoz, a lemmat bebizonyitot-
tuk. 0

3.4. F6 eredmények harom gombre

Most mar bebizonyithatjuk, hogy a K P; tulajdonsaghol kivetkezik, hogy a tér

allando6 gorbiileti.

3.6. tétel (|21]). Ha az M Riemann-sokasdigon a kis hdromszdgek minimdlis
feddsugara csak a hdromszdgek oldalhosszaitol fiigg, akkor M dllando szekciond-
lis gorbiiletd. Specidlisan minden K Ps tulajdonsdgi sokasdg dllando szekciondlis

gorbiletd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van két ¢ < TpM és o' < Tp'M sik, melyekre
K(o) # K(0'). Legyen k = K(0) és k' = K(0'), feltehets, hogy k < k'. Le-

K2k’
3

!
WL b5 iy =

gyen Kk = . Valasszunk a o koriil egy olyan U kornyezetet
Gro(TM)-ben, melyre K(6) < k; fennall minden 6 € U-ra. A 3.5. lemma sze-
rint valaszthatjuk p-t gy, hogy Sp(vac) C U teljesiiljon minden r < p esetén a
A(P,0,7)-beli ABC haromszogekre. Minden p' > 0 szamra az expp (o’ NB(0, p'))
felillet P’-beli szekcionalis gorbiilete x’. Mivel a szekcionélis gorbiilet egy folyto-
nos fiiggvény ezen a feliileten, a p'-t megvalaszthatjuk ugy, hogy a feliiletnek a
szekciondlis gorbiilete mindeniitt nagyobb legyen, mint ky. Ekkor rogzitsiink egy
olyan pozitiv r szdmot, mely kisebb a p, o/, @, @ szamok mindegyikénél.
Vélasszunk ABC' és A’B'C’ haromszogeket a A(P, o, 1), illetve a A(P',0’,r)

halmazokbol. Legyen a = d(A,C) = d(B,C) és a' = d(A',C") = d(B',C"). Az
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a célunk, hogy megmutassuk, hogy a > «’, ami ellentmond a 3.2. allitasnak.
Tekintsiink még i = 1, 2-re az Osszefiiggs, egyszeresen Osszefiiggs, allando k; gor-
biiletd M, sokasdgokon egy-egy tetszlleges P, € M, pontot és o; < Tp M,,
sikot. Vegylink egy-egy A;B;C; haromszoget a A(P;, 0y, ) halmazokbol, és legyen
a; = d(A;,C;) = d(B;, C;) i = 1,2-re. Mivel k1 < ko, tudjuk, hogy a; > as.

Tegyiik fel, hogy az APC' sz0g legalabb 7. Vilasszunk A%, P, C] pontokat az
M,,, sokasagon ugy, hogy d(P/, A}) = d(P{,C}) =r és A\ P/C1 L = APCZ. Az M
és az M, sokasagokra és a c; = 3L, gorbére alkalmazhatjuk a 3.4. tételt, mivel az
r valasztasa szerint a gorbiileti feltétel teljesiil. Ekkor az M, sokasédgon kapunk
egy Aj-t és C)-t Osszekots co gorbét, melyre a = dM(A,C) = ((c1) > {(co).
Nyilvanvalo, hogy £ (cz) > dM=1 (A}, CY). Mivel A{P[C{Z4 > T = A PC1 4, az
ollotétel szerint dM=1 (A}, C1) > dM=1(Ay,C)) = a;. Ezekbdl azt kapjuk, hogy
a > aj.

Most tekintsiik az N’ = expp (0'NB(0,p)) és az Ny, = expp,(02NB(0,p)) rész-
sokasagokat. Tegyiik fel, hogy az A'P'C" szog legfeljebb 7. Legyenek az A5, P, C;
pontok olyanok N,,-ben, hogy d(Py, A,) = d(Ps, Cy) =rés A PyCL/ = A'P'C' L.
Az N, és N’ sokasagokra és a ¢; = 72[;(21; gorbére alkalmazva a 3.4. tételt, azt
kapjuk, hogy d™=2 (AL, C%) = £ (c1) > £ (cy) fennall valamilyen A’-t és C’-t N'-ben
0sszekots cy gorbére. Tudjuk, hogy £ (cy) > dV' (A", C") > dM(A',C") = d'. Az
N,, részsokasag egy sik exponencidlis leképezésnél vett képe egy allando gorbii-
letti sokasagban, igy dM~2 (A}, Ch) = dV~2(Aj, C}). Az AYPjCY szog legfeljebb I,
igy az ollotétel adja, hogy ay = dMr2(Ay, Cy) > dM=2(Al, Ch). Tehat azt kaptuk,
hogy a, > d'.

Az egyenl6tlenségeinket Osszeftizve a > ay > ay > d, azaz a > o/, ami

ellentmond a 3.2. allitdsnak. O

A 2.14. globélis tétel segitségével a 3.6. tételbdl is kaphatunk egy globélis
tételt.

3.7. tétel ([21]). Tegyiik fel, hogy M egy osszefiiggd, teljes KP; tulajdonsdgi

sokasdg. FEkkor M egyszeresen dsszefiiggd dllando gorbiileti tér.

Bizonyitas. A 3.6. és a 2.14. tételek szerint elég csak azt bizonyitani, hogy az RP?
nem rendelkezik a K P;- tulajdonsaggal. Habér a [23| cikkben van egy bizonyités
erre, adunk egy egyszertibbet. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy x = 1.
Tekintsiik az Ay, By, C; pontokat S™ egy f6korén %’T paronkénti tavolsdgokkal, és

harom masik, Ay, B, Cy pontot egy nyilt félgémbben % paronkénti tavolsaggal.
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Legyen A}, By, C1, AL, B, Cf, € RP™ az elébbi pontok képei az S* — RP™ fakto-

rizacios leképezés soran (3.4. abra). Ekkor az A} B|C} és az A, B5CY) haromszogek

RPTL

3.4. abra.

minden oldala %. Kénnyen meggondolhato, hogy az A} B{C| haromszog minimalis
fedGsugara 3, mig az Ay ByCy haromszégé kisebb, mint 2. gy a 3.1. allitas szerint

az RP" sokasag nem rendelkezik a K P; tulajdonsaggal. O]

3.8. megjegyzés. FEgy egyszeresen Osszefiiggs, alland6d x gorbiilet sokasagon
kiszamolhatjuk a 3.2. allitasban szerepls a(r) fiiggvényt. Allando gorbiilett soka-
sdgon az APC és a C'PB szogek a szimmetria miatt egyenlGek, igy a nagysaguk
5. Ekkor a koszinusztétel szerint:

Kk = 0 esetén a(r) = /2r,

k< 0 esetén (amikor a(r) > v/2r) ch (a(r)y/=x) = ch (r —/<a)2,

k> 0 esetén (amikor a(r) < v/2r) cos (a(r)y/k) = cos (r\/ﬁ)z.

Bar ezekbdl a k értékét kozvetleniil nem tudjuk kifejezni, tudjuk, hogy az a fiigg-

vény egyetlen pontban felvett értéke meghatarozza a sokasag gorbiiletét.
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4. fejezet

Kiegészités: A D’Atri-terek

ekvivalens jellemzései

Ebben a kiegészitésben a D’ Atri-terekrdl szolo 1.13. tételben szerepld els6 harom
allitas ekvivalencidjat bizonyitjuk be (mivel csak ezt hasznaltuk). A bizonyitas
a [32] cikkbdl szarmazik (a sziikséges egyéb ismeretek a 3] konyvben szerepelnek).

Egy fiiggvényt kétpontfiiggvénynek neveziink, ha egy M Riemann-sokasig
AM x M) = {(P,P) | P € M} atlojanak egy nyilt kérnyezetén van defini-
alva (esetleg csak a A(M x M) atlon kiviil). Egy f kétpontfiiggvény esetében fp
jeloli a Q — f(P,Q), mig f9 jeloli a P — f(P,Q) fiiggvényt. A mér beveze-
tett hp fiiggvény (a P kozéppontu kis geodetikus gombfeliiletek kozépgorbiileti
fiiggvénye) is igy szarmazik a h(P, Q) = hp(Q) kétpontfiiggvénybsl.

Egy f kétpontfiiggvény szimmetrikus, ha f(P,Q) = f(Q, P). Bal centralisan
szimmetrikusnak mondjuk, ha f(P,expp(v)) = f(P, expp(—Vv)) minden elég kicsi
v € TpM érintGvektorra. Hasonl6an definidljuk a jobb centralisan szimmetrikus
tulajdonsagot. Szimmetrikus kétpontfiiggvény esetén a jobb és a bal centralis
szimmetria ekvivalens, ekkor a fiiggvényt egyszeriien csak centralisan szimmetri-
kusnak nevezziik.

Egy f kétpontfiiggvénynek értelmezziik az f’ derivaltjat (az atlon kiviil) az
, d

f(P,Q) = &f(R Tpq(t))

t=d(P,Q)

formulaval. Mivel ez az fp fiiggvénynek a dp sima (analitikus) fiiggvény gradiense
szerinti derivaltja (ahol d a tavolsagfiiggvény), sima (analitikus) f esetén az f’

kétpontfiiggvény is sima (analitikus).
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4.1. lemma. Legyen M eqy analitikus sokasdg, és rajta [ egy analitikus, dtlon
18 értelmezett kétpontfiigguény, mely szimmetrikus és centrdlisan szimmetrikus.

Ekkor ' szimmetrikus.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy természetes paraméterezési v geodetikust. Ekkor te-

kintsiik a
pas(t) = F((8),7(s)) = f(7(0),7(s = 1))
fiiggvényt. Ha f analitikus, akkor o, valos analitikus egy (s — e, s+ ¢) intervallu-

mon. Mivel f szimmetrikus és centralisan szimmetrikus, elegendéen nagy pozitiv

egész n szamra

1609(3) =162 (o)) == 1(G(575) 200),

és ezzel
(T2 =15 0) (1) =0

Igy s torlodasi pontja a ¢, nullhelyeinek, amibél az analitikussag miatt kovetke-
zik, hogy ¢s(t) = 0 minden ¢ € (s —¢, s+¢)-ra. Ezért f(y(t1),v(t2)) = ¥y (ta —t1)
valamilyen 1, pdros fiiggvényre, ha |ty —t;| elegendden kicsi. Igy kizeli P,Q € M

pontokra

F(P.Q) = SHPApa(t)

= U0 (d(P, Q)),
t=d(P,Q)

ami hasonléan egyenls f'(Q, P)-vel (mivel ¥, = v,,,), azaz f’ valoban szim-

metrikus. O

4.2. lemma. Ha [ egy olyan szimmetrikus kétpontfiigguény, melyre f' is szim-

metrikus, akkor f centrdlisan szimmetrikus.

Bizonyitds. Az f fiiggvény centrélis szimmetriajahoz elegendd azt belatni, hogy

minden v természetes paraméterezési geodetikus és elég kicsi 7 esetén

fOy(@)(t+7)) = f(v(@),7(t — 7)),

Az f' szimmetridja szerint

CHom)AM)| = Sraw)Am)]

t=to t=t1

ha |t1 — tQ‘ <eésty 7é to. A go(tl,tg) = f(’}/(tl),’}/(tg)) jelijléssel
Dop(t1,ta) = —Oaip(ta, t1).
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Mivel a ¢ fiiggvény szimmetrikus,

O2(t1,t2) + O1p(te, t2) = 0,

azaz a  fiiggvény (1,1) irdnyua derivaltja nulla, igy ebben az irAnyban konstans.

Ezt és ¢ szimmetriajat hasznalva kapjuk, hogy

ot t+7) =@t —71,t) = p(t, t —71),
ami éppen a bizonyitando allitas. O

4.3. lemma. Eqgy [ dtlon s értelmezett kétpontfigguény pontosan akkor bal cent-

rdlisan szimmetrikus, ha f' bal centrdlisan szimmetrikus.

Bizonyitds. Egy v természetes paraméterezési geodetikus esetén legyen

1 (t) = f(7(0),7(t)) = f(7(0),7(0)).
Ekkor
F'(1(0),7(s)) = ¢ (s).
Igy f pontosan akkor bal centralisan szimmetrikus, ha minden v geodetikusra

Py(t) = oy(—t) VEFO, (4.1)

mig f’ pontosan akkor bal centréalisan szimmetrikus, ha

¢ (s) = —¢.(—s) Vs#0. (4.2)
A ¢, (t) 0-hoz tart, ha t 0-hoz tart, igy a (4.1) és a (4.2) egyenlet ekvivalens. [

A kittiz6tt célhoz kapcsolatot kell talalnunk a sokasag térfogati forméja és a
kis gombfeliiletek kozépgorbiilete kozott ([3]).

Tekintstik a P,Q € M kozeli pontokat, és az Gket Osszekots vpg geodeti-
kust. Valasszunk Fy, ..., E,_; 7pg menti parhuzamos vektormezdket gy, hogy
az Ey(t), ..., En_1(t), En(t) = vpg(t) érintévektorok ortonormdlt bazist alkossa-
nak minden t € [0, d(P, Q)]-ra. Ekkor a 2.5. szakaszban bevezetett J(r,t) matrix-
fiiggvény segitségével definidljuk a © kétpontfiiggvényt az atlon kiviil:

O(P,Q) = d(P, Q)" det(J(0,d(P, Q))).
A (2.13) egyenlet szerint © szimmetrikus fiiggvény.
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Legyen J; az a ypg menti Jacobi-mez6, melyre J;(0) = 0 és J/(0) = E;(0)
i =1,...,n — lre. A Ji(d(P,Q))/d(P,Q) vektor az expp leképezés expp'(Q)
pontbeli J;(0) iranyt derivaltja a szokasos azonositasok mellett. A vpg irdnyban

az exppg derivéltja vpg, 1gy az

1 1 ,
mjl(d(P» Q))7 R mjn—l(d(Pa Q))?VPQ(d(Pv Q))

érintévektorok tetszéleges ortonormaélt rendszerben felirt determinansa adja meg
a Riemann-metrika p térfogati formajanak és a TpM-en értelmezett A\ Lebesgue-
mérték expp altal indukalt térfogati forméajanak az aranyat.

Ha a fenti érintvektorokat az Ey(d(P,Q)), ..., E,(d(P,Q)) bazisban irjuk fel,
akkor a matrixuknak a fels6 (n—1) x (n— 1)-es részméatrixa éppen a J(0,d(P, Q))
matrix 1/d(P, Q))-szerese, az n-edik soranak n-edik eleme 1, a t6bbi eleme pedig
0 (mivel vpq(d(P, Q))-nak a koordinatdi ebben a bazisban (0,...,0,1), és a J;
Jacobi-mez8k merélegesek ypgo-ra). Tehét a © fiiggvény a két térfogati forma

aranyat adja meg:

o(P,Q) = ——(Q).

expp A
Ez a formula mutatja, hogy a © fiiggvényt az atlora 1-gyel sima modon kiter-
jeszthetjiik (analitikus sokasdgon analitikusan is). Tovabba azt is latjuk, hogy a
© filiggvény pontosan akkor centralisan szimmetrikus, ha a sokasidgban a lokalis
geodetikus szimmetridk térfogattartéak, ami a D’Atri-terek definici6ja.
Egy rogzitett ~ természetes paraméterezési geodetikus esetén tekintsiik a
O(t) = O(7(0),~(t)) fiiggvényt. Ekkor a

" 1O(t) = det(J(0,1))
egyenletet derivalva kapjuk, hogy
(n— D" 20(t) 4+ t" 10/ (t) = tr(92J(0,)J(0, )~ 1) det(J(0, t)).

Ami 4trendezve és a (2.14) formulat hasznélva,

n-1 O _ . .
T = tr(—L(~t,1)). (4.3)
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és a
tr(—L(—t,1)) = (n = 1)h(7(0),7(t))
azonossagok segitségével a (4.3) egyenlet

n—1
t

+ (log ©)'(7(0),7(t)) = (n — 1)h(v(0),7(2)).

Mivel a v geodetikus tetszéleges volt, igy minden elég kozeli P, () € M pontra

n—1
d(P, Q)

Most mar konnyedén be tudjuk bizonyitani a kévetkezd tételt, mely a defini-

+ (log®)'(P,Q) = (n — 1)h(P, Q). (4.4)

ciokat alkalmazva az 1.13. tétel megfelel§ része.

4.4. tétel ([32]). Egy analitikus Riemann-sokasdgra ekvivalensek a kovetkezd dl-

litdsok.
(i) © centrdlisan szimmetrikus;
(ii) h szimmetrikus;

(iii) h bal centrdlisan szimmetrikus.

Bizonyitds. (i)=-(ii). Ha fennall az (i) feltétel, akkor a log © is centralisan szim-
metrikus. Mivel a log ® mindig szimmetrikus, a 4.1. lemma szerint (log©)’ is
szimmetrikus, ami a (4.4) egyenlettel adja h szimmetriajat.

(i)=-(iii). A log© centralis szimmetriajabol a 4.3. lemma szerint kovetkezik,
hogy (log ©)’ bal centralisan szimmetrikus, amibdl a (4.4) egyenlet adja ugyanezt
a h fiiggvényre.

(ii)=-(i). Ha a (ii) fennall, akkor a (4.4) egyenlet szerint (log ©)" szimmetrikus,
tovabba tudjuk, hogy log © is szimmetrikus. Ekkor a 4.2. lemma szerint log ©, és
igy O is centrélisan szimmetrikus.

(iii)=-(i). Ha a (iii) &ll fenn, akkor a (4.4) egyenlet szerint (log ©)’ bal centrali-
san szimmetrikus, amibdl a 4.3. lemma szerint log © bal centralisan szimmetrikus,

amib6l mar kévetkezik (i). O

63



Jelolések

P kozéppontt, r sugara (t6mor) nyilt gdmb

P kozéppontt, r sugara (t6mor) zart gémb

P és @) pontok (geodetikus) tavolsaga

P és @) pontok geodetikus tavolsdga az M sokasaghban

@ térképhez tartozo i-edik standard bazismez6
(0 = (Tp)~'(9))

V vektortér k dimenzi6s altereinek Grassmann-sokasidga

M érintétereinek k-adik Grassmann-sokasigainak nyalabja

P-t és Q-t 0sszekots természetes paraméterezési minimalgeodetikus
(vp@(0) = P és ypq(d(P,Q)) = Q)

az M sokasdgban tekintett ypg (ha ez nem egyértelmt)

Christoffel-szimbolumok

P kozépponta, Q-n atmend geodetikus gomb kozépgorbiilete
a () pontban

egységmatrix

c gorbe ivhossza

o sikallas szekcionalis gorbiilete

~ geodetikus menti parhuzamos eltolas

gorbiileti tenzor

X érintévektorhoz tartoz6 Jacobi-operator

P pont azon kornyezetének sugara, mely geodetikusan konvex
(részletesen lasd a 3.1. szakaszban)

P kozéppontu, r sugart gombfeliilet
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span{vy, ...

Vol,,
X(M)

avkr}

vi,..., Vg vektorok altal kifeszitett linearis altér

n dimenzids térfogat

M-en értelmezett sima vektormezdk tere

az n dimenziés euklideszi térben fekvs egységgombfeliilet
(n — 1) dimenzids térfogata

v és a w érintGvektorok Riemann-metrika szerinti skalaris
szorzata

v érintGvektor Riemann-metrika szerinti normaja

vpq képe a sokasagban
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Osszefoglalas

Az értekezés téméjanak az otletét a Kneser—Poulsen-sejtés adta, mely szerint ha
euklideszi egybevagd gombdoket gy rendeziink at, hogy a kdzéppontjaik tavolsa-
ga nem nd, akkor az uniojuk térfogata sem néhet. Ez a sejtés mindméig nincs
bebizonyitva teljesen, bar sok részeredmény ismert. Ezekb6l az eredményekbdl
ugy tinik, hogy a sejtés igaz kiillonb6z6 sugari gémbokre is, tovabba a gombi és
a hiperbolikus terekben is. Ezért természetesen meriil fel a kérdés, hogy esetleg
igaz lehet-e még altalanosabb Riemann-sokasagokon.

Ha egy Riemann-sokasagon igaz a sejtés, akkor barmely k£ gomb uni6jénak a
térfogata csak a gombok sugaratol és a kdzéppontjaik tavolsidgaitol fiigg. Ha ez
igaz, akkor a szita formula szerint hasonlo allitas igaz a k gomb metszetére is. FEz
utobbi tulajdonsagot nevezzilkk K P, illetve K P, tulajdonsagnak, aszerint, hogy
megkoveteljiik-e, hogy a gombok azonos sugartak legyenek, vagy sem.

Szabo 1. Zoltan megmutatta, hogy az 6sszefliggd, egyszeresen Gsszefliggd, teljes
harmonikus terek rendelkeznek a K P, tulajdonsiggal. Bebizonyitottuk, hogy ez
visszafelé is igaz még a gyengébb K P; tulajdonsaggal is, azaz ha egy Osszefiiggo,
egyszeresen Osszefiiggd, teljes Riemann-sokasag rendelkezik a K P, tulajdonsag-
gal, akkor harmonikus.

Csikos Balazs és Kunszenti-Kovacs David megmutatta, hogy ha egy Osszefiig-
g6, teljes Riemann-sokasag rendelkezik a K P; tulajdonsaggal, akkor az az egy-
szeresen Osszefiiggs allando gorbiileti terek egyike. Bebizonyitottuk, hogy ehhez
elegend6 csak a K P; tulajdonsagot megkovetelni. Ebb6l kovetkezik, hogy még
az eredeti Kneser—Poulsen-sejtést sem lehet az alland6 gorbiiletti sokasagoknél

altalanosabb Riemann-sokasagokra kiterjeszteni.
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English Summary

The motivation of this dissertation was the Kneser—Poulsen conjecture, which
claims that if some congruent balls of the Euclidean space are rearranged in such
a way that the distances between the centers do not increase, then the volume
of the union of the balls does not increase. Though there is no complete proof
of this conjecture, many partial results are known. Based on these results, the
conjecture seems to be true also for non-congruent balls, and also in the spherical
and hyperbolic spaces. Thus, it is natural to ask whether the conjecture can be
true in Riemannian manifolds more general than the constant curvature spaces.
If the conjecture is true in a Riemannian manifold, then the volume of the
union of k£ geodesic balls can depend only on the distances between the centers
and the radii of the balls. By the inclusion-exclusion principle, an analogous claim
is true for the intersection of k& balls. Call the latter property the K P_ or K P
property depending on whether the balls are supposed to be congruent or not.
Z. 1. Szab6 showed that the connected simply connected and complete har-
monic manifolds have the K P, property. We proved that the other direction also
true with the weaker K P, property, that is, if a connected, simply connected,
and complete Riemannian manifold has the K P, property, then it is harmonic.
B. Csikos and D. Kunszenti-Kovacs showed that if a connected simply con-
nected and complete Riemannian manifold has the K P; property, then it is one
of the simply connected spaces of constant curvature. We proved that it is enough
to suppose the K P; property for this claim. Thus, the original Kneser-Poulsen

conjecture cannot be generalized for spaces of non-constant curvature.
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