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1. fejezet

Véletlen grafok és hal6zatok

1.1. Bevezetés

Kiilonféle véletlen médon fejlodo grafokat és azok altalanositasaként kaphaté
véletlen strukturdkat fogunk vizsgdlni valdszinliségszamitasi, leggyakrabban
martingalelméleti moédszerekkel. Ezért eloszor roviden ismertetiink néhany
elemet a véletlen grafok és halézatok kutatédsanak torténetébdl. Roviden be-
mutatunk néhany, sokat vizsgdlt modellcsaladot is. A felsorolas természete-

sen nem teljes.

A témakorben részletes monografidk sziilettek az utobbi idében, emlit-
hetjiik példaul Bollobds Béla [14, 2001], Mark Newman, Barabési Albert-
Lész16 és Duncan J. Watts [51, 2006], Rick Durrett [26, 2007], Bollobés Béla,
Kozma Rébert és Miklds Dezs6 [16, 2009], Michael Drmota [25, 2009], Mark
Newman [52, 2010] illetve Remco van der Hofstad [67] konyveit.

1.1.1. Az Erd6s—Rényi-modell

A véletlen modszer grafelméleti problémakban valo elsé nevezetes alkalma-
zasai, illetve a véletlen grafokkal kapcsolatos jelenségek vizsgalatanak kez-
detei Erdds Pal és Rényi Alfréd [27, 1959], [28, 1960], illetve Edgar Gilbert
[32, 1959] nevéhez fliz6dnek, noha véletlen grafmodellek korabbi cikkekben is
felbukkannak példaul Yule [68, 1925] és Simon [62, 1955] cikkeiben, melyeket
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kés6bb ismertetunk.

Az Erdos—Rényi- és a Gilbert-modell esetében is a graf csticsainak szama
adott, az élek behtizdsa véletlenszertien torténik. Az Osszefliggdséget, az
osszefliggdségi komponensek méretének aszimptotikus viselkedését vizsgél-
tak, amint a csucsok szdma végtelenhez tart. Erdds és Rényi modelljében
a csucsok szama rogzitett, majd adott szamu kiilonbozo élt hizunk be gy,
hogy minden lehetséges elrendezés egyformén valészinti. Gilbert modelljében
barmely két csticsot a tobbi partdl fiiggetleniil adott p valdszintiséggel kotiink
ossze. A modellek bevezetésének célja tobbek kozott kombinatorikai allitasok
bizonyitasa volt, példaul ezek segitségével alsé becslést adhatunk bizonyos
Ramsey-szamokra. Ezek a modellek a stiri grafok kozé tartoznak: példaul
a Gilbert-modell esetén n csics esetén a lehetséges @ élbol varhatoan
ennek p-szerese van behuzva, azaz a varhato élstirtiség limesze pozitiv, amint

a csucsok szama végtelenhez tart.

1.1.2. Véletlen rekurziv fak

[dében véletleniil fejlédo grafokat, példaul rekurziv médon felépiilé fakat is
sokan vizsgdaltak. Fdak sorozataban az atlagos fokszam kettéhoz tart, ha a
csucsok szama végtelenhez tart, igy ez ritka grafnak mondhaté. Ugyanakkor
nem feltétleniil korlatos foku, egy-egy cstcs szomszédainak szédma tetszo-

legesen nagy lehet.

A rekurzivan felépiilo fakban minden lépésben egy 1j csics jon létre,
amely egy véletlenszertien kivalasztott régihez csatlakozik. Ha a régi csucsok
koziil egyenletes eloszlas szerint valasztjuk ki a szomszédot a korabbi 1épések-
tol fiiggetleniil, egyenletes rekurziv fat kapunk. Ennek a modellnek az egyik
els6 emlitése Tapia és Meyers nevéhez flizodik [66, 1967]. Véletlen fa esetében
érdekes a fa magassaganak, azaz az elso cstcstol mért legnagyobb tavolsagnak
a novekedése. Ez lényegében a fa méretenék logaritmusaval novekszik; ez-
zel kapcsolatos Pittel [56, 1994] eredménye. A fa k. szintjét az elsé csucstol
k tavolsagra 1évé csucsok alkotjék. A fa profilja a szintek méretébdl alko-
tott sorozat, szélessége pedig a legnagyobb szint mérete. Ezekkel kapcsolatos
példdul Devroye és Hwang [24, 2006], Fuchs, Hwang és Neininger [30, 2006]
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munkaja. Az egyenletes rekurziv faval kapcsolatos osszefoglalok olvashatok
Smythe és Mahmoud [63, 1994], illetve Drmota [25, 2009] miiveiben.

Ha rekurzivan épitiink egy idében véletleniil fejlodé fat, az j csics szom-
szédjanak kivalasztasakor nem csak egyenletes eloszlas szerint valaszthatunk
a régiek koziil. A legegyszeriibb esetben a valdszintiségek a fokszamokkal
aranyosak, azaz annak valdszintisége, hogy egy, az adott lépésben d foku régi
csucshoz kotjilk hozza az 4j csucsot, d-vel ardnyos, az egyes 1épések pedig

egymastol fiiggetlenek.
Ilyen tipust modellt javasolt Yule 1925-ben [68] eldgazé folyamattal is

leirhaté biologiai kérdésben, kiilonbozo fajok szaporodasanak modellezésére.
Késébb hasonlé modellt készitett Simon [62, 1955] varosok névekedésére,
Price [57, 1976] pedig bibliografiai probléméak modellezésére. Ezekben a mo-
dellekben nem csak fat lehet épiteni, Simon modelljében példaul régi csiicsok
kozott is johetnek 1étre 14j élek, azonban a végpont kivalasztasa tovabbra is
a fokszamokkal aranyos valoszintiségekkel torténik. FEzek tehat mind ., prefe-
rential attachment” tulajdonsdgi modellek: nagyobb foku csticsok nagyobb

valoszintiséggel kapnak 1j éleket.

Az imént leirt famodellhez hasonlot kapunk, ha az épiilo fat a sikba leraj-
zoljuk, az éleket a régebbi csiicstol az Gjabb felé iranyitjuk, majd a 1étrejovo
térrészek koziil valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és az adott térrészbe
esO csucshoz kotjik az Gj csucsot. Ennélfogva annak valészintisége, hogy egy
adott d ki-foku csicsot valasztunk, d-vel aranyos. Nagyobb foki csicsok na-
gyobb valdszintiséggel kapnak 1j éleket, ezért ez is ,,preferential attachment”
tulajdonsiggal biré modell. Ez az igynevezett ,,plane oriented recursive tree”
(PORT) modell. Lényegében ebben a formaban megtalalhaté Prodinger és
Urbanek 1983-as cikkében [58], majd Szymanski [65, 1987] cikkében is. A
PORT-modell a fent leirt famodelltél annyival tér el, hogy a valdszintiségek
kiszamitasdnal a legelso csics, a gyokér kivételével itt minden csics Osszes

fokszamanal eggyel kevesebb, a ki-fok szamit.



1.1.3. Skalafiiggetlen modellek

1999-ben Barabasi Albert-Lészl6 és Albert Réka valds hélézatokat vizsgéltak,
példaul az interneten taldlhaté oldalak kozotti hivatkozdsokat [8]. Azt taldl-
tak, hogy nagy d-re a d fokd csicsok aranya megkozelitéleg C' - d=7, ahol
a 7 karakterisztikus kitevo értéke altaldban 2 és 3 kozotti. Ez azt mu-
tatta, hogy az Erdés—Rényi-tipusi modellek ebbdl a szempontbdl nem jok
a valds halézatok modellezésére, hiszen ott polinomialis lecsengés helyett ex-
ponencidlis 1ép fel ebben az tgynevezett aszimptotikus fokszameloszlasban.
Ezért idében fejlédé modellek egy csaladjat javasoltdk adott m egész szam
mellett. Minden 1épésben egy 1j cstcs csatlakozik a halézathoz, majd ennek
véletlenszertien valasztunk m szomszédot a régiek koziil, igy, hogy minden
d fokt régi csics d-vel aranyos valdszintiséggel kapjon 1j élt. Azt sejtették,
hogy ezek a modellek rendelkeznek a fenti, skdlafiiggetlienségnek elnevezett tu-
lajdonsaggal, vagyis nagy d-re a d foku csucsok aszimptotikus ardanya d-ben
polinomialisan cseng le [8].

m = 1 esetén éppen az el0z6 szakaszban leirt véletlen fardl van szo, ez
jol meghatarozott modell, és rendelkezik a skéalafiiggetlen tulajdonsaggal, bi-
zonyitas taldlhaté példaul Méri [44, 2002] cikkében linedris silyozasra altald-
nositott esetben. Bollobds, Riordan, Spencer és Tusnady [17, 2001] megmu-
tattak, hogy az Albert—Barabasi-modellben egynél nagyobb m-re nem ele-
gendo csupan azt megadni, hogy egy adott régi cstics egy-egy lépésben mek-
kora valdszinliséggel kap 1j élt. Azaz a peremeloszlasok nem hatarozziak meg
egyértelmiien a véletlen grafot leird egytittes eloszlast. Megfelel6 javitassal
be tudtdk bizonyitani a skalafiiggetlen tulajdonsagot. A javitott modellben

a graf nem feltétleniil egyszerti, lehetnek tobbszoros— és hurokélek.

Barabasi és Albert cikke utan szamos valés hélézatot és véletlengraf-
modellt vizsgdltak skélafiiggetlenség szempontjabdl [8, 1999]. A valds haldza-
tok koziil méréseket végeztek példaul az interneten, ahol a csticsok a szamito-
gépek vagy routerek, az élek pedig a koztiik futé vezetékek lehetnek. A world
wide web, az internetes oldalak 6sszessége is vizsgalhatd, ilyenkor a csticsok az
oldalak, és ha az egyik hivatkozik a mésikra, kett&jitk kozott (irdnyitott) élt

hizunk be. Kutaték publikacios tevékenységébdl is készithetiink haldzatot:



két kutatd kozott akkor fusson él, ha van kozos cikkiik. Szocialis halézatok-
ban a cstcsok szintén emberek, a koztiik futo élek pedig ismeretséget vagy
mas tipusu kapcsolatot jelolnek. A ~ karakterisztikus kitevére az internet
esetében 2,2, a world wide web-en be-fokra 2.1, ki-fokra 2,5, kozos filmben
szerepld szinészek szocidlis hélézatdban 2,3 koriili értékek adédtak [67, van
der Hofstad].

Ezen valés hélézatok modellezésére tobbféle —nagy részben skalafiiggetlen
— véletlengraf-modell sziiletett. Ezekrdl és tulajdonsdgaikrdl (Gsszefiiggdség,
atméro, jarvanyterjedés) osszefoglalds talalhaté példaul Durrett [26, 2007],
illetve Newman, Barabasi és Watts [51, 2007] konyvében. Az aldbbiakban
roviden ismertetiink néhany modellt, melyek koziil tobbet a késébbiekben is
hasznalunk majd. Skélafiiggetlenségnek a fentiek alapjan a kovetkezd tulaj-

donsagot fogjuk hivni.

1.1. definicié. Grdfok véletlen sorozata skdlafiiggetlen, ha a d foki csicsok
ardnya minden d-re 1 wvaldsziniséggel konvergdl valamely konstans cq-hez,
amint a csicsok szdma tart végtelenhez, tovdbbd Y 2 cq = 1, és cqd’ po-
zitiv hatdrértékkel rendelkezik valamilyen y-ra, amint d — oo. Vagyis a (cq)

sorozat, az aszimptotikus fokszameloszlds polinomidlisan cseng le.

Egyszeri linearis modellek

A kiindulopont el6z6 szakaszban ismertetett Albert—Barabési-fa, amikor az 1j
csucs egyetlen adott régihez csatlakozik, és ennek kivalasztasa fokszamokkal
aranyos valdszintiségekkel torténik a korabbi lépésektol fiiggetlentil. Erre a
kovetkezéképpen is gondolhatunk. Az 1j cstcs létrejottekor kivalasztunk egy
élt egyenletes eloszlas szerint, majd ennek egyik végpontjat szintén egyenletes
eloszlas szerint, és ehhez kotjlik az j csucsot. Az egyes véletlen valasztasok

itt is fiiggetlenek.

Méri Tamés [44, 2002] véletlen fakrol sz616 cikkében a csatlakozdsi vald-
szinliség a régi csucs fokszamanak linearis fiiggvényeként adhaté meg, igy a
modelleknek egy egyetlen paraméterrel rendelkez csaladjara sikeriilt skéla-

fliggetlenséget bizonyitani. Ezzel a modellel a 2.6.1. szakaszban és a 3.



fejezetben is foglalkozunk majd.

Egy masik kétparaméteres csalddban is skalafiiggetlenség 1ép fel. Itt
az 1j csucsot minden régivel a tobbi dontéstol fliggetleniil kotjiik Ossze,
és az Osszekotési valoszintiség lényegében a régi csics fokszamanak linearis
fiiggvénye [39, 48, Katona, Méri, 2006, 2007]. Részletesebben a 2.6.4. sza-

kaszban szerepel ez a modell.

Cooper és Frieze [20, 2003] modellje meglehetésen altaldnos. Lényeges
kiilonbség az eddigiekhez képest, hogy a régi csicsok kozott is keletkezhet-
nek 1j élek. Pontosabban, minden 1épésben o valdszintiséggel régi csicsok
kozott jon 1étre él, 1 — a valdszinliséggel 1j cstics keletkezik. Ha 1j cstics ke-
letkezett, akkor a hozza csatlakozo élek szama is véletlen, de ennek eloszlasa
a modell rogzitett paramétere, és a keletkezo élek szama korlatos. Az 4j cstcs
élei [ valészinliséggel egyenletes eloszlas szerint, 1 — 3 valdszintiséggel a régi
csucsok fokszaméval aranyos valészintiséggel csatlakoznak a régi csicsokhoz.
Ez azt eredményezi, hogy annak valdszintisége, hogy egy régi csics 4j élt
kap, a fokszamanak rogzitett linearis fiiggvényével aranyos, csakigy, mint
az eddig emlitett modellekben. Ha nem jon létre 1j csics, akkor véletlen
szamu Uj él jon 1étre régi csticsok kozott. Az élek szama korlatos, és eloszlasa
minden lépésben ugyanaz. Egy-egy 1j él kezdo6pontjat & valdszintiséggel
egyenletesen, 1 — ¢ valdszintiséggel fokszamokkal ardnyosan, végpontjat
valdszintiséggel egyenletesen, kiilonben fokszdamok szerint valasztjuk. Tehat
itt is a fokszdmok linearis fliggvényei jatszanak szerepet. A sorsolasok min-
denhol a kordbbi 1épésektol fliggetlenek. Ebben a modellben Cooper és Frieze
megfelel6 feltételek mellett bizonyit skélafiiggetlenséget [20, 1. tétel, 2. tétel].

Deifen, van der Esker, van der Hofstad és Hooghiemstra [22, 2009] olyan
grafmodellekben kerestek skalafiiggetlen viselkedést, melyben az 1j cstcs
fokat szintén 1épésrol 1épésre véletlenszertien sorsoljuk ki adott eloszlas sze-
rint, azonban ez az eloszlas nem exponencialisan, hanem polinomialisan csok-
keno. Azaz ha py valoszinliséggel lesz az 1j csucs foka d, akkor pgd™ konver-
gens d — oo esetén valamely 7-val. Megfeleld feltételek mellett ilyenkor is
skélafliggetlen viselkedés 1ép fel. A karakterisztikus kitevé a (pg)-hez tartozd

kiteve és egy, az eredeti grafmodellbol szamithatd kitevé minimuma lesz.
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Csoportokban fejlodo linearis modellek

Az eddig felsorolt modellekben a régi cstucsok koziil éleket szerzdket 1ényegé-
ben kiilon-kiilon, fokszamuktdl fiiggd valoszintiséggel vélasztjuk ki, nem pedig
csucsoknak bizonyos, esetleg megadott tulajdonsaggal rendelkezd csoportjat.
Azonban valés hélézatoknal, kiillonosen a szocidlis vagy a mar emlitett szerzoi
hélézatok esetében elképzelhetd, hogy egyszerre tobb ember miikodik egytitt
(példaul t6bb szerzé kozosen készit egy cikket), és ezzel novekszik annak vald-
szinlisége is, hogy a késdbbiekben is ujra egylttmiikodnek. Vagyis annak
valészintisége, hogy egy csoport tagjai egyszerre kapnak 1j élt, a csoport
tulajdonsagaitol fiigg, és sokszor kézosen szerepld csoportok esetleg nagyobb

valészintiséggel miikodnek egytitt.

Egy ilyen skalafiiggetlen modell a véletlen multifa [49, Mdéri, 2010]. Itt
adott m > 2 egész. Egy teljes m csicsu grafbol indulunk ki. Minden 1épésben
egyenletes eloszlas szerint kivalasztunk egy m nagysagi, mar teljes grafot
alkotd csoportot, és az Gjonnan sziiletd csiccsal 0sszekotjik minden tagjat.

Részletesebben a 2.6.3. szakaszban lesz errdl szo.

Sridharan, Yong Gao, Kui Wu és Nastos lényegében ezt a modellt java-
soltak az interneten szervez6do, emberek kozotti ismeretséget rogzité haldza-
tok modellezésére [64, 2011]. Cikkiikben az olyan élek szamat vizsgaljak,
melyek két végpontjanak éppen k kozos szomszédja van. Azt igazoljak, hogy

ennek varhato értéke polinomialisan cseng le, amint k végtelenhez tart.

Egy tovabbi lehetdség a 2.6.2. szakaszban szerepl6é modell, mely specidlis
esete a publikdciés modellrdl sz6l6 cikkben taldlhaténak [5]. Ezeknek lényeges
eleme, hogy a régi csucsok koziil gy valasztunk adott nagysagui csopor-
tot, hogy egy adott csoport kivédlasztasanak valdsziniisége a csoport tagja-
inak Osszes fokszamaval, illetve Osszsilyaval ardnyos. Itt barmely csoport
kivalaszthato. FEzekben a modellekben is skalafiiggetlen viselkedést keresiink.

A publikdciés modellben [5] fokszdmok helyett minden pont nemnegativ
sullyal rendelkezik, és az ezt leird valoszintiségi valtozok nem csak diszkrétek,
hanem folytonosak is lehetnek. A modellt kutatok publikacids tevékenységé-

nek segitségével fogalmazzuk meg az érthetoség kedvéért.
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Minden kutaté pozitiv sillyal rendelkezik. A sily kezdetben is véletlen,
és késobb véletlenszertien novekedhet. Azt tikrozi, hogy az adott kutato
mennyire sokat szereplo tagja a kozosségnek. Gondolhatunk egy kutaté ad-
digi palyafutasa soran Osszegyujtott impaktfaktorara. Az, hogy a kutatéd
fontossaga sosem csokken, és hogy a kutaték orck életliek, nem életszerti

feltevés.

Az id6 elérehaladtaval minden lépésben kutaték véletlenszertien vélasz-
tott csoportja kozosen cikket ir. El6szor kisorsoljuk a szerzok szamat. Majd
kivalasztjuk 6ket: annak valészintisége, hogy egy adott csoportot valasztunk,
a csoport tagjainak osszsulyaval ardnyos. Vagyis a modell | preferential at-
tachment” tulajdonsagi: nagyobb silyu kutaték nagyobb valdszintiséggel
kertilnek be az 1j cikk szerzoi kozé. Az 1j cikk szerzoinek sulya véletlen

sallyal novekszik. Végiil 4j kutatd csatlakozik, véletlen kezddsullyal.

A folytonossag a silyokban jelenhet meg: mind a kezddsilyok, mind a
jutalmak eloszlasa lehet folytonos valdszintiségi valtozo, a silyok és aranyaik

is tetszoleges pozitiv értékeket felvehetnek.

Ha a sulyokat leiré valdsziniiségi valtozok diszkrétek, tekinthetjik a d
sulyu kutatok aranyat. Ez 1 valészinliséggel konvergens, és a limeszek so-
rozata polinomidlisan csokkend. Vagyis ez is skalafiiggetlen modell. Ahhoz,
hogy az aszimptotikus eloszlasok polinomidlis csokkenését igazoljuk akar a
diszkrét, akar a folytonos esetben, a feldjitasi egyenlethez hasonld, de annal
bizonyos értelemben altalanosabb rekurzié megoldasanak aszimptotikus vi-
selkedését kell vizsgalni [4].

Feltéve, hogy a stulyokat leird valdszintliségi valtozok eloszlasa folytonos,
tekintsiitk minden id6pontban a legalabb ¢ silyu szerzék aranyat. Megfelelo
feltételek mellett a legalabb t sulyd szerzok aranya 1 valdszintiséggel kon-
vergal valamely G (t) véletlent6l nem fliggé szdmhoz, amint az id6 és vele
egylitt a szerzék szama végtelenhez tart. G (t)-re egy Volterra-tipusi in-
tegralegyenlet irhaté fel. A megoldasrol belathatd, hogy alulrdl és feliilrol
korlatozhaté azonos kitevojii polinomidlisan csokkend fiiggvényekkel, majd
Laplace-transzformaltakra vonatkozo Tauber-tipusu allitasok felhasznélasa-

val igazolhaté, hogy tovabbi monotonitasi feltételek mellett valoban poli-
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nomidlisan csokken, amint ¢ tart a végtelenhez [4]. A kitevd a sulyokat és

jutalmakat meghatarozo véletlen mennyiségek varhaté értékétol fligg.

Val6jaban a multifaban és a fenti modellben is teljesiil, hogy annak valé-
szinlisége, hogy egy cstcs 1j élt kap egy adott 1épésben, csupan éppen érvé-
nyes fokszamatol, esetleg sulyatol fligg, és nem tartjuk szamon, hogy mely
csoportok hanyszor miikodtek egytitt kozosen. A 4. fejezetben olyan modellt
mutatunk [7, 2012], melyben minden lépésben harom cstics 1ép kdlesonhatés-
ba. A modell konnyen altalanosithaté lenne més nagysagu csoportokra is. Az
eddigiektol valo 1ényeges eltérés az, hogy itt nem csak a csiicsok fokszamat
tartjuk nyilvan, hanem minden haromszog nemnegativ sillyal rendelkezik,
mely az id6 elorehaladtaval véletlenszertien novekszik, és azt mutatja, hogy az
adott harom csucs eddig hanyszor lépett kolecsonhatasba. Tobbszor egyiitt-
miikodo csicsok nagyobb valdszintiséggel 1épnek ismét kolcsonhatasba. Itt
is skalafiiggetlen viselkedés tapasztalhato, ezt a 4. fejezetben fogjuk bi-

zonyitani.

Nemlinearis sulyozasi modellek

Rudas Anna, T6th Bélint és Valk6 Benedek [61, 2007] véletlen fékat vizsgal-
tak, azonban a csatlakozasi valdszinliségek a régi csics fokszaménak nem
feltétleniil linearis fliggvényével voltak megadva. Ha ez a fiiggvény bizo-
nyos feltételeket teljesit, a modellre skalafiiggetlenséget lehetett igazolni az
elagazé folyamatok elméletének segitségével. S6t ezzel a mddszerrel nem csak
az adott foku csicsok ardnyat lehet vizsgalni, hanem rogzitett, véges fak
elofordulési aranyat is. Ezekre az el6fordulasi aranyokra is 1 valdszintliségii
konvergenciat bizonyitottak az emlitett cikkben. A véletlen fak és elagazd
folyamatok kapcsolatarol szolé eredmények osszefoglalasa taldalhaté Rudas

Anna és T6th Balint cikkében [60, 2007].

Szintén nemlinearitas 1ép fel Dereich és Morters modelljében is [23, 2009],
itt azonban az 1j csticsot minden régivel a tobbi dontéstdl fliggetleniil kotjik
Ossze, és az Osszekotési valdszinliség fligg a régi csics éppen érvényes fok-
szamatol. fgy az 1j csucs foka nem rogzitett, 1épésrol 1épésre véletlenszeriien

valtozik, és nem is elére adott korlatos eloszlasti, mint Cooper és Frieze
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el6z6 szakaszban emlitett modelljében [20]. Igazolhat6, hogy az 1ij cstics
fokszamanak eloszlasa Poisson-eloszlashoz konvergal, és megfelelo feltélek

mellett a skalafiiggetlenség is belathaté.

Masolason alapulé modellek

A skalafiiggetlenség szempontjabdl is érdekesek a masoldst hasznalé modellek
[1, Aiello, Chung, Lu, 2000], [54, Pastor-Satorras, Smith, Sole, 2003]. Ilyen-
kor is minden lépésben egy 1j cstcs jon létre, és egyenletes eloszlas szerint
valasztunk egyet a régi csicsok kozil is. Ezutan a legegyszeriibb esetben az
1j csucsot a kivélasztott régi csics szomszédjaihoz kotjik hozza, magahoz
a kivalasztotthoz nem. Az djonnan behtzott éleket egymastol fiiggetlentil p
valoszintiséggel megtartjuk, kiillonben elhagyjuk. Majd az 1j csucs tovabbi
éleket is kaphat, a modell pontos leirasatol fiiggden. Ez fehérjék haldza-
tainak és a vilaghalénak is hasznalhaté modellje lehet, mert ezekben a héléza-
tokban gyakoriak a sok kozos szomszéddal rendelkezé cstucsok. Ugyanakkor
kiegészito feltételek mellett sem sikeriilt a skalafiiggetlenséget matematikai
értelemben (1.1. definici) bizonyitani. Bebek, Berenbrink, Cooper, Frie-
detzky, Nadeau és Sahinalp a skalafiiggetlenséget feltételezve meghataroztak
a karakterisztikus kitevét, miutan megfelelo mddositassal elérték, hogy az

éllel nem rendelkezd csicsok ardnya ne tartson egyhez [9, 2006].

Egy mésik hasonlé modellben [36, Jordan, 2011] minden 1épésben min-
den csuicsnak egy gyermeke sziiletik. Az tGjonnan sziiletett csticsok mind-
egyike a valdszintiséggel csatlakozik a sziil6jéhez, a sziiléjének minden szom-
szédjahoz [ valdszintiséggel, végiil a sziiloje szomszédjainak gyermekeihez ~
valdszintiséggel. Minden egyes ilyen tipusu cstucsparra egymaéstol fiiggetlentil
dontiink a csatlakozasrél. Itt a paraméterek egy megadott tartomanyara

sikertilt a modell skalafiiggetlenségét bizonyitani.

1.1.4. Egyéb modellek

Az eddig leirt modellekben tipikusan minden lépésben egy 1j csucs jott

létre, néhany véletlenszeriien kivalasztott régi csicshoz csatlakozott, és az
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aszimptotikus fokszameloszlas csokkenését, a skalafliggetlenséget vizsgaltuk.
A kés6bbiekben ehhez hasonlé modellekkel foglalkozunk majd. Az Osszeha-
sonlitas kedvéért azonban néhany, teljesen mas modszerrel felépitett véletlen
grafot is ismertetiink az aldbbiakban. Azt latjuk majd, hogy ezekben a mo-

dellekben a felvetddo kérdések is méas természetiiek.

Ratermettségi modellek

Véletlen modellek egy masik csaladjaban adott a csticsok szama, és minden
cstcs eldre rogzitett ratermettséggel (fitness) rendelkezik, példdul a ¢ cstcs
ratermettsége ;. Ezutdan barmely két cstcsot, t-t és u-t a tobbi vélasztastol
figgetlentl py, valészintiséggel kotiink ossze, ahol ez a valészinliség a két
csucs ratermettségének, az-nek és o, -nak fliggvénye.

Ide sorolhatjuk a mar emlitett Gilbert-modellt is [32, 1959], ahol p;,
rogzitett, nem figg t, u-tol.

Csiszar Villo, Hussami Péter, Komlds Janos, Méri Taméas, Rejt6é Lidia és

Tusnady Gabor cikkében [21, 2012] ez p;,, = 7%%— majd ebben vizsgalnak

1+aray’

statisztikabdl szarmazd kérdéseket, példaul maximumlikelihood-becslést a
paraméterekre. Ez statikus modell: a graf a korabban emlitett Erd6s—Rényi-
modellhez hasonléan nem valtozik az idében, hanem a csiicsok szdma rogzi-
tett, és egyetlen sorsolas utan az élek is valtozatlanok.
Britton, Deijfen és Martin-Lof cikkében [18, 2006] az a; szamokat is
véletlenszertien, fliggetlen azonos eloszlds szerint sorsoljak, majd
ay,

(>, ) + vy,

Az oy eloszlasanak megfelel6 valasztasaval skalafiiggetlenség is elérheto.

Pt =

Ilyen tipusi modellekrdl olvashatunk még van der Hofstad [22], valamint
Bollobés, Janson és Riordan [15, 2007] munkéiban.

Konfiguraciés modell

Kérdés, hogy ha adott a csticsok szama és a fokszdmok sorozata, hogyan

épitheto véletlen graf, mely erre illeszkedik. Bollobéds Béla konfiguraciés mo-
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dellje [13, 1980] lényegében a kovetkezd. Minden csicshoz annyi élvéget
teszlink, amennyi a szamara el6irt fokszam. Ezutdn két véletlenszertien,
egyenletesen, a multtdl fliggetlentil kivalasztott élvéget Osszekotiink. A meg-
marado6 fokokon ezt ismételjiik: két véletlenszertien kivalasztottat Osszeko-
tiink. Ezt folytatjuk, amig minden él meg nem sziiletik. Nehézséget okozhat,
hogy a véletlenszeri 6sszekotések soran tobbszoros élek és hurokélek is kelet-

kezhetnek. Ha egyszerli grafot szeretnénk, ezeket az eseteket el kell hagyni.

Ezt a modellt is tobben vizsgaltak, példaul osszefliggdség és a komponen-
sek mérete szempontjabol [42, 1995], [43, 1998], [53, 2000].

El4atkotss modellek

Az alabbi esetben a grafnak tobbszoros élei és hurokélei is lehetnek. In-
duljuk ki egy adott grafbél. Minden lépésben egyenletes eloszlas szerint
kivalasztunk egy élt, annak egyenletes eloszlas szerint az egyik végpontjat.
Az élnek ezt a végét atkotjik egy véletleniil valasztott masik csucshoz. Ezt
a fokszamok linearis fliggvényével aranyos valészintiséggel vélasztjuk: annak
valészintisége, hogy az él 14j végpontja egy adott d foku cstcs lesz, d + k-
val ardnyos, ahol x a modell rogzitett paramétere. Az él masik végpontja

valtozatlan.

Ezt a 1épést ismételve egy Markov-lancot kapunk a megadott csics- és
élszammal rendelkez6 grafokon. Kérdés, hogy létezik-e stacionarius eloszlas,
és ha igen, hogyan irharé le, illetve milyen gyors a stacionarius eloszlashoz
valo konvergencia. Ezeket a kérdéseket vizsgalja Rath Balazs és Szakacs
Lasz16 [59].

Egyszeru asszortativ modell

Callaway, Hopcroft, Kleinberg, Newman és Strogatz [19, 2001] modellje a
kovetkezd. Minden lépésben egy 1j csucs keletkezik. Majd § valdszintiséggel
kivalasztunk két csicsot, melyek kozott az 1j is szerepelhet, de két régit is
lehet valasztani, és 6ket 6sszekotjiik. Mivel nem minden 1épésben sziiletik él,

a graf nem feltétleniil Gsszefliggo, -t fiigg, hogy milyen valdszinliséggel jon
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létre nagy komponens. Itt fazisatmenet 1ép fel: kritikus értéknél kisebb d-ra
a valoszinliség nulldhoz, annal nagyobbra pozitiv értékhez tart, ha a csticsok

szaméval végtelenhez tartunk [19].

Tovabbi érdekes tulajdonsdga a modellnek, hogy asszortativ, azaz egy
véletlenszertien valasztott él két végpontjanak fokszama kozotti korreldcid
pozitiv. Masképpen fogalmazva: nagy foku cstuicsok tipikusan nagy fokuakkal
vannak Osszekotve [19]. Ez a jelenség nemigen 1ép fel olyan modellekben,

melyekben minden lépésben csak az 1j cstcs kap 1j éleket.

1.1.5. Grafok limeszei

Véletlen grafok viselkedését fogjuk vizsgalni, amint a csiicsok szama végtelen-
hez tart. Ezekben a modellekben az élek szama a csicsok szamanak lényegé-
ben konstansszorosa. Ugyanakkor minden rogzitett cstcs fokszama egy valo-
szinliséggel végtelenhez tart. Ettdl eltéro grafmodellekben tobbféle limeszfo-
galom is hasznalhatd, ezek koziil kettot roviden ismertetiink, bar ezeket nem

fogjuk hasznalni.

Benjamini és Schramm [10, 2001] korlatos foki grafok konvergencidjét
definidlta. Legyen (G,,) korlatos foki grafsorozat, azaz minden n-re G,,-ben
minden fokszam legfeljebb d. A grafsorozat konvergens, ha minden H véges
gyokeres grafra és r pozitiv egészre annak valdszintisége, hogy egy G,-ben
egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlen csiics r sugari kérnyezete H-val
izomorf, konvergens, amint n — co. A cstcs r sugaru kornyezete a grafbeli,

éleken mért tavolsdgra vonatkozik.

Lovész Laszl6 és Szegedy Baldzs az alabbi fogalmat javasoltdk [40, 2006].
(G,,) véges egyszerti grafok sorozata, a csiucsok szama végtelenhez tart. Adott
F, G egyszerti grafokra hom(F, G) jeloli az F-b6l G-be men6é homomorfizmu-
sok szamat. Ezek olyan leképezések, melyek cstuicsokhoz csicsokat rendelnek,
és barmely két szomszédos cstcs képe is szomszédos. Ezutan

- 25
a homomorfizmussiiriiség, azaz annak valészintisége, hogy F' cstcsait vélet-

lenszertien egyenletesen G-nek nem feltétleniil kiilonbozé csicsaiba képezve
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homomorfizmust kapunk. A grafsorozat konvergens, ha ¢(F, G,) minden vé-

ges egyszeri F-re konvergens.

A késébb vizsgalt grafsorozatokban nincs egyetlen korlat a fokszamokra.
Ugyanakkor az élek szdma n cstcs esetén lényegében n-nek konstansszorosa,
mig a csicsparok szdma n2-tel ardnyos. Vagyis az élsliriség és minden més
homomorfizmusstirtiség nullahoz konvergal, a fenti fogalom az itt vizsgalt

esetekben nem ad érdekes eredményt.

1.2. FO eredmények

Olyan véletlen grafmodellekkel vagy ezek moédositasaival fogunk foglalkozni,
melyekben 1épésenként egy 1ij csics sziiletik, majd ezt néhany véletlenszertien
kivalasztott régivel kotjik Ossze. Sok esetben érvényes lesz, hogy nagyobb
foku csucsok nagyobb valdszintiséggel kapnak 1j éleket, ezt nevezik ”prefe-

rential attachment” tulajdonsagnak.

A modellekben kozos az aszimptotikus fokszameloszlas létezése: a d foku
csucsok aranya 1 valészinliséggel konvergens, amint a lépések szama végtelen-
hez tart. Sok esetben a limeszek sorozata polinomidlisan csokkeno, azaz
skélafiiggetlenséget taldlunk vagy épp feltételeziink (1.1. definici6). Lesz

olyan modell is, ahol fokszamok helyett stulyokat hasznalunk.

A 2. fejezetben skalafliggetlen, vagy legalabbis aszimptotikus fokszam-
eloszlassal rendelkezo véletlen grafokban keresiink lokélis fokszameloszlast.
Pontosabban, ha a graf egésze helyett csak bizonyos mdédon kivalasztott
csucsokat tekintiink, és itt szamitjuk ki a teljes grafban d foku csicsok
aranyat, ez az arany mas hatarértékkel rendelkezik, mint az egész grafban a

d fokt csicsok ardnya. A konvergencia itt is 1 valdszintiségu.

A kivélasztott csucsok halmaza allhat példaul egy rogzitett csiics szomszé-
daibdl, vagy egy adott csicstol adott tavolsagra 1évo csicsokbol, néhany csiics
kozos szomszédaibdl. A 2. fejezetben elégséges feltételeket adunk az igy kap-
haté lokalis aszimptotikus fokszameloszlas létezésére, és azt is megmutatjuk,
hogyan lehet ezt meghatarozni a grafmodellt és a kivalasztott csicsok hal-

mazat jellemz6 mennyiségekbdl. Ez modellfiiggetlen eredmény, a modellt és
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a kivalasztasi eljarast sem kell pontosan ismerni, elégséges feltételeket adunk
meg. Ezutadn megmutatjuk, hogy a tétel hogyan alkalmazhaté konkrét mo-
dellekben. A 6 eredmények a [3, 2011] és [6, 2011] cikkekben talalhatdk.

A 3. fejezetben a mar emlitett linedris sulyozasu faban rogzitiink egy
helyet, és az ide érkez6 csucsot vizgaljuk. Tekinthetjik példaul a gyokérhez,
az elso csicshoz harmadikként csatlakozd csticsot, noha nem tudjuk, hogy ez
hényadik 1épésben jon létre. Kérdés a rogzitett helyen 1évé cstcs fokszama-
nak megfelel6 skalazas utani hatéreloszlasa. Az ezzel kapcsolatos eredmények
a [2, 2011] cikkben olvashatok.

A 4. fejezetben egy harmas csoportok altal meghatarozott médon fejlédo
véletlen modellt vezetiink be és vizsgalunk. Itt a csticsok, az élek és a csiicsok
altal alkotott haromszogek is pozitiv sullyal rendelkeznek, mellyel azt tart-
juk szamon, az adott csucs, csticspar vagy haromszog hanyszor szerepelt
kolesonhatasban. Minden 1épésben harom cstucs 1ép kolesonhatasba. Ez lehet
egy Ujonnan sziileto és két korabbi, vagy harom régi csics. Valaszthatjuk
oket egyenletes eloszlas szerint, vagy az élek, illetve haromszogek stlyéaval

aranyosan.

A sulyokon kiviil egy rogzitett csics fokszama is vizsgalhatd, mely azt
méri, hogy az adott csics hany kiillonbozé masikkal miikodott egytitt. A
suly és a fokszam egyiittes aszimptotikus eloszlasat, azaz az adott sulyu
és fokszamu csucsok aranyanak 1 valdszintiségli limeszét fogjuk vizsgdalni.
Ezutan a silyokra és a fokszamokra is skalafiiggetlenséget bizonyitunk. Meg-
vizsgaljuk adott csics sulyanak, fokszaméanak és a maximaélis silynak és
fokszamnak az aszimptotikus viselkedését is. Az eredmények egy része a
[7, 2012] cikkben taldlhato.

A bizonyitasok médszerei mindharom fejezetben a martingalelmélet terti-
letérél szarmaznak. Ehhez haszndlhaté példaul Neveu konyve [50, 1975].
A masodik és negyedik fejezetben kozvetlentil alkalmazunk szubmartingdlok
aszimptotikajara vonatkozé eredményeket. A harmadik fejezetben urnamo-
dellekkel kapcsolatos allitasokat hasznalunk, ezek szokasos bizonyitasa azon-
ban szintén martingalok segitségével torténik, mint példaul Gouet cikkében
[33, 1993].
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2. fejezet

Lokalis fokszameloszlas

skalafuggetlen grafokban

2.1. Bevezetés

Ha egy valés halozatrdl feltételezziik a skalafiiggetlen viselkedést, értelmes
kérdés lehet az tgynevezett karakterisztikus kitevo becslése. Ha a d foku
csicsok ardnya a nagyméretii grafban ¢y (d > 0), és cq4d” értéke nagy d
esetén megkozelitoleg pozitiv allandd, akkor v-t nevezhetjiik karakterisztikus
kitevonek. Egy idében fejlodo véletlen modellben pedig a kovetkezdképpen
fogalmazhatunk (1.1. definicié). Ha a d foki csiicsok ardnya 1 valdszintiséggel
konvergdl valamely véletlentol nem fiiggd ¢4 szamhoz minden d > O-ra, és
a (cq) sorozat Osszege 1, akkor azt mondjuk, hogy (cq) az aszimptotikus
fokszameloszlds ebben a modellben. Ha tovabba cyd” — C > 0 teljestil
d — oo esetén, akkor a modell skdlafiiggetlen, és v a karakterisztikus kitevo.

Ezek alapjan varhaté, hogy a v karakterisztikus kitevé a legtobb mo-
dellben megegyezik a tapasztalati iton kapott becslésével. Ez a kovetkezo
lenne. Egyenletes eloszlas szerint valasztunk csiucsokat, az ezek kozott sze-
repl6 d foku cstcsok aranyaval megbecsiiljiik c4-t minden elérhet6 d-re, majd
ebbol becsiiljik -t.

Ugyanakkor olyan valés hal6zatokban, melyek tobb millié vagy tobb mil-
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liard cstccsal rendelkeznek, nem feltétleniil lehet az egész grafbol egyenletes
eloszlés szerint mint4t venni és ebbdl tapasztalati becslést késziteni. Igy
meriilhet fel, hogy mi torténik, ha csak a grafnak egy kisebb részét tudjuk
felderiteni fokszameloszlas szempontjabdl. Példaul a legegyszeriibb esetben
a halozat egy csucsaban tliink, és csak a szomszédaink fokszamat ismerjik —
a fokszam azonban a teljes grafra vonatkozik, nem csupan a szomszédok altal
feszitett részgrafra. Ha ez alapjan kell becslést adni c4-re, a szomszédaink
kozott kiszamithatjuk a d foku csiicsok ardnyat. Kérdés lehet, hogy ez jo
becslés lesz-e. Ha ezt egy idében fejlédé modellben vizsgédljuk, ahol egy
rogzitett csicsban iiliink, az id6 elorehaladtaval egyre tobb csics van, igy
varhatéan egyre ritkdbban kapunk 1j szomszédokat. Ez azt jelenti, hogy a
szomszédaink nagy része régebbinek mondhaté, mint a graf egy taldlomra
kivalasztott cstucsa. A régebbi csucsoknak pedig nagyobb a foka, kiilénosen
akkor, ha a modellben nagyobb foki csicsok nagyobb valészintiséggel kapnak
1j éleket. Ezt azt jelenti, hogy a d foku csiicsok aranya nagy d-re nagyobb
lehet c4-nél, és ha polinomialis is a lecsengés, a kitevo y-nél kisebb.

Méri Tamés [46, 2006], [47, 2007], [49, 2010] cikkei szerint tébb modellben
is fennall ehhez hasonlo jelenség. Kicsit pontosabban: ha a fokszameloszlast a
csucsok bizonyos részhalmazaira korlatozva tekintjik, mégpedig olyan rész-
halmazokra, amelyek valamilyen értelemben kozel vannak a kezdeti konfi-
guraciéhoz, akkor mas aszimptotikus viselkedést kapunk. A kijelolt cstucsok
halmaza lehetett egy rogzitett csics szomszédainak halmaza, vagy altalano-
sabban, egy adott csiicstol adott tavolsagra 1évé csiicsok halmaza. A karakte-
risztikus kiteve is kiillonbozott a teljes grafra jellemzo értéktol: minden fenti
esetben 2-nek adodott, holott az eredeti halézatok karakterisztikus kitevoi
eltéréek voltak. Tehat a halozat lokalisan mas tulajdonsagokat mutat, mint
globalisan. A 2.12. megjegyzés arra ad révid magyarazatot, hogy miért a
kettd fordul el6 gyakran a lokalis aszimptotikus fokszdmeloszlas polinomiélis

lecsengését leird kitevoként.

A fenti cikkekben vizsgalt modellek mindegyikében a graf lépésenként
egy 1j cstcesal béviilt, melyet a régiek koziil néhdnnyal (esetleg eggyel sem)

lehetett véletlenszeriien 0sszekotni. Az 14j csuces kezdeti fokszama is lehetett

21



véletlenszerti. A kijelolt csicsok halmaza minden esetben monoton noveke-
dett. Az 1j csics éleinek behtizasa utédn el kellett donteni, hogy bekeriil-
e a kijelolt csucsok halmazaba vagy sem. A kijelolt részhalmaz mérete 1
valdszintiséggel aszimptotikusan ¢,n® volt, ahol ({,) valészintiségi véltozdk
sorozata, mely 1 valdszintiséggel lassan valtozo n — oo esetén, 0 < a < 1
pedig rogzitett pozitiv szam. Ezeket a feltételeket tehat minden kordbban
vizsgéalt modell és kijelolési médszer teljesitette. A kijelolt halmazra vonat-

kozé karakterisztikus kitevd mindharom esetben 2-nek adddott.

Ezek alapjan meriilt fel a kérdés, hogy az emlitetteket kiegészitve ad-
hatok-e elégséges feltételek arra, hogy a kijelolt csticsokra korlatozva is 1étez-
zen karakterisztikus kitevo, és felirhatd legyen ~, azaz az egész gréafra vo-
natkozé karakterisztikus kitevo, és «, azaz a kijelolt halmaz méretét leird
kitevo segitségével. Mindezt anélkiil, hogy a modell fejlédésének és a cstcsok
kijelolésének pontos moédjat ismernénk.

Latni fogjuk, hogy megfeleld feltételek mellett valoban létezik aszimpto-
tikus fokszameloszlas a kijelolt halmazban, karakterisztikus kitevéjére pedig
a(y—1) + 1 adédik, dsszhangban a kordbban vizsgédlt modellekre kapott
eredményekkel. Vagyis a mar ismert modellekben fellépé jelenség dltaldno-

sitasaval modellfiiggetlen eredményhez jutunk.

Azt lattuk, hogy a kijelolt csucsok tipikusan régebbiek lehetnek, mint a
graf egy tetszolegesen, egyenletesen valasztott csucsa. Példaul egy faban a
gyokér egyre ritkabban kap 1j éleket, igy szomszédai kozott tobb a régota
létezo, és emiatt nagyobb fokszammal rendelkez6 cstucs. Ezért valtozhat meg
az adott foku csicsok aranya és ezért csokkenhet a karakterisztikus kitevo.
A Barabasi—Albert-fa példajaban, ahol az 1j csucs szomszédjat fokszamokkal
aranyos valoszintiséggel vélasztjuk a régiek koziil, a kijelolt cstucsok hal-
maza allhat a gyokértdl adott tavolsagra 1évo csicsokbdl, azaz a fa egy
rogzitett szintje lehet. Ugyanakkor Katona Zsolt eredményeibél [37, 2005]
azt lathatjuk, hogy a fa legnagyobb méretii szintje tipikusan logn konstans-
szorosanal taldlhat6, ha n a csicsok szdma (a fa magassdga is logaritmikus),
mérete pedig n/+/logn konstansszorosaval frhaté le. Amint szintén Katona

Zsolt [38, 2006] munk&jabol kideriil, ha a legnagyobb szinten vizsgaljuk az
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2.1. dbra. A graf és a kijelolt csticsok halmaza

adott foku cstucsok aranyat, akkor az eredeti fokszameloszlast kapjuk vissza.
Vagyis a legnagyobb szint a fokszameloszlas szempontjabdl is tipikus, az also,

rogzitett sorszamu szintek a fenti eredmények szerint nem.

2.2. Fo6 eredmények

2.2.1. Jelolések

Legyen (G, = (Vi, En)),eny Véges, b6viilé grafok véletlen sorozata. V,, a cst-
csok, F, az élek halmaza. Bizonyos csucsok kitiintetettek; jelolje S, C V,, a
kijelolt csticsok halmazat. A 2.1. dbran a sziirke részen talalhatd csicsok a
kijeloltek.

Tetszoleges véges egyszerli graftbdl indulunk ki, azaz olyanbdl, melyben
nincsenek t6bbszords élek és hurokélek. Gy = (Vg, Ey) a kezdeti konfiguracio,
ahol Vo = {uy,ug,...,u}. A kezdetben kijelolt csicsok Sy C Vi halmaza is

tetszolegesen valaszthato.

n > 1-re az n. lépésben a kovetkezok torténnek:
e létrejon egy \j csics, v,: V, = Vo U{vr, ..., 0.}

e az 1j csucs néhany véletlenszeriien valasztott éllel csatlakozik régi csu-

csokhoz, vagyis E,_1 C E,, és E, \ E,_1 minden éle illeszkedik v,-re;

e cldontjiik, hogy az 14j cstucsot kivéalasztjuk-e, azaz v, € S, tovabbi
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véletlen valasztéas.

Az elsé n 1épés altal generdlt o-algebrat jelolje F,,. Az elsé n 1épés és

vn11 éleinek kivalasztasa altal generdlt o-algebrét jelolje Ff.

Ha az itt megadott generalé eseményeket a teljes folyamattol fliggetlen
véletlen eseményekkel egészitjiik ki, ugyanolyan eredményekre juthatunk, ez

konnyen lathaté a bizonyitasokbol.
v € V,, esetén jelolje a v cstics Gy,-beli fokszamat (éleinek szamét) deg,, (v).

Tovabba minden n > 1 és d > 0 egészre bevezetjiikk az alabbi jeloléseket.
X [n,d] = [{v €V, : deg, (v) = d}|
a G,-beli d foku csicsok szama.
Yin,d ={veV,:deg, (v)=d, (v,u,41) € Eni1}|
azt mutatja, hogy az 1j csucs, v,+1 hany G,-beli d fokihoz csatlakozik.

1, ha deg, (v,) =d,
0  kiilonben

I[n,d] =

annak indikatora, hogy az 1j csics kezdeti fokszama éppen d.

Hasonlé mennyiségeket tartunk szamon a kivalasztott csticsok halma-
zaban is:

X*[n,d)=|{v e S, : deg, (v)

Y*[n,d] =[{v € Sy: deg, (v)

= d}|;
=d, (Ua UTL+1) S En+1}’ )
1, haw, €5, ésdeg, (v,) =d,

0 kulonben.

I"[n,d] =

m-mel jeloljiik az 1j cstcs lehetséges legkisebb fokszamat. Bizonyos graf-
modellekben el6fordulhat, hogy az 1j csics nem kap élt, ilyenkor m = 0.
Mas modellekben az 1j csucs foka mindig ugyanannyi, ilyenkor ez adja meg
m-t is. Példaul véletlen fakban m = 1. Mivel éleket nem torlink és a

fokszam nem csokkenhet, m-nél alacsonyabb foku cstucsok csak a kezdeti
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elrendezésben fordulhatnak el6, szamuk véges és egyre fogy. fgy a d foku
csucsok szamat csak m > d esetén érdemes vizsgalni, ha az aszimptotikus

viselkedésre vagyunk kivancsiak.

Annak indikatora, hogy az n. lépésben 1étrejovo csucsot kivalasztjuk:

1, hawv, €95,,

I"(n) = I"[n,d] =
(12,,:1 0 kiilonben.

Példaul a 2.1. abran a 10. csics csatlakozik a grafthoz. Ha egyetlen
csucsbdl indultunk ki, akkor ez lesz Gy, a sziirkével jelolt harom cstics alkotja
So-et. vg az Gjonnan csatlakozo6 csics, melyrol éleinek behtizasa utan el kell
donteni, hogy kijelolt-e. Most ez nem tartozik a kijeloltek kozé.

X [9,0] =1, X[9,1] =1 stb. irja le a fokszdmeloszldst, egy izoldlt és egy
els6foku cstcs van. Y [8,2] = 2 és Y [8,4] = 1, mert két masodfoki és egy
negyedfoki csics kapott 1j élt Gg-ban. A tobbi Y nullan = 8-ra. 19,3] =1,
hiszen az 1j csics, vy kezdeti foka 3.

Hasonléképpen a kijeldlt csticsok halmazdban X*[9,2] =1, X*[9,3] = 2,
itt egy masodfoku és két harmadfoku cstics talalhat6. Y™ [8,2] = 2, mert két
kijelolt masodfoku cstics kapott 1dj élt, a tobbi Y* pedig 0. I* (9) = 0, hiszen
az 1j csucs nines kijelolve. Ennek megfeleléen I* [9,d] = 0 minden d-re.

Azt mondjuk, hogy egy (a,) valészintiségeloszlds exponencidlisan csikke-
nd, ha a, < C - q" teljesil minden n > 1-re valamely C' > 0és 0 < ¢ < 1
vélasztéssal. Egy (a,) szdmsorozat lassan vdltozd, ha a[sn]/an — 1 teljesiil

n — 0o esetén minden s > O-ra.

Két nemnegativ szamokbdl &ll6 (a,), (b,) sorozatra a, ~ b, azt fogja
jelenteni, hogy b, > 0 véges sok kivétellel, és a,/b, — 1 teljesil n — oo

esetén.

2.2.2. A grafmodellre vonatkozoé feltételek

A fenti jelolések segitségével meg tudjuk fogalmazni a grafmodellre vonatkozé
feltételeket.

Sziikséges, hogy létezzen aszimptotikus fokszameloszlas, pozitiv tagokkal.

25



1. feltétel. X [n,d] ~ c4-n 1 valdsziniiséggel teljesil n — oo esetén minden

d > m-re, ahol cg >0, és (Ca)ys,, valdszinidségeloszlds.

A kovetkezd az ugynevezett skalafiiggetlenségi feltétel [8, Albert, Bara-
bési, 1999]. Azaz a (cq) aszimptotikus fokszdmeloszlds polinomidlisan csokke-

no valamely v > 0 kitevével. v a karakterisztikus kitevo.

2. feltétel. ¢, ~ K - d™7 teljesil d — oo esetén valamely K és v pozitiv

szamokra.

Ebbdl kovetkezik, hogy cq pozitiv minden elég nagy d-re. Az 1. feltétel-
ben minden d-re elbirtuk a pozitivitast. A d szerinti indukciéval torténd

bizonyitas teszi ezt sziikségessé.

Ugyanakkor, mint késébb latni fogjuk (2.2. megjegyzés), ez a feltétel nem
sziikséges az aszimptotikus lokalis fokszameloszlas 1étezéséhez és leirasahoz,
csupan annak polinomialis csokkenését biztositja. Ebben az értelemben vi-
szont nem lehet elhagyni: az eredeti és lokalis fokszameloszlasok megegyez-

nek, ha minden csucsot a kijelolt halmazba tesziink.

Azért, hogy szamon tudjuk tartani a kiilonb6z6 fokud cstucsok szamat, fel-
tessziik, hogy az 1j csics létrejottekor egyenlo foku régi csiicsokhoz egyenlo

valoszintiséggel csatlakozik.

3. feltétel. Minden n > 0 egészre, wy,wy € V,, csucsokra teljesil, hogy ha

degn (wl) = degn (wQ); akkor

P((wluvn—l-l) € En+1|]:n) = P((w2aﬂn+1) € En+1|-7:n)-

Ez a feltétel tehat csak a feltételes valdszintiségekre vonatkozik. Tekint-
hetjiik azokat az indikatorokat, amelyek azt jelzik, hogy egy-egy csics kap-e
1j élt. Nincs sziikség sem ezek felcserélhetoségére, sem az egyiittes eloszlasrol
tovabbi kovetelményekre, csupan a feltételes valdszintiségek egyenlOségét ir-
juk el6 egyenld foku cstucsokra. Ebben az értelemben ez gyenge feltételnek

mondhaté.
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A kovetkezo két feltétel azt biztositja, hogy az 10j csics tipikus kezdeti
fokszama ne legyen til nagy, ne ezek hatarozzak meg a fokszameloszlast.
El6szor azt irjuk elo, hogy a kezdeti fokszamnak legyen exponencialisan

csokkeno aszimptotikus eloszlasa.

4. feltétel. Minden d > m egészre 1 valdsziniiséqggel teljesil, hogy n — oo
esetén S 1 I(i,d] = pa-n + o(n), ahol (pa) exponencidlisan csikkend

valosziniségeloszlas.

A kovetkezo feltétel szintén felso korldtot ad az 1j cstcs kezdeti fokara,
hiszen Y'[n, d] azt jeloli, hogy az n+ 1. csics hany d fokd régihez csatlakozik

létrejottekor.

5. feltétel. Minden d > m egészre létezik Z; nemnegativ, exponencidlisan

csokkend eloszldsi valdsziniségi vdltozo gy, hogy

PYi,d>1|F)<P(Zs>1), i>1,1>1.

Sok modellben az alabbi, erésebb feltétel is teljesiil, mely kozvetleniil az
1j cstcs fokanak feltételes eloszldsara vonatkozik. Vildgos, hogy ennél Y[n, d|
sem lehet tobb.

Létezik Z nemnegativ, exponencidlisan csokkend eloszldsi valosziniségi

valtozo gy, hogy

P (deg,(v,) > 1| Fo1) < P(Z>1), n>1,1>m. (2.1)

Konnyen lathato, hogy a 4-5. feltételek teljestilnek, ha az 1j cstcs foka

minden lépésben ugyanannyi, m. Ilyenkor p,, =1 és pg = 0, ha d > m.

2.2.3. A kivalasztott csucsokra vonatkozod feltételek

Az alébbi feltételek a kivalasztas mddjara vonatkoznak. A 2.6.5. szakaszban
latni fogjuk, hogy egyikiik sem hagyhato el teljesen. A kivalasztott cstcsok

halmazat n lépés utan S,-nel jeloltiik.

Ha egy csticsot kijeloliink, az minden késébbi 1épésben is kivalasztott lesz.
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6. feltétel. S, C 5,1 minden n > 0 egészre.

Az 1j csucs létrejotte utan behtuzzuk az éleit, ezutan — sokszor ettol
fliggben — dontiink arrdl, hogy az 1j cstcsot kivalasztjuk-e. Ilyenkor azon-
ban semmilyen mas cstucsot nem jelolhetiink ki. Vagyis az, hogy egy csics

kivalasztott-e, rogton az éleinek behuzasa utan eldol.
7. feltétel. S, C S, U{v,y1} minden n > 0 egészre.

Mivel csak az 1j csucs kap éleket, és éleket soha nem torliink, példaul
egy rogzitett csics szomszédainak halmazat kijelolve ezeket a feltételeket
teljesithetjiik.

A kovetkezo feltétel a kivdlasztott csicsok szamanak novekedésérdl szol.
Ahogy a bevezetésben emlitettiik, 1ényegében azt koveteljiik meg, hogy a

kivalasztott cstucsok szama reguldrisan novekedjen pozitiv « kitevovel.

8. feltétel. Létezik 0 < a < 1 és pozitiv valdszindségi vdltozok ((,) soro-

zata, amelyekre 1 valdszintiséggel , lassan vdltozd, és |S,| ~ ¢, - n® fenndll

n — oo esetén.

Lathato, hogy a 6. és a 7. feltételek szerint a kivalasztott csiicsok szaméra
az |S,| = > 0 I* (1) eléallitast lehet haszndlni.

Az utolsé elotti feltétel az 1j, kivalasztott csucsok fokszaméanak aszimp-
totikus viselkedésére vonatkozik. Itt is el6irjuk az exponencialis csokkenést,
ugyanakkor az aszimptotikus fokszameloszlds eltérhet az Osszes Uj csucsra

vonatkozotol.

9. feltétel. Minden d > m-re
ZE (I [i, d]| Fia) = (qa+o(1 ZE (I (D) Ficv)

1 waldsziniiséggel teljesul n — oo esetén, ahol (Qd)dzm exponencidlisan csok-

kend valoszinidségeloszlds.
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Ez a feltétel nyilvanvaléan teljesiil, ha az 1j csics foka rogzitett, vagy
ha a kivédlasztas modja fiiggetlen az 1j cstics fokszamatol. Ilyenkor ¢4 = py
(d > m) j6 valasztés.

Mivel egy rogzitett csics foka nem csokkenhet, azt varjuk, hogy a legaldabb
d fokszam gyakorisaga aszimptotikusan is legalabb akkora az egész grafban,

mint az 0j csucsok kezdeti fokszamai kozott. Ez azt jelentené, hogy

d
Ko=) (pj—¢) 20.
j=m

Késébb 14tni fogjuk, hogy ez valéban kévetkezik az eddigi feltételekbdl (2.4.
megjegyzés).
Bizonyos esetekben ky pozitivitasa is kell, pontosabban az alabbi feltételre

van sziikség.

10. feltétel. Minden d > m-re teljesiil

d 00
kd:Z(pj—cj)>0vagy qu>0.
j=m Jj=d+1

Vildgos, hogy ez a feltétel is teljesiil, ha az 1j csics foka rogzitett. Ilyenkor
ugyanis p,, = 1, a tobbi py értéke 0, (cq) pedig az 1. feltétel szerint pozitiv

tagokbol &ll, és 1 az Gsszege.

A lokalis fokszameloszlas leirasa

Az alabbi tételt fogjuk bizonyitani: a kijelolt csticsok kozott a d fokszamuak
aranya 1 valészintiséggel konvergens, ahol a fokszamot az egész grafban sza-
moljuk. A hatarértékek pozitiv szamok, melyeknek sorozatara rekurziot

adunk és polinomidlis csokkenést igazolunk.

2.1. tétel. Tegyiik fel, hogy az 1 —10. feltételek teljesiilnek a (G, S,) soro-

zatra. Ekkor a
. X*[n,d
lim

e[S,

hatdrértékek minden d > m-re 1 valosziniiséggel léteznek.
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Az (zq) sorozat teljesiti a kovetkezd rekurziot:

ka1

aqm Tg-1- o~ T qa
Ty = ————,  Tq= d>m+1). 2.2
o Butm? T o+ ( - 22

Az (xq) sorozat valdsziniiségeloszlas, vagyis tagjait 6sszegezve 1-et kapunk.
Tovdbbd x4 ~ L -d~7" teljesiil d — oo esetén valamely L > 0-ra az aldbbi
kitevovel:

Y=a(y—-1)+1

2.1. megjegyzés. A bizonyitasbol latni fogjuk, hogy a 2. feltételt elhagyva
a lokalis fokszameloszlas létezése tovabbra is kovetkezik, és a rekurzio is érvé-
nyes marad. Az aszimptotikus fokszameloszlas polinomialis csokkenése tehat

a lokalis fokszameloszlas polinomidlis csokkenését biztositja.

2.3. Martingalok

Ebben a szakaszban a késdbbiekben tobbszor hasznalt martingdlelméleti alli-

tasokat gytjtjiik Ossze.

2.2. allitas. Legyen (M,,G,) négyzetesen integrdalhaté martingal, M; = 0,
Go = {0,Q}, tovdbbd legyen

Ay =Y E((M; — Mi_1)*| Giov)

=2

a jésolhaté folyamat M? Doob-felbontdsdban. Ekkor M, = o <A71/2 log An>
teljesiil az {As = 00} eseményen majdnem mindeniitt, és M, konvergens

n — oo esetén az {As < 00} eseményen majdnem mindenditt.

Bizonyitas. Az 4llitas elsd része Neveu [50, 1975] VII-2-4 allitésa az M?

szubmartingalra és az f (t) = v/tlogt fiiggvényre. Erre I Wdt < 0.

Az allitds mdsodik része Neveu [50] VII-2-3 c) pontja az M? szubmar-

tingalra alkalmazva. 0
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2.3. allitas. Az (M,,G,) négyzetesen integrdlhats, nemnegativ szubmartin-

gadlhoz legyen

—EM1+Z (M;|Giz1) — M), B, = D2(Mi|gz‘—1).
=2
Ha BL/? log B, = O (A,), akkor M, ~ A, teljesil az {A, — oo} eseményen

majdnem mindentutt n — oo esetén.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 2.2. allitast M, Doob-felbontdsanak mar-
tingél részére. Ennek jésolhaté folyamata az itteni (B,), a feltétel szerint
pedig igy a martingdl rész A,-nel osztva nulldhoz tart 1 valésziniiséggel n —

00 esetén. O

2.4. Allitas. Legyen (Y,) (n=1,2,...) nemnegativ, egyenletesen korldtos
valdszindségi vdltozok sorozata, amely adaptalt a (G,) filtracichoz. Ekkor az
{2 V,<oo}t ésaz{> " E(Y,|Gi1) <0} események szimmetrikus

differencidja 0 valdszintiségi. Tovabbd

21 Yo
2 one1 B (YalGna)

teljesil az {2 Y, = 0o } eseményen majdnem mindentitt.

—1 (n—o0)

Bizonyitas. Ez az allitas a Borel-Cantelli-lemma Lévy-féle altalanosi-
tasanak [50, Neveu, VII-2-6] egyszerii kovetkezménye. A lemma arra az esetre
vonatkozik, amikor a korlatos valészintiségi valtozok események indikatorai.

Ebbdl korlatos valészintiségi véaltozokra is azonnal adédik az allitas. 0

2.5. allitas. Legyen (X,,F,) martingdl, A, = > .¢  E((X; — Xi-1)?*|F}) a
kanonikus novekvd folyamata, és Aoy = lim, oo A,. Ekkor az {As < oo}
eseményen majdnem mindeniitt X,, konvergens. Ha E(sup, (X, — X,_1)?) <
00, akkor az A = 00 eseményen majdnem mindendtt limsup,, . X, = o0

és liminf,,_,. X,, = —oc.

Bizonyitas. Ez Neveu [50] VII-3-9 éllitésa. O
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2.4. Lassan valtozo sorozatok

A bizonyitasban hasznalni fogunk lassan valtozé sorozatokra vonatkozd alli-
tasokat is. A lassan valtozé sorozatok elméletérol olvashatunk példaul Bing-
ham [11, 1987], Bojani¢ és Seneta [12, 1971], illetve Galambos és Seneta [31,
1973] miiveiben.

2.1. definicié. Azt mondjuk, hogy a (B,) pozitiv szamokbdl dllo sorozat re-

guldrisan vdltozo p kitevovel, ha teljesul, hogy
ﬁn ~ /Ynnu (n - OO) )
ahol (v,) lassan vdltozd, azaz Yisn)/vn — 1 teljesil n — oo esetén minden

pozitiv s-re.

Ismert [11, Bingham], hogy (3,) akkor és csak akkor reguldrisan véltozé

o kitevével, ha Bien) /B, — s* teljesiil n — oo esetén minden pozitiv s-re.

2.6. allitas. Legyenek («v,) és (B,) nemnegativ szdimsorozatok igy, hogy ()
lassan vdltozé n — oo esetén, valamint n=3, — 1 teljesiil n — oo esetén

valamely A > —1-re. Ekkor
Z@zﬂi ~ anZﬁi (n — o0).
i=1 i=1

Ez Bojanié és Seneta eredményeibél [11, 12] ad6dik.

2.7. Allitas. Legyenek (), (Bn) nemnegativ sorozatok gy, hogy (o) re-

guldrisan vdltozo 0 kitevével.

a) Tegyik fel, hogy Y., Bi = B, reguldrisan vdltozé p > 0 kitevdvel,
tovabba p+ 6 > 0. Ekkor

n

L
B~ B .
E ;B (5—1—,uan n (n— 00)

i=1

32



b) Tegyiik fel, hogy > ., Bi = o(B,), ahol (By,) reguldrisan vdltozé p > 0
kitevovel, és 46 > 0. Ekkor

Z aiﬁi =0 (Oéan) (n — OO) .

Bizonyitas. a) Tegyiik fel el6szor, hogy 6 = 0, azaz (ay,) lassan véltozo.
Bojanié¢ és Seneta eredményei [12] szerint (ldsd még: [11, 1.9.8.tétel] egy
nemnegativ lassan valtozé (a.,) sorozathoz talalhaté egy () sorozat, melyre

a, ~ o), han — oo, és

Oél
lim n (1 — ",—1> = 0. (2.3)
n—oo (0

n

Ebbél kovetkezik, hogy a1/, — 1, ha n — oc.

[tt minden sorozat nemnegativ, ezért

n n n—1 i
doaibi=an)y B+ (of—ai)) B=
i= j=1 i=1 =
| n n-l 1 / o i
:a;ZBJ’ —Zi (1 — ?i ) ( i;l Z/BJ) (2.4)
i=1 ‘=

i=1 aiJrl

teljesiil n — oo esetén.

Az (ay,) sorozat lassan valtozé. Feltételezésiink szerint ) 7, 8; ~ ~,n*

teljesiil n — oo esetén valamely lassan valtozé (7,) sorozattal. Ebbdl kvet-
kezik, hogy i™' 3% | B; ~ 7;i*7!, ha i — co. Mivel A = pi— 1 > 0, a 2.6.
allitast alkalmazva kapjuk, hogy

n

n 7 n
OééJrl ) ! ap—1 ! spu—1 1 o
_i /By ~ A 17t ~ Q1 Tn ? ~ — QRN
=1 7=1 i=1 K

i=1
Ezt a (2.3) egyenlettel 6sszevetve adédik, hogy a (2.4) egyenlet jobb oldalanak
méasodik tagja o (a,y,n#), ha n — oo.

Az els6 tag aszimptotikusan egyenl6 az «,y,n* kifejezéssel n — oo esetén.

Vagyis azt kapjuk, hogy
Z Oéiﬁi ~ Z a;ﬁz ~ Oén’ynnu (n — OO) :
i=1 i=1
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Legyen most 0 nullatél kiillonbozo. Lehet negativ is a p+ 6 > 0 feltétel

é

mellett. Legyen «a,, = k,n’ és B,, = v,n* lassan véltozé (k,), illetve (7,)

sorozatokra. Ekkor

n n n—1
Ziéﬁi = Zits (B — Bi_1) = n°B, + Z <i5 - (i+ 1)6> B, =
i=1 i=1 i=1
n—1
=n’B,—0Y "' (1+0(1)B; =
i=1

n—1
= ,n®T — (1 + 0(1)) (52 YT (0= 00) .
i—1

(7n) lassan véltozd, és A = d+p—1 > —1, vagyis a 2.6. allitds alkalmazhato:

n n—1

.5 5+ §4-p—1
E B ~ Yt “—5%2 P~
i=1 i=1

n6+u_ 1
S+pu  d+p

~ YT — 5y, Yo (n = 00) .

A (ky) és (n5 ﬁn) sorozatokra alkalmazzuk, amit médr belattunk. Igy kapjuk,

hogy

n n ' n ' [ 5t [
Z ;3 = Z Hﬂaﬁi ~ Kn Z’lé@' ~ EpYnn' T = —— a,, B,,.
i=1 i=1 i=1 0+ p 0+ p

b) Feltehets, hogy (B,) monoton nové, hiszen minden pozitiv kitevés re-
gularisan valtozo sorozathoz talalhaté egy vele aszimptotikusan egyenlé mo-
noton novekedd sorozat. Legyen ugyanis 5/, = 3, + B, — B,_1, ahol By = 0.
Ekkor g/, > 0, és

=1 i=1

vagyis ez reguldrisan valtozé p kitevével. Az a) részt felhasznélva:

—~
;8 ~ —— a, By,
; p 0+

tovabba .
o
a; BZ - Bi— ~ Oéan.
Z_Zl ( 1 o+ p
Kivonds utdn kapjuk, hogy > ", a;5; = oo, By,). O
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2.8. allitas. Legyenek ai,as ... €s by, bs, ... nemnegativ szamok, melyekre

R .
hm—E a; = K <oo, lim nb,=1
1=

teljesil. Ekkor
a) exp (D1, a;b;) requldrisan vdltozé K kitevbvel, amint n — oo;

b) exp (D1, azbis;) lassan vdltozd n — oo esetén barmely valds szamok-

bdl dllo, korldtos (s,) sorozatra.

Bizonyitds. a) Legyen m = [tn], t > 1, ésr, = 3" a; — K (n > 1).
Tudjuk, hogy az (r,) sorozat nulldhoz tart.

Ekkor
S b= 3 M Y (K ) — (= DK + i) =
i=n+1 i=n+1 i=n+1
= Z a;qi—FKZ%—FZ(Ti—Til)—F Z Tii_l.
i=n+1 i=n-+1 i=n+1 i=n-+1

A jobb oldalon az els6 6sszeg nullahoz tart, mivel

<y wlal o N g = o). (2.5)

A masodik 6sszeg Klogt + o(1), a harmadik pedig 7, — 7,1 = 0(1). Az
utolsé Osszeg szintén nulldhoz tart.

b) Legyen m = [tn], t > 1. Most

m m 2
2,9 a; (1 + ql) a;S;
7 7
i=n+1 i=n+1

A feltételezés szerint

i K+ar—(—-1riy K i :
a—.: Rl .(Z )7 1:_.+7’i_7’i71+r.1—>0 (i — 00),
i i i i

igy ,
q§=—( +q.)as —0 (i — 00).
(3
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A (2.5) becsléshez hasonléan fejezhetjiik be a bizonyitast:

m m CL'q, " m
Z a2b?s;| = Z T Sg,z a;ld]=o0(1). O
i=n—+1 1=n-+1 i=n-+1

2.5. Bizonyitasok

2.5.1. Kapcsolat a legalabb d foku csiicsok szamaval

Az egyszerliség kedvéért a pontosan d foki csticsok X* [n, d] szdma helyett a
legalabb d foku csucsok szamat vizsgaljuk a kivélasztott halmazban, és ezt

Z*[n, d]-vel jeloljik. Azaz n > 1 és d > m egészekre legyen
Z*[n,d) = |{v €S, : deg, (v) >d}| = ZX* n,j). (2.6)

Sziikség lesz az alabbi jelolésekre is.

n

:ZI*[n,j], J[n,d)=> In,jl.

j=d
El6szor megmutatjuk, hogy a 2.1. tétel kovetkezik az alabbi allitasbol.

Minden d > m-re Z*[n,d] ~ z4|S,| 1 valdsziniiséggel n — oo esetén

valamely z4 pozitiv szamokra. Tovabba

Zm =1, zqg= (d>m+1). (2.7)

Vilagos, hogy
X [n,d =Z"n,d — Z"[n,d+1] (n>1,d>m),
igy
X" [n,d] = (24 — Zar1) [Sa| + 0 (Sh])
1 valdszintiséggel n — oo esetén. Vagyis a

lim —X [, d]

ne (S,
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hatarértékek minden d > m-re 1 valdszintiséggel 1éteznek, és v4 = 24 — 2411

minden d > m-re.
Konnyen lathaté a (2.7) egyenléségek felhasznaldsaval, hogy

km o0 ,
L m +0‘ijm+1 4%  agp

Fm - [

o+ .

Tm = Zm — Zma1 = 1 —

hiszen (gq) valdésziniiségeloszlds a 9. feltétel szerint.

Ugyanigy a rekurzié felhasznalasaval:

k 00 00
Zat a0 a
Td = 24 — Rd+1 = ”d — = 24 — E q | -

kg kg
« + cq o —I— cq j=d+1

frjuk fel ezt eggyel kisebb d-vel, és rendezziik at, majd alkalmazzuk a korabbi

egyenlségeket:
oo
kg1 ,
Tg |+ =o| 24-1— E q; |
Cd—1 —d
oo
ka1 ,
Td—1 = | Z4-1 — E q; —Tg-1 | 5
Cd—1 —d
o0
ka1 B ,
$d710— +aqq=o| 24-1— E qj — Td-1 | ;
d—1 j=d+1
o0
ka1 ka\
Tg1—— +aqqg = | z2g — E 4G | =Ta|la+ —|;
Cd—1 jedt1 Cd
T kd—l _|_ aq
vy — d-1¢,, d
o 4 He

cd
Ez éppen a (2.2) rekurzid, a 2.1. tétel egyik allitdsa. Itt a nevezdk pozitivak,
mert az 1. és 8. feltételek biztositjak, hogy ¢4 és a pozitivak, k; nemne-
gativitdsa pedig kovetkezik a tobbi feltételbdl (lasd a 2.1. lemmat és a 2.3.
megjegyzést).
Szintén konnyti ellendrizni, hogy (z4) valdszintliségeloszlds, vagyis Gssze-

gezve 1-t kapunk. A (2.2) rekurzids egyenletek atrendezésével adédik, hogy
k

m
T+ Ty = Q@Gm,
m
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és
kq ka1
Ta + Tg — = Tq—1
Cd Cd—1

+ag (d>m+1).

Ezeket az egyenloségeket 0sszegezve:

o) o
Dowa= a=1
d=m d=m

Felhaszndltuk, hogy a 8. és 9. feltételek szerint o« > 0, és a (gq) sorozat

valdszintiségeloszlas.

A kévetkez6 1épésben megoldjuk a (2.2) rekurzidt az (z4) sorozatra, és
megvizsgaljuk a kapott eloszlast. Mivel (c¢q) polinomidlisan, (pg) pedig ex-
ponencialisan csokken, k; = Z;l:m (pj —¢j) elég nagy d-re pozitiv. Az
aldbbiakat ennek megfeleléen csak olyan d-re irjuk fel, ahol ez mar teljestil,
amennyiben k; = 0 esetén nem értelmezheté mennyiséget kapnank. Mi-
vel d — oo esetén fennallé aszimptotikdra vagyunk kivancsiak, ez a vég-

eredményben nem jelenik meg.
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
d—1

kd ti+Oé
tg = — = d> )
d st Qg H ‘. ( _m)

i=m

Az alabbi médon kapott sorozat teljesiti a rekurziot:

Tq = td—li—Oé ;%’a gtji{a (d>m),
ugyanis
md_l@ e = el S%acﬁ b aqq =
Cd—1 tg—1+ @ pr 11 L+a
-1 d-1
= ;q’iagt]’—{_ + gy = x4 (tg + @)

A 2. feltétel szerint c¢q ~ K - d™7 teljesil d — oo esetén, tovabba a 4.
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feltétel szerint a (p;) sorozat exponencidlisan csokkend. Vagyis d — oo esetén

d d77+1
kd:_;(cj_pj)N_K' S
d-7+1
¢ _kd _K'f'erl o d .
d— — - )

Cd K-d=— v—1
d—1 N d—1 a(y—1)
— =)~ NI UKo
ad—H<1+ti) H<1+ Z, ) K'-d
=0 i=0
valamely K’ > 0-val.
A 9. feltétel szerint a (gq) sorozat is exponencidlisan csokkend, igy az

alabbi kifejezésben szerepl6 Osszeg konvergens d — 0o esetén:

d
1
Ty = —T—"—7T E a;q;Cx.
d ad(td+a) q

Felhaszndlva az (ag)-re és (tq)-re kapott aszimptotikat, kovetkezik, hogy

d

1

Tg=———Y ago~L-d 07071
T g (ta + @) ; e

teljestil valamely L > 0-val.

Tehat a kivalasztott csucsok halmazara vonatkozé aszimptotikus fok-
szameloszlas is polinomialisan csokken, és ennek karakterisztikus kitevojét
a és v meghatarozzdk: 7* =a(y—1) + L.

Vagyis a 2.1. tétel valoban kovetkezik a Z* [n, d]-re vonatkoz6 allitdsbol

és a (2.7) rekurziobol.

2.5.2. A bizonyitas fo 1épései legalabb d fokii csticsokra

Ebben a szakaszban a legalabb d foku cstucsokra vonatkozo allitas bizonyita-
sanak menete szerepel d szerinti teljes indukciéval. A kozben kimondott

lemmakat ennek a szakasznak a masodik felében igazoljuk.

2.2. megjegyzés. A bizonyitas tovabbi részében a 2. feltételt nem hasznal-
juk fel. Ez mutatja, hogy ez a feltétel a lokalis fokszameloszlas létezéséhez

valéban nem sziikséges, csak annak polinomialis csokkenéséhez.
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Az indukci6 kezdo 1épése, a d = m eset vilagos, mert az 1j csucs kezdeti
fokszéma sosem kisebb m-nél, a fokszam nem cstkken, igy S, \ Sp minden
csucsa legalabb m éllel rendelkezik. Sy rogzitett, véges halmaz, a legalabb m

fokt csicsok aranya 1 valészintiséggel z,, = 1-hez konvergal.

Tegytik fel, hogy valamely d > m + 1 egészre
Z*[nyd —1] ~ zg_1|Sa]  (n — o0) (2.8)

teljesiil z4_1 > 0-val 1 valészintiséggel.

Eloszor meghatarozzuk az S, 1-beli, legalabb d foku cstucsok szamanak
feltételes varhato értékét az F,, o-algebrara vonatkozéan (n > 1). Természe-
tesen tovabbra is a teljes grafra vonatkozo fokszamokat tekintjiik. fgy egy
Sp-beli csicsot akkor kell ide szamitanunk, ha a fokszama legalabb d mar
Gp-ben is, vagy ha a fokszama éppen d — 1 volt G,-ben, és az 1j csucs, v,11,
csatlakozik hozzd. Az 0j csics, v,y akkor szdmit, ha kivalasztott lesz (ez
a kezdeti éleinek behizdsa utdn rogton eldol), azaz S, 1-beli, és a kezdeti,
G 11-beli fokszama legalabb d. fgy az alabbi egyenletet kapjuk mindenn > 1

egészre.
Zn+1,d=Z"[n,d+Y*[n,d— 1]+ J [n+1,d]. (2.9)
Vegyiink feltételes varhaté értéket F,-re:

E(Z*[n+1,d)| F,) =
= Z*[n,d+ E(Y*[n,d—1]| Fo) + E(J*[n+ 1,d)| F,) . (2.10)

A 3. feltétel szerint azonos foku régi csticsok azonos valoszintiséggel kapnak

élt az 14j csucstol, v,,1-t6l. Ebbol — indikatorokra bontassal — kovetkezik,

hogy
Y*[n,d| Y [n,d]
E - Al e > 1). 2.11
(vpal”)=#(xpal7) 20 ew
El6fordulhat, hogy X [n,d] = 0, ilyenkor Y [n,d] = 0 is biztosan fennall. Az
ilyen tipusi, 0/0 alakd hanyadosokat 1-nek definidljuk.

40



Igy a (2.10) egyenlet jobb oldalén a kozépsé tag stalakithaté (2.11) segit-

ségével:

E(Z"[n+ 1,d|F,) =
E(Y [n,d—1]| F,)

=Z"[n,d] + X" [n,d —1] Xl d_1]

+E(J [n+1,d| F).
(2.12)

(2.6) szerint X*[n,d — 1) = Z*[n,d — 1] — Z* [n,d], igy a (2.12) egyenletbdl
azt kapjuk, hogy

E(Z*[n+1,d)| F,) = Z* [n,d| (1 _EX[nd- 1]\]3))

X [n,d—1]
E(Y [n,d—1]| F,)

+Z"[n,d —1] Xd—1

FE(J [+ 1Ld|F) (2.13)

minden n > 1-re.

1 > 1-re vezessiik be az aldbbi jeloléseket.

1, ha X [i,d] = 0

) -1
(1-252) " x>0

bli,d] =

Legyen c¢[1,d] = 1, n > 2-re pedig

n—1

cln.d) = [ olid. (2.14)

i=1

Ekkor minden elég nagy n-re

cln,d (1_ E(Y[n,d]lfn)).

cln+1,d]

A legtobb modellben az E (Y [i,d — 1]| F;) feltételes varhato értékek egy-
szerlien kiszamithatok, és igy c[n,d] aszimptotikdja is meghatdrozhatd. A
mostani, altalanos feltételek mellett a varhato értékek nincsenek explicit
modon megadva. Ahogy a kovetkezd segédallitdasok mutatjak, a grafmodellre
vonatkozo feltételekbol a részletosszegek aszimptotikajat meg lehet hataroz-

ni, és ebbdl ¢ [n, d] aszimptotikdja is adddik.
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A lemmaékat késobb bizonyitjuk, miutan megmutattuk, hogy felhasznala-
sukkal a tétel hogyan igazolhat6. Ugyanakkor a lemmakban végig hasznalni

fogjuk az indukciés feltevést, (2.8)-t

Tekintsiik az alabbi részletosszegeket:
Z E(Y[i,d|F) (n>1).
2.1. lemma. d > m-re
ZE [i,d]| F;) =ks-n+o(n) (n— o0) (2.15)
1 valdsziniséggel.

2.3. megjegyzés. A definiciébdl 1athat6, hogy S [n,d| nem lehet negativ,
igy ebbol a lemmabdl k; > 0 azonnal kovetkezik d > m-re. A 10. feltétel

ennek a mennyiségnek a pozitivitasaval kapcsolatos.

2.2. lemma.
c[n,d] ~ aln,d] - n*/¢  (n = c0)
1 waldszindséggel d > m-re, ahol an,d] pozitiv és n — oo esetén lassan

valtozo.

A (2.13) egyenlet szerint a
Vin,dl =cln,d—1]2Z"[n,d] (n>1) (2.16)

folyamat szubmartingdl rogzitett d mellett. Jeldlje A [n,d] a V [n,d] Doob-

felbontasaban szerepl6 kanonikus névekvé folyamatot, amely igy adhaté meg;:

Afnad) =S elit 1.d -1 2 id 1) EO A=)
T ’ ’ X [i,d —1]

i=1

+

+§5dr+Ld—ﬂE(fH+1ﬂwﬂf (2.17)

i=1

El6szor A [n,d] aszimptotikdjat irjuk le.
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2.3. lemma. Tegyiik fel, hogy Z* [n,d — 1] ~ z4_1|Sy| 1 valdsziniiséggel tel-
jestl valamely d > m + 1-re n — oo mellett. Ekkor

kd—l oo
oy, T O Zj:d qj

kq—
a_|_ d—1
Cd—1

Zd—1

Aln,d] ~ a[n, d) Gunotha-1/car 1 waldsziniiséggel.

Vegyiik észre, hogy mivel o > 0 a 8. feltétel szerint, és zy 1 > 0 az
indukcios feltevés szerint, a 10. feltételbdl kovetkezik, hogy a jobb oldal elso
tényezoje pozitiv.

A kovetkezo 1épésben felsé becslést adunk a feltételes szérasnégyzetekre.

Legyen .
1ﬂm@:§:pavuﬂw54)(nzm.

2.4. lemma. Tegyiik fel, hogy Z* [n,d — 1] ~ z4_1|Sy| 1 valdsziniiséggel tel-
jestul valamely d > m + 1-re n — oo mellett. Ekkor

Bn,d)"?*log Bn,d) = O (An,d]).

Vagyis a 2.3. allitasbol kovetkezik, hogy V' [n,d] ~ A [n,d] 1 valsziniiség-
gel n — 0o esetén. Igy a 2.2. és 2.3. lemmak segitségével kapjuk az aldbbi

aszimptotikat:
kd71 o0
Z* [n,d] ~ fat T = Gn®  (n— 00).
o+ a
Tehat

Z* [n,d] ~ zqn®  (n — 00)

teljesiil, ahol
k

i1 o
et T O‘Zj:d qj

kq—
a_|_ d—1
Cd—1

Zd—1

2a = (2.18)

S, mérete aszimptotikusan (,n® a 8. feltétel szerint. Vagyis (2.7) bi-
zonyitasa kész, ha a 2.1-2.4. lemmakat belatjuk. Mésrészt z; > 0, hiszen
a > 0 a 8 feltétel szerint, z4_1 > 0 az indukcids feltevés szerint, a 10.
feltétel miatt pedig a két tag koziil legalabb az egyik pozitiv lesz. fgy a teljes
indukcid folytathatd, és azt is belattuk, hogy a rekurzié pozitiv tagokat ad.
O
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2.5.3. Az 1. lemma bizonyitasa

A (2.9) egyenlethez hasonléan, de az &sszes csticsot figyelembe véve lathato,

hogy
X[i+1Lj]=Xi,j]-Yi,j+Y[i,j—1]+T[i+1,j]

teljestil ¢ > 0 és j > m esetén. Ezt ¢ = 1,..., n-re osszegezve kapjuk, hogy

n+1

X[n+1,j]-X[1,j]=- Z (i, ] +ZY i.j—1] +Zu] (2.19)

=1

minden j > m ésn > 1 valasztassal. Az 1. és 4. feltételekbdl, illetve a (2.19)
egyenletbdl kovetkezik, hogy

S Vlig = 1= YY) = (e~ py) nto(n)

teljesiil 1 valdszintiséggel n — oo esetén, ahol j > m tetszoleges. Ezt j =

m,...,d-re Osszegezve:
n d
S V[idl ==Y (¢;—p;j)-n+o(n)=ksn+o(n) (2.20)
i=1 j=m

1 valdszintiséggel n — oo esetén. Emiatt elég beldtni, hogy
—Z Y [i,d)|F)) =0 (n— o0).

Legyen d > m, és n > lore M, = > " (Y [i,d] — E(Y [1,d]| F})), Gn =
Frni1- Vildgos, hogy (M, G,) martingal. Az 5. feltétel felhasznalasaval felsé

becslést adunk a 2.2. allitasban szereplo kanonikus névekvé folyamatra.
Y DY d| Ry < S B (Y dP| ) <
i—1 i=1
< Zn: CiE(YTi,d)| Fi) + zn: E(Y[i,d?I (Y[i,d] > C;)| F) < (2.21)
< zn:C’E (Y [i,d]| Fi) + zn:E (Z31(Z4> Cy))

=1
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tetszoleges C; > 0-val. Legyen ¢ > 0 olyan, hogy x = F (efzd) véges, €s
1 > 3-ra legyen C; = glogi. A 2 — 2%e %% fiiggvény monoton csokkend

z > 2ora, fgy 2%e % < CPe <% érvényes, ha z > C;. Vagyis

E(Z31(Zy> Cy)) < C}e=CE (411 (Zy > Cy)) < (2/e)? (logi)*i k.
(2.22)
A végtelen sor konvergens, ezért a (2.21) egyenlet jobb oldalan 4ll6 masodik

Osszeg rogzitett d mellett korlatos.

Masfelél Y [i,d] < |V;| < i+ 1 a definiciobdl kovetkezik, igy
n n 2
Y CE(Yi,d]|F) <) “logi-(i+1) =0 (n’logn).
g
=3 =3

Tehdt A, = O (n?logn). Ezt a korldtot tovabb javitjuk. Alkalmazzuk a 2.2.
allitdst az (M,) martingélra. Azt kapjuk, hogy M,, = O (n'*") minden n > 0-
ra 1 valészinlséggel. A (2.21) egyenletbél kévetkezik, hogy > " Y [i,d] =
O (n), ezért

ZaE(Y[i,dum <C Y E(Y[id|F)=

i=1
=C, (ZY i, d] — Mn> =0 (nH" log n) )
i=1

Igy adédik, hogy A, = O (n'*"logn). Vagyis a 2.2. allitds szerint M, =
0 (n%”’ log n) majdnem mindeniitt az { A,, = 0o} eseményen, minden n > 0-
ra. Tehat M,, = o(n) teljesiil 1 valészintiséggel, ahogy n — oo, és ezzel a 2.1.

lemma bizonyitdsa kész. 0

2.5.4. A 2. lemma bizonyitasa

Legyen d > m tetszbleges. A 2.1. lemmabdl és az indukcids feltevésbol
kovetkezik, hogy

X[nd = X[n.d -0 (n—00).
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—z4+0 ($2) (

Vagyis a (2.14) egyenletben hasznalhatjuk az 1 —z = e x — 0)

kozelitést. Pontosabban, legyen

ai:S[Z’d]_S[Z_l’d], b —

Cq X [Z,d]7

ha X [1,d] > 0, és a; = b; = 0 kiilonben. Ekkor a; és b; nemnegativak. S6t

1< 1 < , , Sn,d] kg

= i = — Sli,d —S[i—1,d]) = — 5 —

S D= S =Sl L) ==
n — oo esetén a 2.1. lemma szerint. Az indukcids feltevés szerint pedig
X [n,d] ~ ¢4+ n, amibél adédik, hogy nb, — 1, ha n — oo. Vagyis a 2.8.
allitas alkalmazhaté az (a,) és (b,) sorozatokra K = kq/cy vélasztassal. Igy

az a) rész szerint

- " S[i,d —S[i—1,d
exp(Z;ain):exp (Z [ ]X[z,[d] ]>

i=1

regularisan valtozé K kitevével. K = 0 azt jelenti, hogy a sorozat lassan

valtozo.

A maradéktagokbdl lassan valtozé szorzotényezo keletkezik, hiszen a 2.7.

allitas b) része szerint

~ 5 "L (S iyd] — S 1,d)\?
exp(Zaibisi>:exp<Z< [ ]X[Z,[d] ]) si)

i=1 =1

lassan valtozo, ha (s;) korldtos.

Ezekbdl adddik ¢ [n, d| aszimptotikdja. O

2.5.5. A 3. lemma bizonyitasa

A (2.17) egyenlet szerint A[n,d] = A; + As, ahol

A1=ic[z’—|—1,d—1]2*[i,d—1] E[i,d—1]| F)

=1
n

Ay=> cli+1,d=1E(J i+ 1,d|| F).

i=1
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Mar ismerjik S [n,d — 1] és c¢[n,d — 1] aszimptotikdjat a 2.1. és a 2.2.
lemmakbdl. Tovabbd Z* [n,d — 1] ~ z4-1|Sy| ~ za—1Gn® teljesiil 1 valo-
szintiséggel az indukcids feltevés és a 8. feltétel miatt. Y [n,d — 1] nemne-
gativ, hiszen azon d foku csicsok szama, amelyekhez az 1j cstcs csatlakozik.
Igy

n

1
Av~ Yy ali ld = 1] sz Git —— E(Y [i,d = 1| F) =
L Cd—11?
= 2N G+ 1,d — 1) Gibe/ete L B (Y i d — 1)) F)
Cd-1 %5

Alkalmazzuk a 2.7. allitast a kovetkezo szereposztassal. Legyen
ap=an+1,d—=1]¢, fn=FE(Y[nd—1]|F,)

n > l-re, és
5= ka1 a1
Cd—1

A 8. feltétel és a 2.2. lemma biztositjak, hogy («,) lassan valtozé n — oo
esetén. Ugyanakkor > " ;= S[n,d—1] = (14+0(1)) kg—1n, ha n — oo,
és itt kg1 > 0, ezért a,, = kg1 és p = 1 teljesitik a feltételeket, az a) vagy
b) részt attdl fiiggden, hogy kq_1 pozitiv-e. Végil u+6 = ky_1/cq—1+a > 0,
mert cq_1 és o pozitivak az 1. és 8. feltételek alapjan, ky_; pedig nemnegativ

a 2.1. lemma szerint.
A 2.7. allitast alkalmazva kapjuk, hogy
Zd—1ka—1 1

k
Cd—1 o+ CZ i

Al = (1 -+ 0(1)) . -a [n7 d— 1] o nkd—l/cd—1+a

1 valdszintiséggel n — oo esetén.

Most A[n, d] mésodik tagjat vizsgaljuk. Mivel
d—1
Jli+1d=I@+1) =Y I'li+1,4],
j=m
lathato, hogy

d—1
E(J' i+ 1,d)|F)=EI"(i+1)|F)-> E(I'[i+1j]|F).
j=m
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fgy a 2.2. lemmabdl adddik, hogy

n

Ay~ ali+1,d — 1] ik /e
=1
d—1
(E(I* G+ DI F) =Y E(I"[i+1,] |]—")>
j=m

Legyen a,, = an+1,d—1], § = kq_1/cq1 és B = E(I*(n+1)| F,).
A 2.4, és a 8. feltétel szerint

Y B> I i+ 1) =|Sun| = I"(1) ~ Gn®  (n— ). (2.23)
=1 =1

Ezért alkalmazhatjuk a 2.7. allitds a) részét p = o > O-val. A 6+ p > 0
feltétel is teljestil. Tehat

n

1,d—1
E C[i+17d_1]E([*(i+1)|E)Naa[n+k’ ]CnnoHrkdﬂ/CdA
i=1 O“Lcjj

1 valdszintiséggel n — oo esetén.
Ugyanakkor rogzitett j < d — 1-re tudjuk, hogy

ic[iﬂ,d—1]E(I*[z‘+1,j]|55>~

i=1
NZaz—l—ld iRt/ B (1 [i 4 1, 4]| Fi)
a 2.2. lemma miatt. Ebben az esetben a,-t dgy valasztjuk, mint el6bb,

B pedig E (I* [n+ 1,7]| Fn) legyen. A 9. feltételt és a (2.23) egyenletet

felhasznalva:

D Bi=D E(I'[i+1,j)|F) =

=1

=(g; +0(1)) ZE(I* (i + DIF) = (g +0(1) Gn® (2.24)

48



1 valdszintiséggel n — oo esetén. Ezért a 2.7. allitds a) vagy b) része alkal-

mazhaté pu = a-val, attdl fiiggden, hogy ¢, pozitiv-e. fgy kapjuk, hogy

Zc[i+ Ld-1E(I"i+1,j]| F) = Mwﬂ[n,d— 1] ¢yntka-1/ca
i=1 a+

1 valdszintiséggel n — oo esetén. Tehat arra jutottunk, hogy

d-1
@ . . atkqg_1/cq—
Ay~ (1 - Z q; + 0(1)) R aln,d— 1] §nora-t/ca-1 (2.25)

j=m Cd—1

1 val6sziniiséggel n — oo esetén. Mivel (gq) valdszintiségeloszlas a 9. feltétel
szerint, (1 — Z i—m qj> = Z?‘;d ¢;. Ezzel az allitds adddik. O
2.5.6. A 4. lemma bizonyitasa

A (2.16) egyenlet szerint
sz A Fir) =3 elid— 17 D* (2 [i.d)| Fiy).

Ugyanakkor a (2.9) egyenletbél:

D*(Z*[i,d]| Fioa) < E((Z° li,d) — Z" [i — 1,d])?| Fiea) =
E(Y*z—l d— 1]+ J"[i,d)’| Fi1) <
28 (Y*[i —1,d— 1| Fimy) + 2B (J* [i,d]| Fiy) .

IA

Bn,d <2 cli,d=1*E(Y*[i—1,d— 1’| F;i.1) +
+2Y i, d =1 E(J[i,d]| Fio1) = 2By + 2B, (2.26)

A By és By osszegeket kiilon becsiiljiik.

A 2.1. lemma bizonyitasahoz hasonléan rogzitsiik € > 0-t agy, hogy k =
E (e%1-1) < o0, és legyen C; = 2logi. Az 5. feltétel és az Y [i,d] <Y [i,d]
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egyenlGtlenség felhasznalasaval adodik, hogy
E(Y[i—1d—17|Fi) <
<GE(Y*[i—1,d=1)|Fo)+ E(Z;_ I (Zgy—1 > Cy))
A jobb oldal elsé tagjanak becsléséhez a (2.11) egyenletet hasznéljuk.

EQ”ﬁ-Ld_1NEA):E(YU—Ld—HULQ

X*[i—1,d—1] <

X[i—1,d-1]
E(Y[i—1,d—1]| Fi-1) 1Si]
- X[i-1,d-1] e
A mésodik tagra (2.22) alapjan adédik, hogy O ((logi)?i—2).
Mindezekbdl azt kapjuk, hogy
S E(Y[i—1,d—1]| F)
B, < d—1]°C; : -
+0 (Z cli,d — 1]2(logi)2i_2> .
i=2

Az itteni mésodik Osszeg konvergens. Az elsé 6sszegben c[i, d — 1] aszimpto-
tikdja a 2.2. lemmabdl olvashaté ki, |S;_1|-é a a 8., X[i — 1,d — 1]-é pedig
az 1. feltételbol. Tehét

i
X[i—1,d—1]

cli,d—1)*C;

reguldrisan valtozé 0 = 2kg_1/cq—1 + a — 1 kitevével. Masrészt a 2.1. lemma
szerint az E (Y[i — 1,d — 1]| Fi_1) vérhaté értékekbdl 116 sszeg is reguldri-

san valtozo 1 kitevovel. fgy a 2.7. &llitas a) részébol kovetkezik, hogy
B, =0 (a[n, d — 1]*(log n)?¢, na“kd*l/cd*l) )

By becsléséhez a 2.7. 4llitds a) részét alkalmazzuk a; = cfi,d — 1] és §; =
cli,d — 1|E (I*[i,d]| Fi—1) valasztdssal. Azt, hogy a > f3; Osszeg reguldrisan
valtoz6, mar lattuk a (2.24) egyenletben. Igy

By = 0 (a[n,d — 1]* ¢, n+2ha-1/ei-r)
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Visszatérve a (2.26) becsléshez, arra jutottunk, hogy
B [n7 d] -0 (na+2kd—1/6d—1+n)
minden 7 > O-ra. Tehat

Bn, d]1/2 log Bn,d] = O (na/2+kd—1/cd—1+") (n — 00).

A kapott eredményt a 2.3. lemmaval Osszevetve és felhasznalva, hogy
az. A[n,d| aszimptotikdjaban szereplé szorzétényezé pozitiv, a 2.4. lemma
bizonyitasa adodik. 0

2.4. megjegyzés. Mint mar lattuk, S[n,d] nemnegativitasa miatt a 2.1.

lemmabdl kovetkezik, hogy k; > 0 minden d > m-re. Ez azt jelenti, hogy

chij (d=m).

J

d
Jj=0

d
=0

Szemléletesen: egy egyenletes eloszlas szerint valasztott csucs aszimpto-
tikus fokszama nagyobb vagy egyenld egy 1j csics fokszamandal. Ez Ossz-
hangban van azzal a tulajdonsdggal, hogy egy rogzitett csucs fokszama nem
csokkenhet.

Masrészt a 2.1. lemmahoz hasonléan belathaté, hogy

amely a kivalasztott csticsok halmazara vonatkozd analdég egyenlotlenség.

2.6. Modellek

Megmutatjuk, hogy az el6z6 szakaszban bizonyitott tétel hogyan alkalmaz-

haté konkrét modellekre.

Az elsoként szereplé modell a legegyszeriibb, linearis silyozasu véletlen

fa. Ezutan ezt dltalanositjuk gy, hogy az igynevezett publikaciés modell [5]
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egy specidlis esetét kapjuk, és a feltételek konnyen ellenérizheték legyenek.
Itt cstcsok csoportjai kapnak egyszerre 1j éleket, és nagyobb foku csiicsok
nagyobb valdszintiséggel keriilnek be ebbe a csoportba. Majd véletlen mul-
tifakat vizsgalunk. Ebben csak csticsok bizonyos csoportjai kaphatnak egy-
szerre 1j éleket. Végiil egy olyan linearis silyozasi modellt tekintiink, ahol

az 1j élek egymaéstol fliggetleniil sziiletnek, és az 1ij csucs foka nem rogzitett.

2.6.1. Linearis sulyozasi fa

Egyetlen élbol kiindulva minden 1épésben egy 1j csticsot és egy 1j élt adunk
hozzé a grathoz. Az n. lépésben az 1j csucsot egy adott d foku régi cstucshoz
gl%ﬁl valészintiséggel kotjik hozza, ahol § > —1 a modell paramétere, T,,_;
pedig a csicsok stlyainak dsszege n — 1 1épés utan: T, = (2+ f)n+ 5. Az
egyes lépésekben a sorsolasok egymastol fliggetlenek.

Ezeket a linearis silyozassal megadott rekurziv fakat széles korben vizs-
galtak, lasd példaul Pittel [56, 1994], Rudas, Téth és Valké [61, 2007] illetve
Drmota [25, 2009] munkajit. 8 = 0 esetén az Albert—Barabasi-fat kapjuk [8,

Albert, Barabdsi, 1999].

Formélisan [ = 2, Vo = {uy,us}, és Ey = {(u1,u2)}, So-t kés6bb de-
finialjuk.

A kivélasztott csiucsok halmaza a fa egy szintje lesz. Legyen j > 1

rogzitett egész szam. Az n. lépésben az 1j csucsot, v,-t kivalasztjuk, ha

az uy csucstol mért G,-beli tavolsaga j.
A fokszameloszlas explicit alakja (ldsd példaul Méri [44, 2002])

2+ @d+B)T(3+28)
= T3z 42U

amibél 2+ BT (3+26)
~ . —(348)
cd I'(1+p) d

a karakterisztikus kitevé pedig

(d — o0),

y=3+05>2.
Ezzel az 1. és a 2. feltételek teljesiilnek.
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Vilagos, hogy a 3. feltétel teljestil. Az 1j csics foka minden lépésben
1, igy m = 1és a4, 5 ¢és 9. feltételek nyilvanvalé médon fennallnak.
Ugyanigy lathatdé, hogy py = 0 minden d # 1-re, és py = 1. Ebbdl a 10.
feltétel is azonnal adédik, hiszen (c¢g) pozitiv tagu, 1 dsszegli sorozat.

Legyen j > 0O-ra a j. szint azon pontok halmaza, melyek a gyokértol j
tavolsagra vannak. Jeldlje L [n, j] a j. szint méretét n 1épés utan, ekkor [46,

Méri, 2006] alapjén 1 valdsziniiséggel teljestil, hogy

Jj—1 )
Lin,j] ~ ng%e_”(”) =0 (nﬁ (log n)ﬁl) (n — o0),
j—1)!
ahol ¢ pozitiv valdsziniiségi valtozo, és u(n) = % log n.

Rogzitsiink egy j > 1 egészt, és a kivalasztott csucsok halmaza legyen a

G, véletlen fa j. szintje.

v és u; tavolsaga nem valtozik, miutan v, éleit az n. lépésben behuztuk,
hiszen nem torliink éleket, és 1j élek sem johetnek 1étre régi cstcsok kozott.
Emiatt a 6. és 7. feltételek teljestilnek, a kivalasztott csicsok halmaza
monoton novo, és egy csucsrél elso élének behtizasa utan el tudjuk donteni,
hogy ide tartozik-e. [46] szerint a 8. feltétel teljesil a = 1/ (2 + f)-val.
Pontosabban:

j—1 1 .
|Sp| ~ né pin) e M = n2t8 (logn)’™'  (n— o0),

(=1

ahol £ pozitiv valészintiségi valtozo, és u(n) = % logn [46, 2.1. tétel].

A 9. és 10. feltételeket mar ellenoriztiik.
Tehat a 2.1. tétel alkalmazhatd. Azt kapjuk, hogy a fa egy rogzitett

szintjén létezik lokalis aszimptotikus fokszameloszlas, méghozza

1

T @z

Tqg —

Ennek karakterisztikus kitevéje pedig valéban
1
f=a(y-1)+1=——@B+p-1)+1=2
gl (v—1) 515 B+5-1)

Ez egybevag [46] 3.1. tételével.



2.6.2. Egy linearis silyozast modell

Ez a modell az el6z6 szakaszban szereplo linearis sulyozasu véletlen fak
altalanositdsa. Az 1j csics foka minden 1épésben ugyanakkora lesz. Ezzel
az (5] cikkben szereplé és a bevezetésben roviden ismertetett publikdciés mo-

dell specialis esetét kapjuk.

Rogzitsiink egy m pozitiv egészt, és egy [ > —m valds szamot. Egy adott
lépésben egy d foku csucs sulya d + [ lesz.

Egy | > m csicsbdl allo véges egyszeri grafbdl indulunk ki, ez Gj. fgy

n + [ cstuces van G,-ben minden n > O-ra.

Az 1j csucs kezdeti foka mindig m lesz, ez egyben a minimélis kezdeti
fokszam. Az 10j csucs szomszédait minden lépésben véletlentl valasztjuk,
méghozza ugy, hogy annak valdszintisége, hogy egy adott m csicsbol allo
csoportot valasztunk, a csoport Osszsilyaval aranyos. A formalis megfogal-
mazashoz legyen

T,=n2m+p)+Ty=an+Db,

ahol Ty jeloli Vj cstcsainak Osszsulyat. fgy T, lesz V,, csucsainak Osszsulya,
és a = 2m + (. Ekkor barmely n > 0 egészre és wy, ..., w,, € G, csucsokra

legyen

P ((wlvanrl) (S S (wmvvn+1) € En+1’ fn) =

_deg, (1) + ... + deg, (wn) +mP
_ - |

2.9. allitas. Az 1 —5. és 10. feltételek teljestilnek a linedris siulyozdsi mo-
dellben. Itt

oL ﬁ j=14+8+(m—1)2m+8)
T m+g ; ’
ltm ot G+ B+m(2m+f)

és a skalafiiggetlenségi feltétel v = 2m + [ + 1 karakterisztikus kitevovel

érvényes.

Bizonyitas. Az, hogy az 1. és 2. feltételek teljestilnek, kovetkezik a pub-

likaciés modellre vonatkozé eredményekbdl is [5].
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Annak valészintisége, hogy egy d foku, G,-beli v cstcs 14j élt kap, az 6t

tartalmazé m nagysagu csoportok Osszsilya elosztva az Osszes m nagysagu

csoport osszsulyaval. n + [ csucs van G,-ben, igy n > 0O-ra a kovetkezo

adodik.

P ((v,p41) € Epia| Fp) =
("N (d+ B) + () (T, —d - B)
(n—l—l—l)Tn

m—1

- n+l-m d+f m— 1

n+l—1 .cm+b+n+l—1'

m = 1 esetén, amikor véletlen fakrdl van szo, a kozépsé kifejezés masodik

tagja hidanyzik, am a végeredmény ilyenkor is érvényes.

Jelolje ismét X [n,d] a d foku csicsok szdmét G,-ben. A kordbbiakhoz

hasonléan, amikor a d foku csicsok G, 1-beli szaméra vagyunk kivancsiak,

figyelembe kell venniink azokat a G,,-beli d foki csiicsokat, melyek nem kap-

nak 1j élt; azokat a G,-beli d — 1 foku csticsokat, melyek kapnak 1j élt; végil

d = m esetén magat az 1j csucsot is. Vagyis

E(X[n+1,d|F,) =

:X[n,d]-<1—n+l_m d+p  m-1 )+

n—l—l—l.an%—b n+l—1
n+l—m d—1+ﬁ+ m—1 s
n+l—1 an+b n+l—1 dm-

+X[n,d—1]-(

Vezessik be az alabbi normald konstansokat:

n—1

c[n,d]:H(1_i+l_m'd+ﬁ m—l)‘

2 i+t1—1 ai+b i+l—1
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Logaritmust véve a maradéktagban O (%2) Osszege szerepel, ez az Osszeg

konvergens n — oo esetén. Igy

c [n’ d] ~ adn(d+5)/a+m71

teljesiil n — oo esetén valamely ag > 0-val.

Ezzel a (2.27) egyenletbdl az kapjuk, hogy a
Zlnd) = clnd X [n.d] (n>0)

folyamat szubmartingdl minden rogzitett d-re.

Haszndljuk a 2.3. allitast és a 2.5.2. szakaszban mar latott martingal-
elméleti modszert. Egy 1épésben legfeljebb m + 1 csics fokszama valtozik.
fgy az | X [n+1,d] — X [n,d]| < m + 1 Gsszefiiggés alapjan adhatunk felsd

becslést a szorasnégyzetre:

ZD2 [i, d]| Fi_1) g c[i,d]ZE((X[i,d] — X[i — 1,d)*| Fi1) <

< (m+ 1)2 cli, d] (m + 1)2 2,2(d+B)/a+2m—1
=2
A d = m esetben Z [n,d] Doob-felbontasdban szereplé novekvé folyamat

a kovetkezo:

= . aq m a+m
AnZX[l,m]—l—Zc[z,m]N (m+ﬁ)/a—|—mn( ) atm (& 0) .
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Igy a 2.3. allitds alkalmazhato, és Z [n,m] ~ A, teljesiil n — oo esetén 1
valdszintiséggel. Ezért
X [n,m] N A, N 1
n cln,ml-n  (m+p5)/a+m

n — oo esetén 1 valdszintiséggel.

’ o 1 ’
Tehat ¢, = Gy e 1. feltételben.

A bizonyitas ezutan d szerinti teljes indukciéval torténik. Tegyiik fel, hogy
az 1. feltétel teljesiil d—1 > m-re. Ebben az esetben a Z [n, d| szubmartingal

A,, kanonikus novekvé folyamata igy adhatd meg:

A1+Zc[¢,m]-(”l_m-d_”5+ m 1 )-X[i,d—l].
=2

i+1—-1 ai+b i+1—1
Az indukcids feltevést felhasznalva kapjuk, hogy

d-1+48
a tmol s aim

teljesiil 1 valészintiséggel n — oo esetén.

Ismét a 2.3. allitds alapjén adddik, hogy Z [n, d] aszimptotikusan egyenld

A,-nel, és emiatt
X[n,d EEpm—1

n % +m i
1 valdszintiséggel n — oo esetén.
Tehat az 1. feltétel teljesiil, és
1 ﬁ =B 4 m -1
“ 27;1% tmo 0 jZﬂ +m
B 1 d j—1+B+ma—a

Ebbol konnyen lathatd, hogy a 2. feltétel is teljesiil, és v = a + 1 =
2m+ B8+ 1.

Szimmetriai megfontolasbdl kovetkezik, hogy egyenld foku csticsok egyen-
16 valészintiséggel kapnak 1j élt, ez a 3. feltétel. A 4. és 5. feltételek nyil-
vanvaléan kovetkeznek abbdl, hogy az 1j cstcs foka rogzitett. Lattuk, hogy

ugyanebbol a 10. feltétel is konnyen adédik. O
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m = 1 esetén véletlen fakat kapunk, ez megegyezik a 2.6.1. szakasz-
ban latott linedris sulyozasu famodellel. A tovabbiakban az m > 2 esetet

vizsgaljuk részletesen. Eloszor a kivélasztott csicsok halmazat adjuk meg.

2.5. megjegyzés. Fz a modell lényegesen eltér Cooper és Frieze modelljétol
[20, 2003], ahol az 1j csics m szomszédjat gy valasztjak ki, hogy minden
régi csucs a fokszamanak linearis fiiggvényével aranyos valdszintiséggel kap-
jon 1j élt. Ott az 1j csucs szomszédait lényegében egyméstol fliggetlentil
valasztjak, a megadott eloszlas szerint. Vagyis annak valdszintisége, hogy
egy adott csoport kapja az 1j éleket, a csicsok sulyanak szorzataval hozhato
kapcsolatba, mig itt az Osszeg szerepel. Ennek eredményeként az aszimp-
totikus fokszameloszlasok is kiillonbozoek a két esetben. S6t mig a Cooper—
Frieze-modellben a karakterisztikus kitevé nem fiigg m-t6l, a fenti modellben

igen.

A kivalasztott csticsok halmaza az m > 2 esetben

2.10. allitas. Legyen k € N, és rogzitsik a wy, ..., wy csucsokat. A kigelolt
csucsok halmaza, S, dlljon azokbol a G, -beli csicsokbol, melyek wq, . .., wy
kozil pontosan egyhez csatlakoznak éllel. Az igy megadott S, halmazsorozat
teljesiti a 6 — 9. feltételeket.

Bizonyitas. A 6. és 7. feltétel teljesiil, mert éleket nem torliink és régi

csucsok kozott nem johetnek 1étre 1j élek.
Most a 8. feltételt ellenérizziik. Legyen roviden U,, = |S,|.

Konnyen ellenérizheto, hogy tetszoleges n > 0-ra

P(Un+1 ESn‘Fn):P(UnJrl:Un"i_l‘Fn):
B (n+l—k) (Un + kﬁ) + k(n—l;ln—_kQ—l) (Tn _ Un _ kﬁ)

m—1 o
(50T
2 Un + Y
2m+p)n’

(2.28)
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ahol

n+i—k n+l—k—1

m—1 ) Tn

n
nHRy (k) nH—k—1
Yn = kﬁ( el )(n+l—1(1) = ) ’ ( m;‘;ﬁ) t +k (2m + 5) n ((nT—l—jl)) =

:k6+(m—1)k(2m—|—ﬁ)+0<%).

Felhasznéltuk, hogy T,, a csicsok osszsilya G,-ben, azaz T,, = (2m + ) n +
T5.

Legyen ny € N olyan nagy, hogy z, > 0 érvényes minden n > ng-ra.

Tovabba legyen L = max Zu—Yu
u>ng

- és rogeitsiik j > no-t.
Az I jelolést hasznalva egy esemény indikatorara adédik, hogy
I (U] > L) .
= > 9). 2.29

n

(Uy,) monoton nové, igy ha U; > L teljesiil, akkor a nevezd pozitiv minden

n > j-re. A (2.28) egyenletbdl kapjuk a kovetkezd Osszefiiggést minden

n > j-re:

2, Up + yn, I(U;> L)
E(Zoa|F) = (1- .
(Znia] Fn) ( (2m—|—ﬁ)n> oUp 4+ yp — Ty
2, Up + Yn I(U;>1L)
@m+B)n x, Uy +1) +yn — 20 (2.30)
I (U;, > L '

Tn
= Zn (1_ (2m—|—ﬁ)n> '

A (c,) sorozatot ugy definidljuk, hogy

cjj_l = (1 - (meT"ﬁ)n> teljesiiljon

39



n > 2 esetén. Pontosabban:

=2 =2
n—1 n—1
T 1 2+ 0(1)
= + —_ —
o (122 2m+p)i 2 ; (2m + B)* 2
n—1 1
1 1+0(3)
= p(2 +5§; z 0(1)>~0n +

valamely C' > 0-val n — oo esetén. Itt felhasznaltuk, hogy =, =1+ O (%),

ezt mar korabban lattuk.

Igy a (2.30) egyenlet szerint (c,Z,) nemnegativ martingdl, ezért a

n>j
martingalkonvergencia-tétel szerint 1 valészintiséggel konvergens. Vagyis

1
~ '~ 2m+3
n n

teljestil n — oo esetén C’ > 0-val majdnem mindeniitt az {U; > L} esemé-

nyen.

Ugyanakkor a (2.28) egyenletbél azt latjuk, hogy
> P (Unpr =Up + 1| F,) = 0.
n=1

A 2.4. éllitas, az altalanositott Lévy-féle Borel-Cantelli-lemma szerint ebbol
kovetkezik, hogy U, — oo. Ezért 1 valészinliséggel fenndll U; > L, ha j elég
nagy. Tehat

Iy ~C'n” TP
teljestil 1 valészintiséggel, ahol n — oo.

A (2.29) egyenletbdl és abbdl, hogy az (x,,), (y,) sorozatok konvergensek,
adddik, hogy
1

Un ~U a . n2m1+ﬁ

1 valdszintiséggel n — oo esetén.

Tehét az |S,| = U, sorozat 1 valészintiséggel regularisan véltozé o =

m kitevovel. Ez a 8. feltétel.
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A 9. feltétel teljesiil, mert az 0j csucs foka rogzitett. OJ
Belattuk, hogy minden feltétel teljestil. A 2.1. tétel alkalmazhaté, igy
kapjuk, hogy a kivalasztott csticsok halmazan létezik lokalis aszimptotikus

fokszameloszlas, és ennek karakterisztikus kitevoje

Y=a(y—-1)+1= 2m+pB+1-1)=2.

2m+

Ko6z6s szomszédok

Most két kiilonboz6 csucs, wy és wy kozos szomszédainak szamat vizsgaljuk

meg.

2.11. allitas. A linedris sulyozdsi modellben két kiilonbozé rogzitett csics

kozos szomszédainak szama 1 valdosziniséggel korldtos.

Bizonyitas. Mar tudjuk, hogy az elébbi esetben a 8. feltétel teljesiil, ez
a 2.10. allitas. k = 1-re ez azt jelenti, hogy egy rogzitett csics szomszédainak

szama 1 valoszintiséggel reguldrisan novekszik o = 2# kitevovel.
m+0

Jeloljiik a wy és wq csucsok G,-beli k6z0s szomszédainak szaméat Y,,-nel, és
deg (wy)+deg (wy)+28-t X,-nel (n > 0). X, ekkor w; és wy stulydnak Osszege,

igy ez is regularisan valtozé a kitevével. A kozos szomszédok szama akkor no,

n+l—2)

ha mindkét csticsot kivalasztjuk. Melléjiik m — 2 cstcs kell még, azaz ( o

a mindkettéjiiket tartalmazé csoportok szama. Egy harmadik cstucsot és ezt
a kettot pedig (";SS) darab m nagysagu csoport tartalmazza. Ezek alapjan

szamolhatjuk ki a wq-t és we-t tartalmazo m nagysagu csoportok osszsulyat,

és ebbol a valdszintiséget n > 3 és m > 3 esetén:

(e ) X+ () (T — X)

P(Yp =Y, +1|F,) = ~2=2 n+z_f3 —
( 7 (st ) T
(m—1)(n+1—m) ‘&_{_ (m—1)(m—2) (2.31)

:(n+l—1)(n+l—2) T, (m+1l-1)(n+1-2)

1
2m+

és T, linedris figgvénye n-nek, az > =, P (Y41 =Y; + 1| F;) Gsszeg 1 val6-

Mivel (X,,) 1 valésziniiséggel reguldrisan valtoz6 o = < 1 kitevovel,

szintiséggel konvergal. A 2.4. Allitds szerint ekkor Y, korlatos 1 valészinii-
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séggel. fgy a két rogzitett csics kozos szomszédainak szama 1 valoszintiséggel

korlatos.

Az m = 2 esetben
X,

P = bt 12 = T,

Ebbdl a bizonyitds az m > 3 esethez hasonléan addodik. OJ

Szomszédsagok unidja

Végiil azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor .5, a kivalasztott csticsok halmaza
k kiilonbozo, rogzitett cstucs szomszédainak uniéjabol all. Ez a korabbiakbdl

konnyen adodik.

2.1. kovetkezmény. Ha S, néhdny rogzitett csics szomszédainak uniojabol

all, a lokdlis aszimptotikus fokszameloszlds létezik és kitevdje 2.

Bizonyitas. A 6.,7.,9. feltételek konnyen lathatéan teljestilnek. Mar be-

lattuk, hogy néhany kiilonb6zo csicshoz pontosan egy éllel csatlakozé csu-

_1
2m—+

a 2.10. allitas. Azt is lattuk a 2.11. allitasban, hogy kiilonb6z6 csticsok koézos

csok szama 1 valészinliséggel regularisan novekszik a = kitevovel, ez
szomszédainak szama 1 valdszintiséggel korlatos. Ezekbol adodik, hogy ez a
kivalasztasi eljaras is teljesiti a feltételeket, és ismét v* = 2 az 1j karakte-

risztikus kitevd. O

2.6. megjegyzés. Az is konnyen lathato, hogy a véges sok rogzitett csicstol
legfeljebb 1 tavolsdgra elhelyezked6 csucsokat kijelolve hasonlé eredményre

jutunk.

2.6.3. Véletlen multifak

[49, Méri, 2010] alapjan keresiink véletlen multifikban lokélis aszimptoti-
kus fokszamelolszlast. Ezt a modellt hipergrafok helyett teljes részgrafokkal
megfogalmazva Sridharan, Gao, Wu és Nastos [64, 2011] cikkében is meg-
talalhatjuk.
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2.2. dbra. 6-multicseresznye: a centrum és a bazis

2.3. 4bra. [jj pont csatlakozik a kivalasztott bazishoz

A multifa olyan hipergraf, melyben csak kozonséges élek és bazisoknak
nevezett m-hiperélek vannak. Specidlisan az m-multicseresznye m + 1 csics-
csal, m éllel és egy m-hiperéllel rendelkez6 olyan hipergraf, ahol a kozonséges
élek egy kozos csicsbdl indulnak ki, ez a kozos csics a multicseresznye cent-
ruma, a tobbi m csucs altal alkotott hiperél pedig a multicseresznye béazisa
(2.2. abra).

Az m-multifat rekurziven definialjuk. m csics teljes graftbél indulunk ki,
melynek cstcsai egyben bazist is alkotnak. A hipergrafot minden lépésben
egy 1j csuccsal és egy multicseresznyével bovitjiik, amelynek centruma az 1j
csucs, bazisa pedig a korabbi bazisok koziil kertil ki. Ezutan a bazisok rend-
szeréhez hozzavesziink m 1jat oly modon, hogy a multicseresznye bazisaban
rendre mindegyik csucsot kicseréljiik az tjjal. A 2.3. abran az 1j csucsot, a
hozzaadott éleket és az egyik 1j bazist lathatjuk. Mind a hat, hasonléképpen

kaphato hiperél 1j bazisként jelenik meg. A véletlen multifamodellben az 1j
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multicseresznye bazisat minden lépésben a meglevé béazisok koziil véletlen-
szerlien, egyenletes eloszldssal valasztjuk ki a korabbi 1épésektol fiiggetleniil.

[49, M6ri, 2010] szerint 6 = ﬁ jeloléssel a hatareloszlas:

_ I'(d=m+140)T (3 +20)
2N (1+0)T(d—m+3+20)

Cqd (dzm)7

és a karakterisztikus kitevo:
v=24060.

Vagyis az elso két feltétel teljestil. Ha egy mar 1étezo csics 1j élt kap,
akkor m — 1 béazisba keriil be. Kezdetben m bazisban szerepelt és m éle volt,
kivéve a kezdeti elrendezés csicsait, melyek 1 bazisban szerepelnek m — 1
éllel. Az elso kivalasztasuk utan ezek is éppen m bazisban talalhaték meg,
és m éllel rendelkeznek. Mindebbdl kovetkezik, hogy azonos foku csicsokra
az Oket tartalmazoé bazisok szama is megegyezik, ez biztositja a 3. feltételt.
A grafmodellre vonatkozo tovabbi feltételek és a 10. feltétel is teljestilnek,

hiszen az 1j cstcs foka minden 1épésben m.

A csucesok kivélasztasara két lehet6séget is mutatunk.

A multifa gombjei

Legyen j > 1 egész rogzitett, és S, alljon azokbdl a csticsokbdl, melyek
a kezdeti konfigurdcié csiucshalmazatél, Vp-tél j tavolsagra vannak G,,-ben.
Vagyis a V, korili j sugari gomb csucsai lesznek kivalasztottak. A mul-
tifaban a csicsok tavolsaga nem valtozik, hiszen az 1j cstcs csatlakozasakor
annak barmely két szomszédja kozott mar fut él. Ezért S, teljesiti a 6. és
a 7. feltételeket. Jeldlje L [n,j] a j sugari gdémb cstcsainak szamat n 1épés

utdn. Szintén [49] szerint 1 valészintiséggel

L[n,j] ~ (logn) ' n"% ¢, (n— o0),

1
(=Dt
ahol ( pozitiv valdszintiségi valtozd. Ezért a 8. feltétel is teljestil, méghozza

m—1_
m

a = mel. Az utolsé feltételt az biztositja, hogy az 1j csucs foka mindig

m.
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Vagyis a 2.1. tétel alkalmazhato, és az 4j karakterisztikus kitevo:

M-1 1
2 1) +1-2
M (+M—1 >+

Ez az eredmény [49]-ben taldlhaté meg.

Y =a(y-1)+1=

Ko6z0s szomszédok a multifaban

Ha néhany csics kozos szomszédait jeloljiik ki, az Osszes korabbi értéknél

kisebb, kettonél kisebb karakterisztikus kitevo is elérheto.

2.12. tétel. Rdgzitsiink k csicsot a véletlen multifa egyik bdzisaban (1 <
k< m). S, dlljon a régzitett csicsok G,-beli kézis szomszédaibdl. FEkkor

létezik lokalis aszimptotikus fokszameloszlds, és karakterisztikus kitevdje

k—1
=2 —.
7 m—1
Bizonyitas. Azt mar lattuk, hogy a véletlen multifa teljesiti a grafmodellre

vonatkozd feltételeket.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a rogzitett csicsok a kezdeti kon-
figuracidhoz tartoznak, azaz Vjy-beliek. A szimmetria miatt felteheto, hogy

ezek uy, ..., ug.

A 6., 7., és9. feltételek teljestilnek: a kivalasztas azonnal elddl, és az 1]
csucs kezdeti fokszama rogzitett. A kovetkezokben a 8. feltételt ellenérizziik.

Megszamoljuk, hogy hany olyan bazis van, amely uq, ..., u; mindegyikét
tartalmazza. Kezdetben csak az els6é bazis. Ezutan ha az adott 1épésben
a véletlentil valasztott bazis nem tartalmazza mindegyikiiket, akkor az 1j
béazisok koziil sem fogja egyik sem, és S, sem valtozik. Ellenkez6 esetben az
1j bazisok koziil m — k tartalmazza a rogzitett csicsok mindegyikét, azok,
amelyekbdl nem valamelyikiik marad ki. Ilyenkor az 1j csics mindegyikhez
csatlakozik éllel, igy kivalasztott lesz. Tehat n 1épés utan 1 + (m — k) |S,|
bézis tartalmazza s, . . ., u; mindegyikét. Osszesen pedig mn + 1 bézis van

n 1épés utan.
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Annak valészintisége, hogy az 1j csucs uy, ..., u, kozos szomszédja lesz,
megegyezik az ezek mindegyikét tartalmazéd bazisok szamanak és az Osszes

bazis szamanak hanyadosaval. Tehdt minden n > O-ra

—k)|S, 1 —k 1
B (1Sl Fo) = |5] + TR ISl + =(L%m )wu+

mn + 1 mn + 1 mn+1
(2.32)
Legyen
n—1 —1 n—1 .
m—k mi+ 1
c g( +mz+1) gmz+m—k+1
n—1 .
1
:H. i+1/m ~C o (170) (C >0, n— 00).

Lo it l=k/m+1/m

A (2.32) egyenletbdl kévetkezik, hogy n > 0O-ra

Cn+1
E n Sn fn = Cp Sn .
(G Sniall F) = ea 3]+~

¢, definiciéjabol azt kapjuk, hogy

1
E (Cn+1 (|Sn+1| + )‘fn) =
m—k

1 1

mn+1 m-—k

m—k+mn-+1 1S] + 1
=c, |S,| + ¢, )

(mn+1)(m—k) m—k

= Cp ‘Sn‘ + Cp+1

Tehdt ¢, (|S,| 4+ =) nemnegativ martingdl. Ezért 1 valészintiséggel kon-
vergens, és igy

_k
1] ~ ¢ - (=)
n — 0o esetén 1 valdszintiséggel, ahol ¢ nemnegativ valdszintiségi valtozo.

A 8. feltételhez azt is be kell latnunk, hogy ¢ pozitiv. Ehhez legyen J(I)
annak indikatora, hogy |S;| > 2. Azt is tudjuk az el6z6ekbdl, hogy annak F,-
re vonatkozé feltételes valdszintisége, hogy az n + 1. lépésben a kivalasztott

halmaz mérete eggyel no:

(m —k)|S,| +1
mn + 1 '
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Kilonben a kivélaszott halmaz mérete nem valtozik, hiszen csak az 1j cstcs-
csal boviilhet. A valészintiségek n szerinti Osszege végtelen, igy a Borel-
Cantelli-lemma Lévy-féle altalanositasa, a 2.4. allitas szerint a kivalasztott

halmaz mérete 1 valdoszintiséggel végtelenhez tart.

Rogzitett [-re

oY QAR -
<|5n+1| ‘ >

_ (m=K)[S,[+1 J() 1_(TrL—k:)|Sn|+1 J(1)
B mn + 1 S, mn + 1 1Sy — 1]

Ha az indikator nulla, a hanyadost is nullanak értelmezziik, akkor is, ha a

nevezében nulla szerepel. Itt |\S;| > 2 és n > [ esetén

(m—Fk)[S,|+1] 1 1 (m—k)|S,] +1 1 B

mn + 1 [|Sn| 1S, —1] B mn + 1 {_|Sn||8n| —1] B
I '(m—k)|5n|+1<_m—k' 1

|Sp] =1 mn+1 | Syl — mn+1 |S,|—-1

Ebbdl azt kapjuk, hogy

#(soamil™) =@ ()

fgy most legyen

n—1 —1 n—1 .
m—k mi+ 1
dn 1— == pr—
H( mz’—i—l) gmi—m+k+1

S
[e=]

3
—

B i+1/m (1)
_120 Py ~Ci-n (Cy >0, n— 00).

[Sn|-17
gencia-tétel szerint 1 valoszintiséggel konvergens.

Ezzel <d"J(l ]:n> szupermartingal. Mivel nemnegativ, a martingalkonver-

Azt mar lattuk, hogy a kivalasztott halmaz mérete 1 valdszinliséggel
végtelenhez tart, igy 1 valdszinliséggel az indikator pozitiv elég nagy [-re.
Ez pedig azt jelenti, hogy ‘Sgﬁ is 1 valdszintiséggel konvergens. d, aszimp-
totikajat mar kiszamitottuk, igy ebbdl adddik, hogy a fent eléallitott ¢ vald-

szinliségi valtozd pozitiv.
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Ezzel megkaptuk a 8. feltételt « =1 — %-val.

Az Osszes feltételt ellenoriztiik. Ezek alapjan a 2.1. tétel szerint a lokalis

aszimptotikus fokszameloszlds 1étezik, és karakterisztikus kitevoje a kovet-

kezo.
k 1
7*204(7—1)+1=<1——) (1+—)+1:
m m— 1
— — -1
m m—1 m—1 m—1

Rogzitsiikk n € N-t és vy, ..., v € G-t Ugy, hogy G,-ben legyen e csicsok
mindegyikét tartalmazé bazis. Jeloljik ki vy, ..., v, kozos szomszédait. Az
el6z06 bizonyitast a megfelel6 helyeken moédositva hasonlé eredményre jutunk,

és a karakterisztikus kitevore is ugyanaz adodik. O

2.7. megjegyzés. A k = 1 esetben egy rogzitett csics szomszédairdl van
s70, ezzel az 1 sugart gombokhoz hasonld eset all eld, és a karakterisztikus

kitevore 2 adodik, a korabbi eredménynek megfeleloen.

2.8. megjegyzés. Ha az egy bézisban 1év6 0Osszes, m darab cstcs kozos
szomszédait tekintjiik kijelolt halmaznak, ennek mérete logaritmikusan no-

vekszik, a = 0 lenne, nem alkalmazhat6 az eddigi gondolatmenet.

2.9. megjegyzés. Azt lattuk, hogy néhany rogzitett csics kozos szomszé-
dainak szama 1 valdszintiséggel korlatos marad a linearis stilyozasi modell-
ben (2.6.2. szakasz), mig a véletlen multifa esetén ugyanez a mennyiség re-
gularisan novekszik. Ez azzal magyarazhat6, hogy az utébbi modellben a
sok kozos szomszéddal rendelkez6 csoportokat sok kozos bazis tartalmazza,
igy nagyobb eséllyel kapnak 1j kozos szomszédot, mig az elébbi modellben
csupan a fokszamok Osszege szamit, az kozvetlentil nem, hogy az egyes cso-

portok hany kozos szomszéddal rendelkeznek.

2.10. megjegyzés. Mind a véletlen fak, mind a véletlen multifak modell-

jében teljesiilt, hogy két cstucs tavolsdga nem valtozik idében. fgy a kezdeti
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konfiguraciétol j tavolsagra 1évo csucsok alkothatjak a kijelolt csicsok hal-
mazat. Ha egy grafmodellben a csticsok tavolsdga csokkenhet, sem a ponto-
san 7, sem a legfeljebb j tavolsagra 1évo csicsok nem jelolhetok ki ugy, hogy

a 7. feltétel teljesiiljon.

2.11. megjegyzés. Sridharan, Gao, Wu és Nastos [64, 2011] cikkiikben
lényegében a véletlen multifaval megegyez6 modellt vezetnek be kozosségi
halézatok modellezésére. Az 6 megfogalmazasukban a teljes részgrafokat
tartjuk nyilvan, és ezek koziil valasztunk egyenletesen, melyhez az 14j cstcs
csatlakozik. Fokszam helyett egy-egy él végpontjainak kozos szomszédainak
szamat tekintik, és ennek aszimptotikus eloszlasardl allitanak skélafiigget-
lenséget. Pontos bizonyitast csak a varhato értékekre adnak. Ebbol a be-
vezetésben ismertetett 1 valdszinliségli értelemben vett skalafiiggetlenséget

kénnyen igazolhatunk a fenti mddszerekkel.

2.6.4. Fiiggetlen élek modellje

Most a Méri és Katona cikkeiben szereplé modelleket vizsgaljuk [39, 2006],
[47, 2007], [48, 2007]. Ehhez hasonlé modellekkel taldlkozhatunk Dereich és
Mérters [23, 2009] cikkében is.

Ismét egyetlen élbdl indulunk ki, és minden 1épésben egy 1ij pontot és
néhany (esetleg 0) 1j élt vesziink hozza a gréfhoz.

Az n. lépésben az tjonnan hozzavett csicsot minden d foku régi csticshoz a
tobbi vélasztastol fiiggetleniil (Ad + Ng) /T5,—1 valdszintliséggel kotjiik hozza,
ahol 0 < Ay, 0 < Ag rogzitett paraméterek, \g + \; < 2, és T,,_1 a G,,_1-
beli fokszamok Osszegét jeloli. A feltevések biztositjdk, hogy a megadott
valdszintiség a [0, 1] intervallumba esik. Ebben a modellben tehat az Gj cstics
foka nem rogzitett, és barmikor lehet nulla is, tehat m = 0.

El6szor a grafmodellre vonatkozé feltevéseket ellenorizziik ismert ered-
mények alapjan.

(48, 3.1. tétel| szerint létezik aszimptotikus fokszameloszlds, és ha \g > 0,
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akkor polinomidlisan csékken6 14 1/¢ kitevével, ahol

1 A
s:E{Alﬂ/AfHAO); ¢:2—;.

Tehat az els6 két feltétel teljestil. A 3. feltétel is teljesiil, hiszen an-
nak valdszintisége, hogy egy cstcs 1j élt kap, csupan az éppen aktualis
fokszamétdl fligg.

48, (3.1)] szerint
Y B In+1,d)|Fy) = pal =0
d=0

s

Z—?e_ Mivel (pq) az

s paraméterti Poisson-eloszlds, exponencialisan csokkend, ebbdl a 4. feltétel
kovetkezik.

1 valdszintliséggel teljesil n — oo esetén, ahol p; =

Y [n,d] jelolte, hogy az n. 1épésben a d foki csticsok koziil hany kap 1j
élt. Ebben a modellben minden d foku cstcs egymastdl fiiggetleniil azo-
nos valésziniiséggel csatlakozik az \j cstcshoz, ezért az Y [n, d| valdszintiségi
valtozé F,-re vonatkoz6 feltételes eloszldsa binomidlis X [n,d] renddel és
(Md + No) /T, paraméterrel. Itt X [n,d] nem lehet n-nél nagyobb, ugyan-
akkor [48] 2.1. tétele szerint T, aszimptotikusan 2sn-nel egyenld 1 valdszini-
séggel. Vagyis olyan binomidlis eloszlasokrél van szé, ahol a paraméterek
szorzatara n-tol fiiggetlen korlat adhaté. Jol ismert allitas szerint a bi-
nomialis eloszlas k. tagja a megfelel6 Poisson-eloszlas k. tagjahoz konvergal,
ha a paraméter és a rend szorzata konvergens. Ez biztositja a megfeleld, d-t6l

fiiggd Z, eloszlés és a felsd becslés 1étezését.

A kijelolt csucsok halmaza — a [47]-ben szereplé éllitasoknak megfelel6en —
egy rogzitett csucs szomszédaibdl all. Azt, hogy egy adott csics ide tartozik-
e, elso éleinek behuzasa utan el tudjuk donteni, és ez a késébbiekben nem
is valtozik. Tehat a 6. és 7. feltételek teljesiilnek. A 8. feltétel [47] 2.1.
tételének kovetkezménye, és o = ¢.

Az utolsé feltételben az E (I* [n,d]| Fro1) ~ qa - E (L] Fno1) (n— 00)
feltételnek megfeleld (g,,) sorozatot kerestink. Mivel az élek behtuzasardl egy-

mastol fliggetleniil dontiink, feltéve, hogy az 1j cstucs szomszédja a j.-nek, az
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1j csics szomszédainak kivalasztdsa hasonlé az eredeti feladathoz. [48]-beli
2.1. és 2.2 tételek leirjak a fokszamok Osszegének és a maximalis fokszamnak
az aszimptotikdjat. Ez utébbi lényegében n®-nel ardnyos, mig az Osszes
fokszamrol mar lattuk, hogy n-ben linearis. Vagyis a maximélis fokszam a
fokszamok 0sszegével osztva nulldhoz tart 1 valdészintiséggel. Ezért a cikkbeli
gondolatmenet modositasaval azt kapjuk, hogy az 1j, kivéalasztott csicsok
fokszamai is aszimptotikusan fiiggetlenek, és eloszlasuk exponencialisan ki-

csi. Vagyis létezik megfelel6 exponencidlisan kicsi (gq) sorozat.

Az igy kaphaté (qq) sorozatrdl szintén az eredeti feladathoz valé ha-
sonlésag miatt vilagos, hogy minden tagja pozitiv, igy a 10. feltétel teljesiil

kg értékétol fliiggetlentil.
Tehat teljestilnek a feltételek, igy a 2.1. tétel szerint egy rogzitett csics

szomszédai kozott az aszimptotikus fokszameloszlas karakterisztikus kitevoje:
A 2s
yk:a(v—l)—i—l:—l(l—l———l) +1=2.
Ez 6sszhangban van a [47] cikkben taldlhaté eredményekkel.

2.12. megjegyzés. Azt lattuk, hogy majdnem minden esetben a kivalasz-
tott csticsok halmazan érvényes karakterisztikus kitevo kettének adédott. Ez
a kovetkez6vel magyarazhatd. Egyrészt a maximalis fokszam a fenti esetek
mindegyikében nﬁ-gyel aranyosan no, ahol v a skalafiiggetlenséget jellemzo
karakterisztikus kitevd a 2. feltételben. Egy rogzitett csics fokszamanak
novekedése aszimptotikusan ugyanolyan, mint a maximalis fokszamé. Végiil
a kivélasztott csicsok szama lényegében egy csics szomszédainak szamaval

egyezik meg, vagyis o = ﬁ Ebbél v* = a(y — 1) + 1 = 2 adddik.

2.13. megjegyzés. A fenti modellekben annak valdszintisége, hogy egy régi
csucs 1j élt kap, valamely linedris fliggvénnyel volt leirhaté. Skalafiigget-
lenséget azonban nemlinedris sulyfiiggvényekkel leirhaté modellekben is vizs-

galtak.

Rudas, Téth és Valké [61, 2007] véletlen fakat, Dereich és Morters [23,
2009] pedig a fiiggetlen éles modellhez hasonl6 véletlen grifokat. A véletlen
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fa esetében adott egy w fiiggvény, mely nem feltétleniil linearis, de teljesit
bizonyos feltételeket. Annak valdszintisége, hogy az 1j cstcs egy adott d foku
régihez csatlakozik, minden lépésben w (d)-vel ardnyos. A modellre vonat-
koz6 feltételek teljesiilnek (2.2.2. szakasz), a skalafliggetlenség bizonyitdsa
szerepel [61]-ben, véletlen eldgazo6 folyamatokra vonatkozé eredményekre té-

maszkodva.

Dereich és Morters [23] modelljében irdanyitott graf épiil fel. Az n-+1. cstcs
minden egyes d be-foku régi csticshoz @ valoszintiséggel csatlakozik, a tobbi
valasztastol fiiggetlentil. Minden behtzott az él az 4j csicstol a régi felé van
iranyitva, igy a ki-fok nem valtozik egy cstcs kezdeti éleinek behtizasa utan.
Itt is teljestilnek a grafmodellre vonatkozo feltételek. Azonban nem vildgos,
hogy hogyan adhaté meg a kivalasztott csiicsok halmaza a 8. feltételnek
megfeleléen, ha a fliggvény nem linedris. [23] 1.11. megjegyzése szerint
ugyanis egy csics szomszédainak szama lassan valtozo, ha f szublinearis, ez
a = 0-t jelentene, igy a 2.1. tétel nem alkalmazhat6. Hasonld kérdés mertil

fel a [61]-beli véletlen fardl sz6l6 modell esetében is.

2.6.5. Ellenpéldak

Felvetodik a kérdés, hogy az egyes feltételek teljes elhagyasaval igaz marad-e
a 2.1. tétel allitasa. Az els6 ot feltétel tulajdonképpen az allitds megfogal-
mazasahoz is sziikséges. Az alabbiakban ellenpéldakkal igazoljuk, hogy nem

hagyhato el a kijelolt csicsok halmazara vonatkozo feltételek egyike sem.

2.14. megjegyzés. Deifen, van der Esker, van der Hofstad és Hooghiem-
stra [22, 2009] olyan grafmodellekben vizsgalnak skélafiiggetlen viselkedést,
melyben a 4. feltétel csak részben teljesiil. Modelljiikben az 1j csics foka
véletlenszerl, a 4. feltételben szereplé (p,) sorozat létezik, de nem expo-
nencidlisan, hanem polinomialisan csokkeno. Megfeleld feltételek mellett i-
lyenkor is létezik a (¢q) aszimptotikus fokszameloszlas, és ez polinomidlisan
csokkend, azaz skélafiiggetlen viselkedés 1ép fel. A karakterisztikus kitevo
a (pq)-hez tartozd kitevd és egy, az eredeti grafmodellbdl szamithat6 kitevo

minimuma lesz [22] szerint.
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A 6. feltétel sziikségessége: monotonitas

Az Albert-Barabési-faban (lasd a 2.6.1. szakaszt) az 0j csics kezdeti fok-
szama 1, és szomszédjat a régi csicsok fokszaméval ardnyos valoszintiséggel
valasztjuk ki. Mint mar lattuk, az 1-5. és 10. feltételek teljestilnek, és
m = 1.

Alljon a kivalasztott csucsok S, halmaza a G,-ben 1 foka csicsokbdl,

vagyis a fa leveleibol.

Az 14j cstucs mindig kivalasztott 1étrejotte utdn, igy a 7. és 9. feltételek
teljestilnek, itt ¢ = 1 és g4 = 0, ha d > 2. A 8. feltétel is teljesil a = 1
valasztassal, ez éppen azt jelenti, hogy az 1. feltétel ¢; > 0-val fennall, amit

pedig mar lattunk.
Vagyis a 6. feltétel kivételével mindegyik teljestil.

Sy, minden csicsa elséfoki minden n € N-re. Ugyanakkor a (2.2) rekurzi6

szerint
aqq 1
xl = — = —
o+ pi—ci1 1+ 1-c
c1 c1

)

hiszen ¢; < 1. Tehat a 2.1. tétel rekurzidja nem teljesiilhet, ez a feltétel nem

hagyhato el.

A 7. feltétel sziikségessége: azonnali kivalasztas

A 7. feltétel elhagyéasa azt jelentené, hogy egy csicsot nem csak létrejottekor,
hanem barmelyik késobbi 1épésben is kivalaszthatunk.

Tekintsiik az Albert-Barabasi-fat (lasd a 2.6.1. szakaszt). Kétféle oka
lehet majd a kivalasztdsnak. El0szor minden n pozitiv egészre kivalasztjuk
vn2-t azonnal a létrejotte utan. Vagyis v,2 € S,2 minden n > 1-re. Ezen
kiviil ha egy elsofoku csucs 1j élt kap, ezt is kivalasztjuk.

A 6. feltétel nyilvanvalé modon teljesiil. Mivel S, a levelek kivételével
minden csicsot tartalmaz, és még a levelek kozil is bizonyosakat, kénnyen
lathato, hogy |S,| ~ (1 — ¢1) n. Ezért a 8. feltétel a = 1-gyel teljesiil.

Minden 1j cstcs kezdeti fokszama 1, a 9. feltétel tovabbra is fennall

q1 = 1-gyel.
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A 2.1. tétel azt adnd, hogy

. aqq 1
1 pr— — pr—
pi—ci l—c
o+ = 1+ =

> 0.

Mésteldl S, legfeljebb y/n levélbél és Gsszesen aszimptotikusan (1 — ¢;)n
csucsbol all. Ezért a kivalasztott csicsok halmazaban az elséfokiak aranya

1 valdszintiséggel nullahoz tart.

Tehat ezt a feltételt sem hagyhatjuk el.

A 8. feltétel sziikségessége: a kivalasztasok szama

A kivalasztasi eljaras két egyszerdi, de kiilonb6z6 « kitevéhoz tartozd Kki-

valasztasi eljaras keveréke lesz.
Ismét az Albert—Barabdsi-fabdl indulunk ki (2.6.1. szakasz).

Rogzitsiink egy k pozitiv egészt, és legyen
Sn:{v,-k:ieN,lgignl/k}.

A 6-9. feltételek nyilvanvaléan teljesiilnek, és mivel |S,| egyenld n'/*
egészrészével, itt o = 1/k.

fgy a 2.1. tétel alkalmazhato, a kivalasztott csiicsok halmazara megszori-
tott aszimptotikus fokszameloszlas 1étezik. Ennek karakterisztikus kitevéje
v=a(y—1)+1=2/k+1. Ez fligg k-tdl.

k = 2-re az igy kapott lokalis aszimptotikus fokszameloszlést jelolje (z4).

Az eljarasunk a kovetkezo. Kivalasztunk minden 1j csticsot, amig a
lokdlis tapasztalati eloszlds és (cq) varidcids tévolsdga 1/4-nél kisebb nem
lesz. Az 1. feltétel biztositja, hogy ez 1 valdszintiséggel véges sok 1épés el-
teltével megtorténik. Ezutan a v,2 csicsokat vélasztjuk ki minden n € N-re,
amig a lokélis tapasztalati eloszlds és (z4) variacios tavolsaga 1/8-nal kisebb
nem lesz. Lattuk, hogy itt (z4) az aszimptotikus lokalis fokszameloszlas, igy

ehhez is 1 valészintiséggel véges sok 1épésre van sziikség.

Ezt folytatjuk. Pontosabban, az i. periédusban minden 1j cstcsot ki-

valasztunk, ha ¢ paros, illetve a négyzetszam sorszamu csicsokat valasztjuk
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ki, ha ¢ paratlan. Az i. periédus akkor ér véget, ha a tapasztalati és az

aszimptotikus lokalis fokszdameloszlds varidciés tavolsdga legfeljebb 2711,

A 6. és 9. feltételek nyilvanvaldéan teljesiilnek. A kivalasztas csak a

multbeli torténésektol fiigg, a 7. feltétel is teljesiil.

A 8. feltétel nem teljesiil. Mivel (¢,) és (x4) kiilonbozdek, lokélis aszimp-

totikus fokszameloszlas sem 1étezhet. Tehdt ez a feltétel is sziikséges.

A 9. feltétel sziikségessége: az 1j csucs foka

Ez az ellenpélda az A\; = 1, Ay = 0 paraméteri fiiggetlen éles modellen alapul,
mely a 2.6.4. szakaszban szerepelt. Ott lattuk, hogy a 4. feltétel p; > 0-
val (1 =0,1,...) teljesiilt, ahol (p;) Poisson-eloszlds s = 1 varhaté értékkel.
Vegyiik észre, hogy po = p1. Ismét kétféle fazisbdl fog allni a kivalasztési
eljaras.

Az els6 fazisban az 1j csicsot pontosan akkor valasztjuk ki, ha foka 1, a

masodikban pontosan akkor, ha foka 0.
A 6., 7. és 9. feltételek mindkét esetben teljesiilnek.

Az els6 fazisban a 2.4. allitds és [47] (2.1) egyenlete alapjan azt kapjuk,
hogy

S0l = D 113,1) ~ 3 P (deg (1) = 1| Fia) ~ e (2.33)

=1

1

majdnem biztosan n — oo esetén. Hasonléan |S,| ~ ne~! majdnem biztosan

n — oo esetén a 2. fazisban.

A 2.1. tétel szerint kovetkezik, hogy a lokalis aszimptotikus fokszam-
eloszléds, (24)4s l6tezik az elsé esetben. Vildgos, hogy zo = 0 és z; > 0.
Masrészt nulla foku csicsok soha nem kapnak 1j éleket. Vagyis lokalis

aszimptotikus fokszameloszlas mindkét esetben létezik, de ezek eltéroek.

Az els6 fazisban maradunk, amig a lokalis aszimptotikus fokszameloszlas
és (z4) varidcids tévolsdga 1/4-nél kisebb nem lesz. Ezutan attériink a
masodik fazisra, és ebben maradunk, amig a pozitiv foki csicsok aranya
Sp-ben 1/8 ald csokken. FEzeket ismételjiik felvaltva. A k. periédus akkor
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ér véget, ha a tapasztalati és aszimptotikus lokélis fokszameloszlas variacios
tavolsaga 27%"1-nél kisebb. A 2.1. tétel szerint ez 1 valésziniiséggel véges

sok 1épés alatt megtorténik.

A 6. feltétel teljesiil. A kivalasztas a multtol és az 1j cstcs fokszamatol
fiigg, ez a 7. feltétel. A 2.3. 4llitds, a (2.33) egyenlet és a nulla fokuakra
vonatkozé hasonld Osszefliggés segitségével azt kapjuk, hogy |S,| ~ ne™!
érvényes 1 valoszinliséggel n — oo esetén. Tehat a 8. feltétel a = 1-gyel

teljesiil.

Az utolsé feltétel nem teljesiil, és nincs is lokélis aszimptotikus fokszamel-
oszlas, hiszen két kiilonbozo fokszameloszlashoz tartozé kivalasztasi eljarast

kevertink.

2.15. megjegyzés. A linearis sulyozasu modellbol kiindulva is készithetiink
ellenpéldat (2.6.2. szakasz). Ezt igy médositjuk, hogy minden cstcs kezdeti
fokat a multtdél fiiggetleniil, véletlenszertien vélasztjuk. Minden 1j csics
egy élt kap 1/2 valdsziniiséggel, és kettot szintén 1/2 valdsziniiséggel. A
szomszédait az m = 1 és m = 2 eseteknek megfelel$ linearis silyozas sze-
rint valasztjuk. Az 1. és 2. feltételek az 2.6.2. szakasz martingalelméleti

modszereihez hasonlé modon ellendrizhetdk.

Az els6 fazisban az egy, a masodikban a két kezdeti éllel rendelkezd csu-
csokat valasztjuk ki. Ezeket a fazisokat a fent leirt valtakozo eljarassal flizziik
ossze. Teljesiil, hogy |S,| ~ n/2, és ilyen médon egy djabb ellenpélddhoz

jutunk.

A 10. feltétel sziikségessége

A legaldbb d foku csicsok ardanyanak 1 valdszintiségli limeszét a kivalasztott
csticsok halmazaban zg-vel jeloltik. A (2.7) Osszefiiggésbél lathatd, hogy
a 10. feltétel biztositja z4 pozitivitasat, feltéve, hogy z4_1 pozitiv. Vildgos,
hogy ha valamilyen d-re ez az arany nulla, és nem keletkeznek nagyobb foku
csucsok a kivélasztottak kozott, akkor minden nagyobb fokszéamra is nulla

lesz az arany, és elfajuld eloszlast kapunk, nincs polinomialis csokkenés.

Ellenpélda készitéséhez modositsuk a 2.6.4. szakaszban leirt fiiggetlen éles
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modellt gy, hogy az elséfoku csticsok soha ne kapjanak 1j éleket, a megfelel6

valdszintiséget nullanak valasztjuk. Legyen

n

Ty =) Xn—1,dd,
d=2
és alljon a kivélasztott csiicsok S, halmaza az 0sszes 1 foku csicsbél. Lathato,
hogy a 10. feltétel kivételével mindegyik teljesiil, mégis x4 = 0 minden d > 1-
re. Ez mutatja, hogy k; pozitivitasa sziikséges ahhoz, hogy polinomialisan

csOokkend, nem elfajulé aszimptotikus fokszameloszlast kapjunk.
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3. fejezet

Fokszamok hatareloszlasa
linearis silyozasu véletlen
fakban

3.1. Bevezetés

Tekintsiik a linedris silyozédsu véletlen rekurziv fakat (2.6.1. szakasz). Min-
den lépésben egy 1j csiucs jon létre, és egy uj éllel csatlakozik egy régi
csucshoz.  Annak valészintisége, hogy egy adott d foku régi csics lesz az
1j csucs szomszédja, d-nek rogzitett linearis fliggvényével aranyos. A dontés
a korabbi 1épésektdl fiiggetlen.

Ebben a modellben ismert a j-edikként létrejové csics fokszamanak ha-
tareloszldsa. Vagyis ha X [n, j] jeloli a j. cstcs fokszamat az n. 1épés utén,
akkor minden j pozitiv egészre X [n,j] - n~? egy valészintiséggel konvergdl
egy pozitiv valdsziniiségi véltozéhoz valamely pozitiv d-ra [45, Méri, 2005].
Ezeknek a valdszintliségi valtozoknak a momentumai is ismertek.

Most a sziiletési idépont helyett a faban elfoglalt poziciot rogzitjik, és
az erre a helyre keriil¢ cstcs fokszamanak hatareloszlasat vizsgaljuk. Te-
kinthetjiikk példaul az els6 csics, a gyokér j. gyermekét, vagy a gyokér j.
gyermekének k. gyermekét, ennek [. gyermekét, és igy tovabb. Jelolje X,
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ennek a rogzitett helyen 1évo csicsnak a fokszamat n 1épés utan. Azt latjuk
majd, hogy X,n"? egy valésziniiséggel konvergdl egy pozitiv valészintiségi
valtozéhoz valamely pozitiv d-ra. Az itteni § természetesen megegyezik a
rogzitett csucs fokszamanak hatareloszlasdban szereplo kitevovel. A hatarel-
oszlasbdl kapott valdszintiségi valtozd szerkezetét és momentumait is meg
tudjuk hatarozni.

A modell specidlis esete az Albert—Barabdasi-fa, amikor az 1j cstcs a
fokszamokkal aranyos valdszintiséggel csatlakozik valamelyik régihez, azaz
a linedris fliggvény az identitasfiiggvény. Ilyenkor a hatareloszlas pontosan

leirhato.

3.2. Véletlen fak

3.2.1. Jelolések

Kezdetben egyetlen csucs van, a fa gyokere. Ezutan egyesével vessziik hozza
a fdhoz az jabb csucsokat, és szamon tartjuk a cstcsok sziiletési sorrendjét.

Vagyis gyokeres cimkézett faval foglalkozunk.

Az aldbbi, széles korben elterjedt elnevezéseket fogjuk hasznalni [61, Ru-
das, Téth, Valké, 2007], [25, Drmota,2009]. A fa csicsai egyedek, az élek pe-
dig sziil6—gyerek kapcsolatokat jelolnek. Egy 1j cstics annak a régi csticsnak

a gyermeke, amelyikhez sziiletésekor éllel csatlakozik.

A csticsokat pozitiv egészek sorozataival fogjuk cimkézni. Legyen
Z.={12,.}, z\={0}, N=Jz.
n=0

Az elsé cstcs, a gyokér cimkéje ). A gyokér j. gyermekének cimkéje 7.
Hasonl6képpen, az © = (z1,...,2;) € N cimkéjii csics j-edikként sziiletd
gyermeke az (xy,...,xy, j) cimkét kapja. Vagyis © = (z1,...,7;) € N az xy.
gyermeke az (z1,...,x,_1) csicsnak, ami az xj_;. gyermeke az § sziil6jének,

és igy tovabb.

A fakat ilyen médon a cimkék halmazaval is jellemezhetjiik, a cimkék
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megadjak az éleket is. Ezért a tovabbiakban a csticsokat a cimkékkel, a fakat
a cimkék halmazaval azonositjuk. A véges gyokeres cimkézett fak halmazat
jelolje G. Azt mondjuk, hogy az x = (x1,..., ;) cstcs a fa k. generdcidjaba

tartozik. Egy x cstcs fokszamat a G faban deg (z, G)-vel jeloljik.

3.2.2. Linearis sulyozasu véletlen fak

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, ebben a modellben az 1j csics egy d foku
régihez d egy rogzitett linedris fliggvényével aranyos valdsziniiséggel csatla-
kozik.

Legyen tehat 8 > —1 rogzitett. G,, € G (n € N) véletlen fak egy sorozata
ugy, hogy G1 = {0}, éshan,k € N, x = (z1,...,x;) € G és d = deg (z,G,),
akkor

P(GnH:GnU{d—i—l}\Gn):(j;P—ﬁ, ha z =10, és
d+
P(Gpi1 =G, U{(z1,...,25,d)} G,) = Sﬁ’ ha z # (),

ahol S, =2n —2+nB =3 o (deg(v,G,) + B). A B> —1 kikétés miatt

ez értelmes valasztas.

Azt mondjuk, hogy egy d foku cstics sulya d+ 5. Vagyis a csicsok kezdeti

silya 1+ 3, majd egyesével n6 a gyermekek sziiletésekor.

3.3. FO eredmények

Rogzitett © € N cimkéjii csiics fokszdmanak egy valdszinliségli viselkedését

és hatdreloszlasat szeretnénk leirni n — oo esetén.

A gyokérre a kovetkezd eredmények ismertek [45, Mori, 2005].

deg (0, G»)
/e (3.1)

teljestil 1 valdszintiséggel n — oo esetén valamely (y pozitiv valészintiségi
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valtozéra. (p momentumai igy adhatok meg:

Eégzk!-w_ (k+ﬁ) :F(”%) L(k+p+1)

. (3.2)
k+8 k reg+1 k+8
tetszoleges k > 1 egészre.

F6 eredményiink a kovetkezo tétel.

3.1. tétel. Legyen k € Z, ésx = (x1,...,x1) € N rogzitett. Ekkor

deg (z, Gn)
e G

1 waldsziniiséggel n — oo esetén valamely (, pozitiv valdsziniségi vdltozora.

(x eloszlasa megegyezik Cy - & - ... - & eloszlasaval, ahol

o (p, &1, ..., & fuggetlen valosziniiségi valtozok;
e (y az (3.1) egyenletnek megfeleld;
e & eloszldsa Beta(1+ ,x1— 1), haxy > 1; & =1, haxy = 1;

o &, eloszlasa Beta(1+ (,xs) minden 2 < s < k egészre.

Bizonyitas. A tételt k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

k = 1-re legyen j rogzitett pozitiv egész. A j cstcs a gyokér j. gyermeke.

Ha j = 1, a gyokér els6 gyermekérol van szd, amit az elsé 1épés utan
egyetlen él kot a gyokérhez. Mindkett6jik foka 1, igy szimmetriai megfon-
tolasokbdl adddik, hogy (p és (; azonos eloszlasu.

Ha 7 nagyobb 1-nél, jelolje N, hogy a j csucs hanyadik 1épésben jelenik
meg. Vagyis j € Gy \ Gny_1, ahol N véletlen pozitiv egész. A j cstics
megsziiletése utan minden csucs sulyat kettéosztjuk, egy fehér és egy kék
részre. Jelolje rendre F), (z) és K, (x) az x csics fehér és kék sulyat G,-ben

(n > N). A teljes stly az érvényes fokszam és [ Osszege, tehat

deg (z,G,) +B=F,(x)+ K,(x) (n>N, z€G,). (3.3)
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A silyt a kovetkezé modon osztjuk ketté:

Fy(j)=1+8,  Kn(j)
Fy (0) =1+ 8, Ky (0)
FN(Qf):O, KN(QT)

0;

J— L
deg (z,Gn)+ 8 (v € Gy \{0,j}).

Ez lehetséges, mert j stulya 1 + 3 sziiletésekor, a gyokérnek pedig ekkor j a

foka. Minden mas silyt kékre szineztiink.

Ezutan minden 1j csics sulya teljesen kék lesz, sziiletésekor 1 + 3 nagy-
sagu. Amikor egy régi x csucsnak gyermeke sziiletik, silya eggyel né. A
novekmény szinét valasszuk véletlenszertien, a korabbi dontésektdl fiigget-
leniil: legyen fehér annyi valdszintiséggel, amennyi a fehér sily aranya x
éppen érvényes teljes sulyaban. Ezt a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg.
n>N,keN == (r,...,5,) € G, esetén legyen d = deg(z,G,), ha
x# 0, ésd=1+deg(x,G,), hax = (). A kiilonbség abbdl adédik, hogy
ha egy gyokértol kiilonbozo cstcs foka d, akkor d — 1 gyermeke van és a d.
sziillethet meg, mig a gyokér fokszama és gyermekeinek szama megegyezik.
Tehat ezekkel a jelolésekkel

P(Gpy =G U{(x1,...,2,d)}, Fryq () = F, (2) + 1] G,) = (3.4)
_d+B F, (z) _ F, (z)
S, d+p Sn

P(Gupi1 =G, U{(x1,...,28,d)}, Kpy1 (x) = K, () + 1| G) = (3.5)

:d+ﬁ.Kn(x) Kn(x)

So d+B S,

A fehér és a kék sulyok kozil mindig pontosan az egyik novekszik eggyel,
amikor x-nek gyermeke sziiletik. Fehér sulyt csak a gyokérnek és a j. gyer-

mekének adtunk, és kék csucsok sulya végig kék marad, igy
A gyokér j. gyermeke viszont végig csak fehér sillyal rendelkezik:

Fo(j) = deg (j,Gu) + B, Ko(j)=0 (n>=N). (3.6)

82



Az N. lépésben a gyokér és j. gyermeke azonos fehér sulyt kaptak:
Fy(j)=Fn(0)=1+5.

Jelolje Ij; azt az eseményt, hogy a j cstcs az 7. 1épésben sziletett: E;; =
{N=1} (i = j,j+1,...). Egy ilyen eseményre szoritkozva érvényes az
alabbi gondolatmenet. Annak valdszintlisége, hogy egy cstcs fehér silya az
n+ 1. lépésben novekszik, csak az aktudlis fehér sulyatdél figg, azaz F,,-n ke-
resztiil fiigg G,-t6l. Mivel S, determinisztikus, ez a (3.4), (3.5) egyenletekbdl
lathato. Vagyis a kezdeti egyenldségbdl és a szimmetriabol kovetkezik, hogy
ha

E, (0
n1/(2<+23) — G (3.7)

az I;; eseményen majdnem mindeniitt valamely pozitiv C]Q valoszintiségi val-

tozora, akkor

F, (j)
e

is teljesiil az F;; eseményen majdnem mindentitt, ahol (; az elébbi Cg—vel
megegyez6 eloszldsu valészinliségi valtozd. Az F;; események i = j,j +
1,...-re teljes eseményrendszert alkotnak. Ezért ha (3.7)-t belatjuk, ugy,
hogy CJQ feltételes eloszldsa minden F;; eseményen ugyanaz, abbdl az allitds
mar kovetkezik. Vagyis az allitas bizonyitasahoz elég a gyokér viselkedését

vizsgélni, ezt tessziik most.

A kezdeti értékek a kovetkezék voltak: Fiy (0) =1+ 5, Ky (0) =45 — 1.
Szintén a (3.4) és (3.5) egyenletekbdl kovetkezik, hogy

P(Fny1 (0) =F, (0) + 1] deg (0, Gpy1) = deg (0,G,) + 1) = (3.8)
__ EO
K, (0)+ K, (0)’
P (K, (0) =K, (0) + 1| deg (0, Gpy1) = deg (0,G,) + 1) = (3.9)
K, (0)

Vagyis azokban a lépésekben, amikor a gyokérnek gyermeke sziiletik,
bedgyazott folyamatként a Pdlya—Eggenberger-féle urnamodell jelenik meg.
Ebben egy urnaban a fehér és b kék golyd van. Minden lépésben egyenletes
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eloszlassal kihtuzunk egy golyét, majd c¢ ugyanolyan szintivel egytitt visz-
szatessziik. Ismert, hogy a fehér golyék aranya 1 valészintiséggel konver-
gal egy Beta(a/c,b/c) eloszldsi valészintliségi véltozéhoz (példaul: [35, 4.2.
szakasz, Johnson, Kotz, 1977], [41, 3.2. tétel, Mahmoud, 2005]). S6t az
eredmény akkor is érvényes, ha pozitiv, de nem feltétlentil egész fehér és kék
sulyokrol beszéliink. Azaz minden 1épésben stllyal aranyos valdszintiséggel
kivélasztjuk az egyik szint, és c-vel megnoveljik. Ahogy a (3.8) és (3.9)
egyenletek mutatjak, éppen ez torténik azokban a lépésekben, amikor a
gyokérnek gyermeke sziiletik. fgy alkalmazhatjuk az urnamodellre vonatkozo
— martingalemléleti modszerekkel is bizonyithaté — eredményeket a = 1 + 3,

b=7j—1ésc=1 valasztassal. Azt kapjuk, hogy

F (0)
F, (0) + K, (0)

0
—>§j

1 valdszintiséggel n — oo esetén, és 5? eloszldsa Beta(1+ 3,7 —1).
Ebbdl, a (3.1), (3.3) egyenletekbdl, valamint a 5 > —1 feltételbdl kovet-
kezik, hogy

£, (0) F, (0) deg (0,G,) + 5
nl/C+8) ~ F. 0)+ K, (@) nl/@H) 28 0=

1 valdszintiséggel n — oo esetén. f? és CJQ fliggetlenek, mivel a fehér sily
aranyanak 1 valdsziniiségii konvergenciaja nem fiigg a gyokér osszsilyanak
novekedésétol. Lathatjuk azt is, hogy C]Q eloszlasa minden F;; eseményen
ugyanaz: a hatareloszlas fliggetlen attol, hogy a j. csiics hanyadik 1épésben

sziiletett.

Az eddigiekbdl adédik, hogy

£ (4)
aiers

E;;-n majdnem mindeniitt minden ¢-re és igy 1 valdszintiséggel is n — oo
esetén, ahol gj‘? és (; eloszldsa megegyezik. Végil a (3.6) egyenletet fel-
hasznélva kapjuk, hogy

deg(jaGn) Fn(])_ﬁ
nl/(2+8) o nl/(2+8)




1 valésziniiséggel n — oo esetén. Itt (; eloszlasa megegyezik (p - §; eloszla-
saval, ahol (p a (3.1) segitségével definidlt, §; eloszldsa Beta (1 + 5,5 — 1), és

ez a két valészintliségi valtozo fliiggetlen. Ezzel a k = 1 eset bizonyitasa kész.

Tegytik fel, hogy az allitas érvényes valamely k > 1 egészre. Rogzitsiik az
x = (z1,...,7) € N csicsot és x11 € Zy-t. Az indukeids 1épés bizonyitdsa
az eloz6 gondolatmenet kis modositasaval adddik. Az egyetlen kiilonbség,
hogy az x csucs foka zp11 az xpyq. gyermeke sziiletésekor, hiszen egy éllel
csatlakozik a sajat sziil6jéhez, xy 1 — 1 éllel az id6sebb gyermekeihez. Vagyis
az urnamodell paraméterei a = 1+ [ és b = x4 lesznek, ennek megfeleléen
ki1 eloszldsa Beta (1 + B, xp.1). O

3.4. Példak

3.4.1. Az Albert—Barabasi-fa

Az Albert-Barabasi-fa esetében f = 0 ([8], 2.6.1. szakasz), és ilyenkor a

gyokér fokszamabol kapott (y eloszlasa pontosan leirhaté.

3.2. 4llitas. Tekintsik az Albert-Barabdsi-fdt, legyen x = (x1,...,2;) € N
és k € Z, rogzitett. Ekkor

deg (z, Gn)

1 waldsziniiséggel n — oo esetén valamely ¢, pozitiv valosziniségi vdltozora.

(. eloszlasa megegyezik Cy - & - ... - & eloszlasaval, ahol

o (4, &1, ..., & fliggetlen valosziniiségi vdltozok;

o (y eloszlasa eqy standard normdlis valosziniségi vdltozo abszolut érté-

kének 1/+/2-szeresével egyezik meg;
o & eloszldsa Beta (1,1 — 1), haxy > 1; & =1, haxy =1;

o & closzldsa Beta(1,xs) minden 2 < s < k egészre.
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Bizonyitas. A (3.2) egyenlet alapjan § = 0-val

I <(2_1/2C®)2k> - T'(2k+1)

~ e~ 2R DN

Ezek éppen a standard normalis eloszlas paros momentumai. A C@2 /2 valto-
zora alkalmazzuk Carleman kritériumat [29, Feller II., 1971, XV. fejezet, 4.
§]. Mivel

[e.9]

S ((2k - 1)) = 0,

k=1
ebbol kovetkezik, hogy a szoban forgd valdszinliségi valtozé eloszldsa meg-
egyezik a standard normalis négyzetével. A nemnegativitas miatt pedig ebbol

(p eloszlasa egyértelmiien adodik.

A 3.1. tételt alkalmazva az éllitas bizonyitasa kész. 0

3.4.2. Az altalanositott PORT-modell

Az éltaldnositott PORT-modell (plane oriented recursive tree) definici6jét
hasznaljuk, mely kicsit eltér a 2.6.1. szakaszban ldtottol [44, Méri, 2002,
[25, Drmota, 2009].

Ebben az esetben az 1ij csiicshoz valé csatlakozaskor a fokszam helyett a
gyermekek szama szerepel. Ez a gyokérnél megegyezik a fokszammal, a tobbi
csucs esetében annal eggyel kevesebb. Vagyis annak valdszintisége, hogy egy
d gyermekkel rendelkez6 cstcs lesz az 1j csucs szomszédja, d + y-val aranyos,

ahol v pozitiv paraméter. A kovetkezo allitds bizonyithato.

3.3. allitas. Legyen k € Z, és x = (x1,...,x1) € N rogzitett. Ekkor

deg (z, Gn)
nl/(1+v) Cx

1 waldsziniiséggel n — oo esetén valamely (, pozitiv valdsziniségi vdltozora.

(x eloszlasa megegyezik Cy - & - ... - & eloszlasaval, ahol
o (p, &1, ..., & fuggetlen valosziniiségi valtozok;

o &, eloszlasa Beta(y,xs) minden 1 < s < k egészre.
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Cp 1étezése Méri [45, 2005] médszereihez hasonldéan mutathaté meg mar-
tingalelméleti eszkozokkel. Ennek alapjan az allitds bizonyitasa a 3.1. tétel

modositasaként kaphato.

3.4.3. m-elagazé fak

Kérdés lehet, mi a helyzet olyan fakban, ahol m pozitiv egész, minden
lépésben a fokszam linedris fiiggvényével aranyosan vélasztunk egy csicsot,
ennek pedig m gyermeke sziiletik [41, 8.2.5. szakasz, Mahmoud, 2005]. Ilyen-
kor tehat minden lépésben m 1j cstcs jon létre, és mindegyik egy-egy éllel
csatlakozik a kivalasztott csicshoz. Egy d foku régi csticsot d+ [-val aranyos

valdszintiséggel véalasztunk ki, ahol § > —1 rogzitett.

A gyokér fokszamanak hatareloszlasa szokasos martingalelméleti mod-

szerekkel adhaté meg.

Az el6z6 bizonyitas moédosithato erre az esetre is. Vildgos, hogy az egy-
szerre szilileto csucsok fokszamanak hatareloszlasa megegyezik. Tekintsiik
példaul a gyokér mj. gyermekét. Ennek sziiletésekor egy éle van, mig a
gyokérnek mar mj. A gyokér sulyabol 1+ -t fehérre szineziink, a tobbi kék.
A sulyok novekedésének valdszintisége a korabbival megegyezd, igy a gyokér
fehér sulyanak és az mj. gyermek fokanak hatareloszlasa megegyezik. Mivel
a tovabbi lépésekben a kivalasztott csicsok sulya m-mel no, a kivalasztott
szin sulyat is m-mel noveljiik minden 1épésben. Vagyis a = 1+ 3, b =
mj — 1 és ¢ = m a Pdlya—Eggenberger-féle urnamodellben. Ez érvényes az

mj. gyermekkel egyszerre sziiletett csucsokra is, igy végil azt kapjuk, hogy
¢; = Cpé1, ahol (p és & fiiggetlenek, és & eloszldsa Beta (HB, %) Ezt

m

lehet folytatni a kovetkez6 generaciokban sziiletett csticsokra is.

3.4.4. Multifak

Tekintsiik a 2.6.3. szakaszban defindlt modellt. m > 2 rogzitett egész. A
véletlen m-multifa kezdeti allapotaban egy m csicsu teljes grafbol all, és
ezek a cstcsok kozosen egy m nagysagu hiperélt, bazist alkotnak. Minden

lépésben egy 1j csics jon létre. Ilyenkor a mar létezé bazisokbdl egyenletes
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eloszlas szerint kivélasztunk egyet. Az 1j csticsot ennek minden csicsaval
osszekotjilk, azaz egy m-multicseresznye jon létre a kivalasztott bazisbol és az
1j csticesbdl, mint centrumbdl. Végiil m kiillonb6zo bazist adunk a multifahoz,
ezek mindegyike tartalmazza az 1j cstucsot és m — 1 darabot a kivalasztott

bézis cstcsal kozul.

Ebben a modellben mondhatjuk, hogy a létrejovo m darab bazis a ki-
valasztott bazis m gyermeke. Ebben az értelemben a 3.4.3 szakaszban tar-
gyalt modellhez jutunk, azzal a kiillonbséggel, hogy a csicsok kivélasztasa a
régi csucsok koziil egyenletes eloszlas szerint torténik. Ilyenkor egy gyermek
megsziiletésekor a sziilo és a gyermek fokszama kozotti kiilonbség véges, a
tovabbiakban pedig minden lépésben azonos valészintiséggel sziiletnek gyer-
mekei egyiknek vagy masiknak, igy a fokszamuk hatareloszlasa kézott nincs

kiilonbség, ebben az értelemben a feladat nem érdekes.

Ugyanakkor a multifa nem fa, igy a fenti egyértelmii cimkézéssel sem
lehet ellatni a csucsait. Mivel azonban egy régi csicshoz egyszerre csak egy
1j csatlakozik, van értelme egy adott csics j. gyermekérol vagy annak k.
gyermekérdl beszélni. A kiilonbség az, hogy ezek nem lesznek feltétlentil

kiilonbozoek, egy cstics tobb cimkét is kaphat a véletlen folyamatban.

Valasszunk ki a kezdeti m csics kozil egyet, legyen ez (). A kezdeti el-
rendezés szimmetridja miatt az eredmények barmelyik masik kezdeti csticsra
is érvényesek lesznek. [49, Mdri, 2010] 3.1. tételébél (k = 1-gyel alkalmazva)
kideriil, hogy a kezdeti konfiguracié valamely cstcsahoz csatlakozd csiicsok
szamat n(m~1/m_nel osztva a kapott sorozat egy valészinfiséggel konvergal
egy pozitiv valészinliségi valtozohoz. Ebbdl kiindulva a 3.1. tételhez hasonld

eredményhez juthatunk.

Tekintsiik a () csics j. gyermekét.

3.4. tétel. Legyen k € Z, és v = (x1,...,2x) € N rogzitett. FEkkor a

véletlen m-multifaban
deg (z,G,)
YT A

1 walésziniiséggel n — oo esetén valamely (, pozitiv valdsziniségi vdltozora.

(x eloszlasa megegyezik Cy - & - ... - & eloszlasaval, ahol
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o (y, &1, .., & figgetlen valosziniiségi vdltozok;

e (y pozitiv;

o & eloszlisa Beta (1 + ﬁ,xl — 1), haxy>1;, =1, haxy=1;
o &, eloszlasa Beta (1 + ﬁ, :L‘S) minden 2 < s < k egészre.

Bizonyitas. A () csticsra az allitds, azaz (y 1étezése és pozitivitdsa kovet-
kezik [49] 3.1. tételébdl, illetve ahhoz hasonlé martingélelméleti modszerekkel

konnyen igazolhato.

Legyen most k = 1, j > 1 és tekintsiik () j. gyermekét. Az adott csticsot
tartalmazd bazisok szamat fogjuk szamon tartani, ezekre lesz érvényes a 3.1.
tételben alkalmazott gondolatmenet. Kezdetben mind az m cstics egy bazis-
ban van benne. Minden mas csics sziiletésekor m bazisba keriil. Ha egy
csucsnak 1j szomszédja lesz, az 6t tartalmazd bazisok szdma m — 1-gyel no.
Ezek alapjan a j. gyermek sziiletésekor (-t 1 + (m — 1) j bazis tartalmazza,

a j. gyermeket m.

A gydkeret tartalmazé 1 + (m — 1) j béazis koézil m darabnak legyen a
szine fehér, a tobbinek kék. A gyokeret tartalmazé tjabb bazisok szine
azzal egyezik meg, amilyen szinti bazis kivalasztasakor létrejottek. Mivel
a bazisok koziil mindig egyenletesen valasztunk, a j. gyermeket tartalmazé
bazisok szamanak eloszlasa megegyezik a fehér bazisok szamanak eloszlasaval
hatarértékben is (az egyiittes eloszlast ehhez nem kell vizsgalnunk; az egész
rendszerben adott szamu, egy csucsra illeszked6 fehér bazisbdl kiindulva a

hatéreloszlas nem fiigg attdl, hogy melyik bazisokat szineztiik fehérre).

A gydkeret tartalmazd bazisokat vizsgalva egy Pdélya—Eggenberger-féle
urnamodellhez jutunk, ahol a = m fehér, b = (m — 1) (7 — 1) kék golyéval
inditunk, és minden huzas utan ¢ = m — 1 ugyanolyan szinfiit tesziink az
urndba. A mar idézett eredmények alapjan ismert, hogy ilyenkor a fehér
golydk szaménak ardnya egy valdszintiséggel konvergal egy Beta(a/c,b/c)
eloszlasu valdszintiségi valtozohoz.

Azokat a lépéseket vizsgalva, melyekben a gyockér 4j élt kap, a konver-

gencia érvényes és a limeszként kapott valoszintiségi valtozo (y-tol fiiggetlen,
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ugyanugy, mint a 3.1. tételben.

A fokszam és a bazisok szama kozott determinisztikus linedris kapcsolat
all fenn, egy 1j éllel a régi csiics m — 1 Gj bazisba keriil be. Fz a gyokérre
és a j. gyermekre egyforman igaz, igy attérhetiink a bazisok szama helyett a

fokszamra is, hogy megkapjuk &;-t. FEzzel a k = 1 eset kész.

Ezutdn a bizonyitas k szerinti teljes indukcidval torténik. Annyit kell
valtoztatni a fentieken, hogy a késobb létrejovd csicsok sziiletésiikkor m
bézisban vannak benne egy helyett, igy a j. gyermekiik sziiletésekor az oket
tartalmazé bazisok szdma m + (m — 1)j. Ezért a = m és b = (m — 1)
az urnamodellben, ha ezek koziil m darabot szineziink fehérre, azaz annyit,

ahany bazis a j. gyermeket sziiletésekor tartalmazza. 0

3.5. Funkcionalis centralis hatareloszlas-tétel

Most a f6 eredmények funkcionalokkal kapcsolatos kiterjesztését mutatjuk
meg a linedris sulyozéasu fakra. Hasonl6 eredmények kaphatdk az el6zo sza-
kasz tobbi modelljére, ezeket a részleteket elhagyjuk. Mindez Gouet [33,
1993] funkcionalis hatéreloszldstételekre vonatkozé eredményein alapul. Fo-
lyamatok gyenge konvergencidjan az indukalt valoszintiségi mértékek gyenge

konvergencidjat értjitk a D [0, 00) Szkorohod-térben. Jelolése: =.

3.5. tétel. Legyen k € Z, és x = (x1,...,2x) € N rogzitett. Ekkor a 3.2.2.

szakasz linedris sulyozasu modelljére a kovetkezo teljesul.
n 1/ (22+5)) (deg (x’ Lnt(2+6)J) — nl/(”mt(’x) = B ((t),

minden t > 0-ran — oo esetén, ahol B eqy (,-tdl fiiggetlen Wiener-folyamat.

Bizonyitas. A gyokérre, az x = () esetben, az allitds kozvetleniil adddik
Gouet eredményébél [33] az aldbbi Pélya-urna segitségével. Legyen a gyokér
teljes silya fehér, és minden mas suly kék. Minden lépésben egy szint
véalasztunk a stlyokkal ardnyos valdszintiségekkel. Gouet [33] jel6léseit hasz-

naljuk. Ha a fehéret valasztottuk, a fehér sily a = 1-gyel novekszik, a
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kék pedig b = 1 + p-val, az 1j csics miatt. Ha a kéket valasztottuk, a
fehér nem valtozik, azaz ¢ = 0, viszont a kék d = 2 + [-val n6. Kez-
detben 1 + (8 fehér suly van, kék nincs. Konnyen lathatd, hogy ez a mo-
dell fenntarthaté (tenable) a hivatkozott cikknek megfelel$ értelemben, ami
azt jelenti, hogy az urna kezdetben nem fires, a teljes stuly mindig azonos
s = 2+ [ > 1 mennyiséggel novekszik, a # ¢, végil, a folyamat nem all le
megvalésithatatlan silycsokkentések miatt. A mi esetiinkben ilyen nincs is.
[33] 2.2. 4llitasanak feltételei is teljesiilnek: s > a > 0, be = 0, max (b, ¢)
pozitiv. Ebbdl pedig azonnal adédik a gyokérre vonatkozo eredmény.
Legyen most © € N, = # () rogzitett. Ismét az x csics sziiletési ideje
kertll a feltételbe. Jelolje E, ; azt az eseményt, hogy x a j. 1épésben sziiletett
(1 =1,2,...). E, e feltételesen szinezziik x teljes silyat fehérre, és minden
mas sulyt kékre. Ugyanigy, mint a gyokér esetében, a Gouet altal vizsgalt

urnamodellt kapjuk a kovetkezo matrixszal:

a b\ (1 1+p
0s/) \o2+8 )

Ismét [33] 2.2. allitasa alkalmazhatd, az allitas teljesiil az E, j-re vonat-

kozo feltételes valdszintiségi mezon. Formalisan legyen
S (n,t) = n~YEEA) (deg (x, [nt D ]) — M) (n>1, t>0);

B*(t) = B ((,t) minden ¢t > 0-ra. Legyen C rogzitett nyilt Borel-halmaz a
D Szkorohod-térben. fgy azt kapjuk, hogy

liminf P (S (n,-) € C|E,;) > P(B*(:) € C|E,;).
n—oo

Mivel az FE,; események j kiilonbozd értékeire diszjunktak, ebbdl adddik,

hogy

n—o0

liminf P (S (n,-)eC

j=1

J
U Em,j>
j=1

minden J € N-re. Masfeldl vilagos, hogy

o0

lim P(E,,) =0.



Most mar konnyen lathato, hogy

liminf P (S (n,-) € C) > P(B*(-) € C).

n—oo

Mivel ez minden C' nyilt Borel-halmazra teljesiil, a gyenge konvergenciat
bizonyitottuk. 0
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4. fejezet

A haromszoges modell

Ebben a fejezetben egy olyan véletlengraf-modellt vezetiink be és vizsgalunk
meg, melyben nem csupan a csucsok és azok fokszamai szamitanak, mint
az eddig emlitett modellek koziil szinte mindegyikben (példdul az Albert—
Barabési—, Cooper—Frieze— és a publikiciés modellekben [8, 20, 5]), hanem
a graf fejlodése sordan azt is figyelembe vessziik, hogy mely csoportok hany-
szor kaptak egyszerre 1j éleket. Valds halozatokban is talalkozhatunk olyan
esetekkel, amikor nem csupan két csiics, hanem egyszerre tobb cstics szerepel
egylutt.

Ebben a modellben minden 1épésben harom csucs 1ép kolcsonhatasba, és
a mar tobbszor valasztott harmas csoportok nagyobb valdszintiséggel vesz-
nek részt kozosen ujabb kolcsonhatasban. A 2.6.3. szakaszban ismertetett
véletlen multifak esetében ez kozvetett mdédon igaz volt, hiszen csak 1étezo
bazist vélaszthattunk, de ott sem tartottuk szamon, hogy melyik bazist
hényszor valasztottuk korabban. Itt minden cstucsnak, élnek és haromszog-
nek pozitiv silya lesz, ami az id6 elorehaladtaval novekszik, és 1ényegében

azt irja le, hogy hanyszor szerepelt mar kolcsonhatasban az adott elem.

Haromszogek helyett nagyobb csoportokat is tekinthetnénk, az atlathato-
sag kedvéért és a technikai nehézségek miatt azonban ezt az egyszeriibb esetet
vizsgaljuk, mely a lényeges jelenségeket mar tartalmazza.

Ahogyan az [5], [20], [49] cikkek mindegyikében, itt is a skélafiiggetlenség

igazolasa az elso cél. Modelltinkben egy cstics silya és fokszama kozott nincs
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determinisztikus kapcsolat. Meghatarozzuk a sily és a fokszam egyiittes
aszimptotikus eloszldsat, azaz a d fokd és w sulyu csiucsok aranyanak 1
valoszintiségli limeszét. Majd a stilyokra bizonyitunk skalafiiggetlenséget
(1.1. definicié). Vagyis a célunk azt megmutatni, hogy a w silyd cstcsok
aranya 1 valoszintiséggel konvergal valamely x,, pozitiv konstanshoz, ha a
lépések széma végtelenhez tart. Az (z,,) sorozatra rekurziét adunk, amibél
lathato, hogy x,, polinomialisan csokken, ha w — oco. Ezutan a fokszamokra
is skalafiiggetlenséget bizonyitunk. Latni fogjuk, hogy a kitevok egyenlok
a fokszam és a suly esetében. Végill meghatarozzuk egy rogzitett csics
stulyanak, illetve a maximalis sulynak az aszimptotikus viselkedését, majd
ugyanezeket a fokszamok esetében is megvizsgaljuk. A maddszerek tovabbra

is a martingalelmélet eszkoztarabol valok.

A sulyok aszimptotikus eloszlasara vonatkozo eredmények megtalalhatok
a [7] cikkben.

4.1. A haromszoges modell

Minden lépésben harom csics 1ép majd kolesonhatasba.

Egyetlen haromszogbol indulunk ki. Ennek és minden élének egy a silya.
Ezutan 1épésrol 1épésre 1j csicsokat és éleket adunk a grafhoz véletlenszertien.
A csicesok, élek és haromszogek mindegyikének nemnegativ sulya lesz, mely
a graf fejlodésének megfeleléen novekszik. A sily azt mutatja, hogy az
adott cstucs, csicspar vagy haromszog hany alkalommal vett részt kozosen

kolesonhatasban.

A haromszogek 6sszsilya minden lépésben eggyel, mig az élek és a cstucsok
Osszsilya minden 1épésben harommal fog névekedni, ebben nincs véletlenség.
Minden lépésben el6szor a multtdl fiiggetlentil kisorsoljuk, hogy 1j cstcs
csatlakozik a grafhoz és két régivel 1ép kolesonhatasba, vagy harom régi cstcs
alakit csoportot. Az 1j csucs sziiletésének valdszintisége minden lépésben p,

ami a modell els6 paramétere. Feltessziik, hogy 0 < p < 1.

Ha az n. lépésben 1j csics jon létre, kivalasztunk két régi csicsot az
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4.1. dbra. Az j csucs kolesonhatasa két régi csiccesal

aldbbi médon. A multtdl fiiggetlentil r valdszintiséggel stilyaranyosan valasz-
tunk, 1—7r valészintiséggel egyenletesen. r szintén a modell elére rogzitett pa-
ramétere. A silyaranyos valasztas azt jelenti, hogy egy éppen w sullyal ren-
delkezd él két végpontjat 3~ valészintiséggel valasztjuk. Itt 3n a mdr behuzott
élek Osszsulya. Az egyenletes esetben az Osszes lehetséges csuicspart ugyan-
akkora valdszintiséggel valasztjuk. fgy kordabban 6ssze nem kotott csucsok

kozott is keletkezhetnek 1j élek, de hurokéleket nem engediink meg.

Ezutdn az 1j cstics a két kivalasztott régivel 1ép kolesonhatésba (4.1.
abra). Az altaluk alkott haromszog 1 sillyal jelenik meg. Az 1j csicsot a
két régivel 1-1 sulyu élekkel osszekotjiik, a két régi csucs kozotti él sulyat
pedig eggyel noveljik. Ha még nem volt itt él, ami egyenletes valasztas
esetén el6fordulhat, akkor ezt az élet behuzzuk, és természetesen egy silyt

kap. Ezzel a 1épés véget ér.

1 — p valészinliséggel harom régi csics kozott jon létre kolesonhatés.
Ezeket ¢ valdszintiséggel silyaranyosan, 1 — g valészinliséggel egyenletesen
valasztjuk, és ez a dontés is a multtol fiiggetlen. Ez a ¢ a modell harmadik
paramétere.

Stlyaranyos vélasztds esetén egy w stlyt hdromszog > valészinliséggel
szerepel. Ha egy haromszog mar szerepelt kolesonhatasban, akkor pozitiv a
stulya, és forditva, de mas mddon is létrejohetnek haromszogek. Ezeknek a

stulya nulla, igy ilyenkor nem lehet 6ket kivélasztani.

Az egyenletes valasztas itt is visszatevés nélkiili mintavételt jelent, bér-

mely harom kiilonb6zo cstucsot egyenld valdszintiséggel valasztunk ki.

95



+1

+1

4.2. abra. Harom régi cstcs kolcsonhatésa

Mindkét esetben, ha kivéalasztottunk harom cstcsot, behuzzuk koztiik az
eddig hianyzé éleket. Ezutan a haromszog és mindharom él sulyat eggyel

noveljiik (4.2. dbra). A most keletkez6 élek silya igy egy lesz.

A sily igy valéban azt méri élekre és haromszogekre is, hogy az adott
két vagy harom csics hanyszor szerepelt kozosen kolecsonhatasban. Ez a

csucsokra is érvényes lesz, az alabbi meghatarozassal.

Egy csics silya az 6t tartalmazoé haromszogek osszsilya. Ez éppen a
beldle kiindulo élek sulyanak oOsszegének a fele, hiszen amikor egy cstcs
kolesonhatasban vesz részt, az elsé Osszeg eggyel, a masodik kettével no.

A csiicsok Osszsulya is 1épésenként harommal novekszik.

Hasonléképpen egy él silya megegyezik az Ot tartalmazé haromszogek
osszsulyaval. Vagyis az élek sulyaranyos véalasztasanal ugy is eljarhatnank,
hogy kivalasztunk egy haromszoget sulyardnyosan, majd ennek egy élét e-

gyenletes eloszlas szerint, ez ugyanazt az eredményt adja.

Legyen F, az elsO n 1épés altal generalt o-algebra, V, pedig a csicsok
szama n 1épés utan. Vagyis Vo = 3. Mivel minden 1épésben a korabbiaktél
fiiggetleniil dontiink az 1Gj cstcs sziiletésérol, a nagy szamok erds torvénye
szerint

Vo=pn+o (n1/2+5) (4.1)

majdnem biztosan minden £ > O-ra.

Tovébbra is hasznaljuk azt a jeldlést, hogy ha (a,),(b,) nemnegativ

szamokbdl allo sorozatok, a, ~ b, azt jelenti, hogy b, > 0 véges sok tag
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kivételével, és a, /b, — 1 fenndll n — oo esetén.

4.2. A modell skalafiiggetlensége

Az elso felvetodo kérdés a sulyok aszimptotikus eloszldasanak meghatarozéasa,
azaz a w sulyu csucsok aranyanak vizsgalata. Kérdés, hogy tapasztalhatunk-
e itt skalafiiggetlen viselkedést. Skélafiiggetlen viselkedés olyan modellek-
ben varhato, ahol nagyobb fokszammal, sillyal rendelkezé csicsok nagyobb
valészintiséggel kapnak 1j éleket. Ezért feltessziik, hogy nem csak egyenletes
valasztds van, azaz r > 0, vagy ¢ > 0 és p < 1. Azt kordbban feltettiik, hogy
p pozitiv.

Egy cstucs stlya az 0t tartalmazd haromszogek sulyanak Osszege, ami fele
a csticsbol induld élek sulyanak osszegének. A csics stlya akkor novekszik,
ha a csics kolesonhatasban vesz részt, és azt mutatja, hogy az adott cstcs
hanyszor vett részt kolecsonhatasban. A csicsokra egy mésik mennyiség is
jellemzo: a fokszam, azaz a beldliik indulé élek szama, ami azt mutatja, hogy
az adott csics hany kiillonboz6é masik cstcesal 1épett mar kolesonhatasba. Ha
a csucs kolesonhatdasban vesz részt, a fokszama néhet kettével, példaul ha egy
1j cstucs és egy egyenletesen valasztott régi vesz részt a kolcsonhatasban, vagy
eggyel, példdaul ha egy 1j csucs csatlakozik, de silyaranyosan vélasztunk. Az
is lehetséges, hogy a stly novekszik, de a fokszam nem valtozik: biztosan ez
a helyzet, ha harom régi csiucs 1ép kolcsonhatasba, melyeket silyaranyosan
valasztunk a meglévo haromszogek koziil. Ilyenkor nem keletkeznek 1j élek,
csak meglévok silya novekszik. Tehdat a sily és a fokszam nem egymas
determinisztikus fiiggvényei. fgy tovabbi kérdés, hogy van-e aszimptotikus

fokszameloszlas, skalafiiggetlen viselkedés a fokszamokra.

Ezek megvalaszoldsahoz a sily és a fokszam egytittes aszimptotikus vi-
selkedését, azaz a w sulyu és d foku cstucsok aranyanak hatarértékét fogjuk
meghatarozni. Ebbdl az aszimptotikus stly— és fokszameloszlas is leolvashato

lesz.
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4.2.1. A suly és a fokszam egyiittes eloszlasa

Ahhoz, hogy a sily és fokszam egytittes eloszlasat leirjuk, jelolje X[n, d, w] a d
fokt és w sulyu csticsok szamat n 1épés utan. Minden csics kezdeti fokszama
ketto, és kezdeti sulya egy. Amikor a csiics kolesonhatasban vesz részt, silya
eggyel no, fokszama nullaval, eggyel, vagy kettovel. Ezért csak olyan d,w
parokra lehet pozitiv ez a mennyiség, ahol 1 < w és 2 < d < 2w. Az alabbi
tétel a d foku és w silyu csicsok aranyanak 1 valdszintiségii konvergencidjarol

szol.

4.1. tétel. Rogzitett 1 <w és 2 < d < 2w egészekre

X|[n,d, w]
Va

teljestil 1 valoszintiséggel n — oo esetén, ahol x4, pozitiv konstans. Az aldbbi

— Tqw

rekurzio érvényes:

1
Tog = —————:
T o+ b+1
1
Tdw = m [Oél(w — Daguw_1 + a2(w — 1)xg_14p-1 + Bxd—Q,w—lL
2pr
o = (1 _p)q7 Qg = ?, a = a1 + g,

5= %[2(1 ) 430 - p)(1 - gl

Bizonyitas. Irjuk fel X[n,d, w] feltételes vérhaté értékét az F,_y o-
algebrara vonatkozéan, ha w > 1. Felhasznaljuk, hogy ha egy régi csucs az
djjal 1ép kolesonhatasba, akkor mindenképpen né a fokszama, ugyanakkor

stulyaranyos vélasztasnal nem keletkeznek 1j élek a régi csicsok kozott.

Az els6 1épés annak meghatarozasa, hogy egy w sulyu csics milyen valo-

szinliséggel vesz részt kolcsonhatasban az n. 1épésben.

Ha az n. 1épésben 1j csucs csatlakozik, és sulyaranyosan valasztunk az

élek kozil, egy w silyt cstics 3—:’; valoszintiséggel vesz részt a kolecsonhatasban,
hiszen az élek osszsulya 3n, és az egy csiicsba befuté élek silyanak osszege a
csucs w sulyanak kétszerese, hiszen minden kolesonhatas mindkét éle eggyel-

eggyel noveli a cstcsba befuté élek osszsulyat.
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Maésrészt (V";) csucspar van, és minden csucs V,,_; — 1-be tartozik bele.

Vagyis egy csucsot % valoszintiséggel valasztunk egyenletes eloszlasnal.

Nézziik a régi csucsok kozotti kolecsonhatast. Ha egy csics sulya w,
az épp azt jelenti, hogy az 6t tartalmazd haromszogek silyanak Osszege
w, mig az Osszes hdromszog sulyanak Osszege n az els6 n — 1 1épés utan.

w

Ezért a kivalasztas valdszintisége I silyardnyos vdlasztdsndl. Egyenletes

vélasztasnal ugyanerre (Y} 71) /(Y1) = 2= adédik.

Osszességében tehat annak valészintisége, hogy egy w sulyt csics koleson-

hatasban vesz részt az n. 1épésben:

ow
_aw  Bp
n n—1

pri—:—i—(l—r) +(1-p) q%—i—(l—q) L (42)

vnfl anl

Ezek alapjan annak valdszintisége, hogy egy d foku, w silyu csicsra az

n. 1épésben teljesiil, hogy

e sem a silya, sem a foka nem valtozik: 1 — <% — Vﬁ—pl.
o

()
(")

[lyenkor a csiics mindenképpen két régi csucesal hat koleson, kiilonben

e silya novekszik, de foka nem valtozik: (1 —p) [¢%=+ + (1 —q)

none a foka. Ezen beliill ez torténik silyaranyos valasztasnal, vagy
egyenletes valasztasnal, ha a meglévo d szomszédja kozil véalasztunk
kettot.

e silya és foka is eggyel no:

D r%%—(l—ﬂ@

d(Viy 1 —1—d)
.

Ez torténik, ha 14j cstcs csatlakozik, és silyaranyos valasztds van, vagy

+(1-p)(1—-9q)

egyenletes valasztasndl ezt a csicsot és a d szomszédja koziil az egyiket
valasztjuk; tovabbd, ha harom régi csics hat kolcson, és az egyenletes
valasztasnal ezt a cstcsot, egy szomszédjat és egy olyat valasztunk,

amivel még nincs 0sszekotve.
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e silya eggyel, foka kettovel né:

p<1—r>mz+_fl)‘1+<1—p><1—q

NG

("5
Ez akkor torténik, ha 1j csics sziiletik, és a régiek koziil ezt a csucsot
és egy olyat valasztunk az egyenletes valasztasnal, ami eddig nem volt
a szomszédja, vagy ha ez a csics egyenletes valasztasnal két olyan régi

csuccsal 1ép kolesonhatasba, amelyekkel eddig nem volt 6sszekotve.

Az Gjonnan sziileto csucs kezdeti foka mindig kettd és stlya mindig egy,
ezért amikor d = 2 és w = 1, p valdszintiséggel az 1j csics miatt eggyel no

az ilyen csucsok szama.

Ezek alapjan X|[n,d, w] feltételes varhaté értéke, ha w > 1:

E(X[n,d,w|Fo) = X[n —1,d,w] - (1 _ow Bp )+

+ X[n—-1,d,w—1]-(1—p) [qu+(1—q)

+Xn—-1,d—1L,w—1]-p [T—Z(u;; D) +(1_T)(Vnd1) T

+Xn—1,d-1,w—-1]-(1—-p)(1- q)d(vn?vn_li -

+X[n—-1,d—2w—1]x

X [p(l - T)le;d_l +(1—=p)(1 - q)m + Pba.20u,1-
(") (")

Legyen

n—1 -1
aw  fp
= l1—— - >1,w>1.
c[n, w] J:ll ( ; Vil) ;o n=2lw>

A (4.1) egyenlet szerint minden pozitiv, $-nél kisebb e-ra

n—1
aw 15}

=1
— S %—%é—i—o(f?’/”e) = (ozw—l—ﬁ)nz_il—l—O(l)
i puril
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1 valdszintiséggel, ahol a hibatag n — oo esetén konvergens. Ebbol kovetke-
zik, hogy

cln, w] ~ a,n™*? (4.3)

1 valészintiséggel n — oo esetén, ahol a,, pozitiv valdsziniiségi valtozd.
Szorozzuk meg az el6zé egyenlet mindkét oldalat c[n,w]-vel. Legyen
Zn,d,w] = ¢n,w|X[n,d,w], n > 1,w > 1,d > 2. Azt kapjuk, hogy
(Z [n,d, w], Fn) nemnegativ szubmartingadl minden w > 1,d > 2 pozitiv
egészre. A 2.3. allitast fogjuk alkalmazni. A Doob—Meyer-felbontasban le-
gyen Z[n,w| = Mn,d, w|+ A[n, d, w], ahol M[n,d,w] martingdl és A[n, d, w]

a kanonikus novekvé folyamat:

Aln,d,w] = EZ[1,d, w]+

- p)[wi—l ()

+ 3 eli, w)X[i — 1,d,w — 1](1 -

=2

—2(w3i— D + (1 — r)i

+cfi,w]X[i —1,d—1Lw—1]-p [r

+ i, w]X[i —1,d—1,w—1]- (1 —p)(1 — q)

+ cfi,w] X[i — 1,d — 2,w — 1] x
Via—d-1
(")

+ c[i, w]pdg 20w, 1.

x (p(1—r) +(1=p)(1—-9q)

A martingdl szérasara fels6 becslést adunk. Ehhez felhasznaljuk, hogy

cli,w] mérhets F;_i-re, illetve mivel egy lépésben egy kolesonhatds van, X
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megvéaltozdsa legfeljebb héarom lehet. A (4.3) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

n

Bln,d, w] ZD2 [i,d,w] | Fimy) = cli, w]?D*(X[i, d, w]| Fioy) =

- Zc[i,wmﬂ (X[i,d,w] — X[i — 1,d,w] | Fiy) <

Y c[i,w]2E<(X[i,d,w] —X[z‘—l,d,w])2‘]-"i_1> <

=2
n

9y ¢li,w]* =0 (nQ(aw+B)+1) .
i=2

IN

(4.4)

Ezutan a bizonyitas w szerinti teljes indukciéval torténik. Az elsé le-
hetoség w = 1, ide csak olyan csicsok szamitanak, amik sziiletésiik 6ta még

nem vettek részt kolecsonhatasban, ezért fokuk mindenképpen 2.

d=2,w=1-re

An,2,1~ cli, 1] ~ aiOH_BN -L.noﬁ'ﬂ-ﬁ-l 4.5
[ ]p;[]pgl P T (4.5)

teljestil 1 valészintiséggel n — oo esetén.
Mésrészt Bln,2,1] = O (@A) gy a 2.3. 4llitdst alkalmazva azt
kapjuk, hogy
Zn,2,1] ~ Aln,2,1]
1 valdszintiséggel n — oo esetén. c[n,1] és Aln,2,1] aszimptotikdjat is-
merjiik a (4.3) és (4.5) egyenletekbdl, ezutan alkalmazzuk (4.1)-t és Z [n, 2, 1]
definicidjat. Mindezekbol azt kapjuk, hogy

Lpna+ﬁ+l
X[n,2,1]  Z[n,2,1] a+B+1 . 1
V.  cn, 1]V, ayn*t8 pn a+p+1

1 valdszintiséggel n — oo esetén.

Vagyis a tétel teljesil w = 1-re z9; = ﬁﬁﬂ—gyel, és erre a sulyra sem-

milyen mas fokszam nem fordul elé.

102



Tegytik fel, hogy w-nél kisebb sily esetén igaz a tétel allitdsa minden
lehetséges d silyra, azaz 2 és a suly kétszerese kozti értékekre létezik és
pozitiv 1 valészinliségli hatarértéke a d foka és w silyd csiicsok ardanyanak.
Az egyszeriiség kedvéért x4,, legyen nulla, amikor nem teljesiil az 1 < w és
2 < d < 2w feltételek valamelyike, ezek is részt vehetnek majd a rekurziéban.

Az Aln, d, w]-ben szerepld tagokrdl bizonyosakrdl tudjuk, hogy 0, masok-
rol az indukcids feltevés miatt tudjuk az aszimptotikat. Azt vehetjiik észre,
hogy egyes tagok nagysagrendje kisebb a tobbinél. Mivel a fokszam, d
rogzitett, a csicsok szama, n pedig végtelenhez tart, minden egyenletes
valasztaskor annak valdszintisége, hogy az adott csics egy szomszédjaval 1ép
kolesonhatéasba, aszimptotikusan kisebb, mint annak valdszintisége, hogy egy
vele 0ssze nem kotottel hat koleson, és igy 1j élt kap. Ugyanakkor 14j cstccesal
valé kolesonhataskor mindig né a fokszam, sulyaranyos valasztaskor pedig
régi csicsok kozott nem keletkezhet 1j él. Ezeket lathatjuk majd Aln,d, w]
aszimptotikajaban, melyet az indukcids feltevés szerint a kovetkezoképpen
kaphatunk meg. Felhasznaljuk még, hogy a (4.1) egyenlet szerint a cstcsok
szama aszimptotikusan pn-nel egyenld, tovabbd a (4.3) szerint a normald
konstansok reguldrisan valtozdk aw + ( kitevével.

n

. ‘ w—1
Aln,d, w| ~ Zc[z, W] - Tgp_1pi - (1 — p)g——+
i=2 !
: o 2(w—1)
+ cli, w] - Tg_1 p—1pt - Pr 3 +
. . 3(1 —p)(1—
+ cfi, w] - Tg_g 1Pl [2(1 —r)+ ( p]))( q)} ~
- -ow-+f3 2(w - ]')
~p Y awi™ (1= pa(w = Vg +pr=—— a1 w1+
i=2
3(1—p)(1—
- [2(1 — )4 2PN Q)} xd_g,w_ll ~
p
Ayyn @A H 2(w —1)
oplet = Dy A it
paw+ﬁ+1 (1 =plg(w — D)xauw-1 +pr 3 Ta-l, 1+
3(1—p)(1—
+ {2(1 —r)+ ( p])9< Q)] lEd—Q,w—l]
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teljesiil 1 valészintiséggel n — oo esetén. Vegyiik észre, hogy ha a d,w par
olyan, hogy X|n,d,w] lehet pozitiv, akkor a jobb oldalon szereplé egyiitt-
hatok kozott is van olyan, melyrol az indukcids feltevés alapjan tudjuk, hogy
pozitiv. Ha ugyanis 2 < d < 2(w — 1), akkor x4,,_1 pozitiv, ha d = 2w — 1,
akkor w > 2 miatt x4_1 -1 lesz biztosan pozitiv, ha pedig d = 2w > 4, akkor
Tag—2w—1 > 0.

Most tehat alkalmazhatjuk a 2.3. allitast: a szérdsnégyzet becslése szerint
Bln,d,w]"/?log B[n,d,w] = O(n*+#+6/19) = O(A[n, d,w]). Ezért az allitas
szerint Z[n, d, w] ~ A[n,d, w] teljesiil 1 valészintiséggel n — oo esetén, majd

a c¢[n,w| normél6 konstansokkal osztva kapjuk, hogy

X[n,d,w| ~ zqupn = T_)xd’w
n — oo esetén 1 valészintiséggel, ahol
1 a o 1) N 2(w—1 N
Tdw = — W — 1)Tg r L1 aw—
d, aw+ B+ 1 p)q dw—1 TP 3 d—1,w—1
3(1 —p)(1 —
+(2<1—r)+ Lot q))xd_z,w_ll =
b
Ll = D+ as(w 1) t Bar]
= ———Jo(w— DT gw— ag(w —1)Tg_1 we Ta—2.w-1],
aw+ﬁ—|—11 daw—1 2 d—1w—1 d—2,w—1
és valéban
2pr 3(I1—p)(1l—q
a; = (1 —p)g, 042:?, f=2(1-r)+ ( ]2< )

fgy a bizonyitds indukciés lépése kész. Azt is lattuk, hogy x4, valéban
pozitiv, ha d és w teljesiti a feltételeket. O
Az egyiittes aszimptotikus eloszlas explicit alakja

Az egyiittes eloszlasra a rekurzié alapjan explicit alak is felirhaté. Ezt mu-
tatjuk meg a kovetkezo allitasban, bar ezt az el6allitast nem fogjuk hasznalni

a skélafliggetlenség bizonyitasaban.
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4.2. allitas. Legyen ¢, = (cw + B+ 1)(a(w — 1)+ 5+ 1)...(a+ B+ 1)
(w > 1). Ekkor a 4.1. tételben szerepld rekurzié megolddsa igy irhato 1 < w,
2 < d<2w esetén:

Tdw =

> > (W — i) (W —is) ... (w— iys) | X

k=1 | 1<i1<...<iy_p<w—1
w—k

w—d+k . d—2k gk—1

X(d—%)al as BT

w
1

1
Cw

w = 1-re az ures 0sszeget 1-nek tekintjik.

Bizonyitas. w szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. Mar lattuk, hogy a
feltételt nem teljesitoé d,w parokra x4,-t nullanak értelmezhetjiik. A képlet
ilyenkor is j6 eredményt ad: d > 2w esetén d — 2k > w — k, igy a bi-
nomialis egyiitthaté minden tagban nulla. Ezért ahogyan a rekurziéban, az
itteni bizonyitasban is beirhatjuk ezeket a tagokat, nulla hozzdadasaval nem

valtoztatunk majd az Gsszegen.

w = l-re d = 2 az egyetlen lehet6ség. Ilyenkor k = 1, w — k = 0 darab -t
kell kivalasztani, az els6 Osszeget 1-nek értelmeztiik. A binomialis egytitthaté
1, a kitevok pedig mind nulldk, igy x ;-re ¢; reciproka adédik, a 4.1. tételnek

megfelel6en.

Tegytik fel, hogy valamely w > 1-re minden néla kisebb stlyra és le-
hetséges d-re érvényes a fenti alak. Ekkor hasznaljuk az indukciods feltevést,
az els6 két tagban a binomialis egyiitthatok osszegére vonatkozé Osszefliggést,
a harmadikban pedig indexcserét. Vegytk észre, hogy az els6 két tagban az
a1, o, [ kitevoi az ag-gyel, illetve as-vel vald szorzas utan éppen megegyez-

nek.
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1
aw+ [+ 1

w—1

[a1(w — 1) zgp_1 + aa(w — D241 0p-1 + BTa—ow-1] =

zi(w_nz > (w—=1—=41)...(w—1—iy_g)

k=1 | 1<i1 <o <y 1 — g Sw—2

—1-k
y (wd o )a?d+kagzk6k1+

+$(w—1)z > (w—1—1iy)

=1 |1<i1< <1 Sw—2

k
—1—k
% (;U_ o 2k) aqlufd+ka372kﬁkfl+

—i—é(w—l)z > (w—1—1iy)

...(w—l—iw,k)

...(w—l—iw,k)

k=1 | 1<i1<...<igy_1—p<w—2
w—1-k\ ,_ o
% <d_ ) Qk)al ditl o d=2h=2 gk _
1 w—1
= — —1 —1—4) .. (w—1—1_
o (w—1) | Z (w—1—=41) ... (w—=1—1y g)
k=1 1<i1 < <tyy—1—pSw—2
w—FkY\ ,_ _ _
% <d_ 2k>a1 dhd—2k gh=1
1 w

+ =3 > (w—1—41). .. (w—1—dyp)| X

O

Wog=2 [ 1<ii <. <y _p<w—2

—k
% <;U_ 2k;> O/iu—d—%ka;l—%ﬁk—l.

X

X

Most a binomialis egyiitthatok és aq, s, [ kitevoi is megegyeznek. Az

els6 tagban minden lehetséges médon kivalasztunk 1 és w — 2 kozott w —

k — 1 kiilonboz6 szamot, majd a szorzatukat megszorozzuk w — 1-gyel. Tehat

osszesen w — k killonbozo szamot valasztottunk 1 és w — 1 kozott, ugy, hogy

w — 1 biztosan szerepel. A méasodik taghan pedig szintén w — k kiilonb6zo

szamot valasztottunk, de csak 1 és w—2 kozott, tehat ezekben w— 1 biztosan

nem szerepel. Osszességében tehdt minden olyan szorzatot megkapunk, ahol

w — k tényezd szerepel, melyek 1 és w — 1 kozotti kiillonbozé szamok, ahol
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w — 1 szerepel, az az els6 tagban van, ahol nem, az a masodikban. k értéke
1 és w kozott mehet. Az els6 tagban k = w hidnyzik, ilyenkor 0 szamot kell
valasztani, ezt nem lehet gy, hogy w — 1 szerepeljen. Ezt 1-nek értelmeztiik,
és a masodik tagban talalhaté. A masodik 0sszeghdl k = 1 hidnyzik, hiszen
w — 1 kilonboz6 szamot valasztani csak tgy tudunk 1 és w — 1 kozott, ha
mindegyik szerepel, tehat w — 1 is. Osszességében tehat mindent pontosan

egyszer szamoltunk, és a fenti Gsszegre

w

iz Z (w—11)(w—iz)...(w—dyp)| X

Cw
w—k
w—d+k . d—2k gk—1
X < )ozl ay B

k=1 | 1<i1 <. <iyp—p <w—1
d— 2k

addédik. Ezzel az indukcios 1épés kész. O]

Az egyiittes eloszlas el6allitasa

A 4.2, éllitas bizonyitds arra mutat ra, hogy ha egy cstcs silya novekszik, ak-
kor foka csak kis valészintiséggel n6, ha harom, stilyokkal aranyosan valasztott
régi csics kolecsonhatasarol van szé, ilyenkor ugyanis nem keletkeznek 1j élek;
tipikusan eggyel n6, ha 14j csucsot véalasztunk, és silyaranyosan valasztjuk a
szomszédait; végiil nagy valdszintiséggel kettével no, ha egyenletes valasztas
torténik. Ennek alapjan lehet sejteni, hogy a hatareloszlas eléallithato bizo-
nyos fiiggetlen valoszintiségi valtozok osszegeként. Errol szl az alabbi allitas,

amely alapjan az egyiittes eloszlas peremeloszldsait is vizsgalni tudjuk majd.

Az alabbi jelolést fogjuk hasznélni:
Ty = Tow+ .o+ Topw (W>1),

azaz T, az Osszes lehetséges w-hez tartozd x,w parra a megfeleld limeszek

osszege.

Legyen W pozitiv egész értékii valdsziniiségi valtozo ezzel az eloszlassal:

PW =w) =2y, w=1,2,.... Legyen & = 2, és a &, &3, ... valdszinliségi
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valtozdk legyenek fiiggetlenek egyméstol és W-tdl is, tovabba

R
P& =2 = g

4.3. allitas. Tekintsik az Sy, = & + - - - + &, részletosszegeket. Ekkor

P(Sw=d, W=w)=x44, 1<w, 2<d<2uw.

Bizonyitas. A kezdeti feltétel konnyen lathato:
P(SW:2,Wzl):P(Wzl)Il’lzxz,l
Ezutan

P(Sw=d, W=w)=P(S, =d, W =w) =
= P(S, = d)P(W = w) =
= | P(Sy_1 = d)P(£4 = 0) + P(Sp_y = d — 1)P(£, = 1)+

+P(Syer = d= 2Pl = D) [P0V = w— 1) S
:p(sw_1=d7W=w—1)%g_+l)ﬁ

Py =18 = S

+P(Sw—1=d—27W:“’_1)#ﬁ+1'

Vagyis a P(Swy = d, W = w) val6sziniiségek ugyanazt a rekurziét teljesitik,

mint ami (z4,,) definiciéjdban szerepelt a 4.1. tételben. O

’, 2. rd 7/ 7 77 7/ e 2
4.4. allitas. (zq,) valdszintségeloszlds, azazy o | > 0 Taw =1

Bizonyitas. Mivel az el6z6 allitasban szereplé (Sy, W) valészintiségi vektor-

valtozod, ez az el6zo allitasbol azonnal kovetkezik. O

108



4.2.2. Skalafiiggetlenség siilyokra

Jelolje X [n,w] a w sullyal rendelkezé csicsok szdmdat n 1épés utdn. Az
% aranyrol szeretnénk 1 valoszintiségii konvergenciat bizonyitani, majd a

limeszekre rekurziét adni és polinomiélis csokkenésiiket latni.

4.5. tétel. Minden w =1, 2, ... egészre

X[n, w]
Va

Ty =T+ -+ Toww

1 waldszintiséggel n — oo esetén. Az x,, hatdrértékek pozitivak, és az aldbbi
rekurziot teljesitik:

1 Cafw—1)+8

T a1 w Lw—1, ’lUZQ, 4.6
a+B+1 ow~+B+1 ! (4.6)

I =
ahol

azgpr+(1—p)q>0, B=- [2p(1—r)+3(1— p)(1—q)].

Tovabbd .
Y~ Cw™ <1+E>

I

amint w — oo valamely C' pozitiv szdmmal.

Bizonyitas. A 4.3. allitas és a4.1. tétel szerint a suly és fokszdm egytittes ta-
pasztalati eloszldsa teljes varidciés normaban konvergél (Sw, W)-hez. Ezért
ez teljesiil X[n,w]/V,-re és W-re, amib6l az 1 valdsziniiségii konvergencia is
kovetkezik.

Tehét z,, létezik, és ), xq,-vel egyenls. 1 silya csak 2 foku csicsnak
lehet, ezért x; = x5, ez a kezdd 1épés. Az x4,-re a 4.1. tételben kapott
rekurziét d szerint konnyen Gsszegezhetjiik, igy kapjuk a (4.6) Osszefiiggést.

Ebbdl tovabb szamolva

Gj—1)+8 1 Yy ite

_x,H2 aj+B+1 _aw+ﬁ+1jHlj+%_
T+ T (w7
Cal (14297 (w+ 22 1)

~cw (8) ()
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valamely pozitiv C' szammal, amint w végtelenhez tart. Ezzel a tétel bi-

zonyitasat befejeztiik. O

4.1. megjegyzés. Az (z,,) sorozat valészintiségeloszlas, Osszege 1, hiszen az

egyiittes eloszlast, (x4, )-t Osszegezve is egyet kapunk.

4.2.3. Skalafiiggetlenség fokszamokra

A fokszamokndl megjelend hatérértékekre sem a rekurziobdl, sem az exp-
licit alakbol nem lathaté konnyen az aszimptotikus viselkedés, az egytittes
eloszlas hatarértékére adott fenti konstrukciobdl azonban igen. Emellett ge-
neratorfliiggvényes modszerek hasznalatdval is minden bizonnyal meghatéroz-

hat6 lenne az aszimptotika.

Mielott a fokszamokra vonatkozo peremeloszlas aszimptotikajat megad-
nank, az egyiittes eloszlas viselkedését irjuk le a 4.3. allitasbeli el6allitas és

koncentraciés eredmények segitségével.

4.6. tétel. Tegyiik fel, hogy o és an pozitivak. Ekkor

o (od — agw)2> 179
w =Ty —— ———— ) +0 / ,
d, * V2T apw (exp( 20 apw (w )

ahol a maradéktag nem fiigg d-tol.

Bizonyitas. &, varhaté értéke a definicié alapjan konnyen kiszamithato:

aw—1)+28 o (a+a1)B
alw—1)+ 8 a  ala(w—1)+78)"

B¢, —
és gy ESy = 22w + O(log w). Hasonldképpen
(6%

per G-+ (1-2)8
Yoaw—1D+8  a alw—-1)+p5

2
Dz(gw):%—FO(l) — [%JFO(EH :%<1—%)+O<1) _
« w o w o o w
:a132+0(l) 7
(07 w
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teljestil w — oo esetén. Ezutan alkalmazhat6 [55, Petrov, 1975] VII.1.5.
lokélis hatareloszlastétele az S, Osszegre. A feltételek teljesiilnek, hiszen

feltettiik, hogy ay és aw is pozitiv, &,-k pedig egyenletesen korlatosak:

o] Qi Qg . 1« 3
1 f —D?*(S,) = >0, 1 — — FE|T < o0,
im in (Sw) 5 ,  limsup — ; I3, &7 < oo

w—oo W « W—00 1

Igy a tétel szerint

D(S) P(S = d) — ¢L2_7r exp (-%) ’ ~0 <%) (@8)

Ezutén az |e7¥ — e *| < |y — x| max(e™*, e~ Y) trividlis becsléssel

o (4585) - (55

sup
dez

2D2%(S,,) 2D2(S,,
2 (d— %w—i—O(logw)) O(logw) . _(d— %w—i—O(logw))z
E 2D2(S,,) P 2D(S.,) |

M4r 14ttuk, hogy D?(S,,) nagysdgrendje w, ezért az elsd tényezd O(logw/w),
a masodik pedig exp(—Cw)-vel becsiilhetd feliilrdl. Igy a szorzat O(w=1/2).

Hasonléan
(d — 22w)? (d — 22w)? -
P\ epr(s,) ) TP\ e )|
(ad — ayw)? (ad — aw)? . (ad — aw)?
— X — .
~ lajaew + O(log w) o QW P ajaew + O(log w)

Itt az els6 tényezé O(logw), mig a harmadik exponencidlisan kicsi, igy a

szorzat O(w™'/?).

Végiil

_ Jaagw _ . O(logw) O (2
‘a(gw) 'p(sw 0= iy s P =) 0 (w12,

hiszen a (4.8) becslés szerint D(S,,)P(S,, = d), azaz wP(S,, = d) is O(w™/?).
Vagyis a (4.8) sszefiiggésbél kovetkezik, hogy

Varaw o1 _(ad—aw)®\| (1
- P(S, =d) Wor exp Sy =0 .

sup
dez
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Vegyiik észre, hogy W és a &, tagok fiiggetlensége miatt
ZTgw =P(Sw=d, W =w)=P(S, =d, W =w) = P(S, = d)x,.

Ezt beirva és atrendezve a tétel allitasat kapjuk. A maradéktagok mindentitt
d-t6l fiiggetlenek voltak. O

Most mar meg tudjuk hatarozni a fokszamokra vonatkozé hatarértékek
aszimptotikus viselkedését, igy bizonyitva a skalafiiggetlenséget. Ebbol azt
latjuk, hogy a silyokra és a fokszamokra vonatkozd karakterisztikus kitevok

megegyeznek.

4.7. tétel. Jelolje Un,d] a d fokszami csicsok szamdt n lépés utdn. Ekkor

minden d > 2 egészre

Uln, d| N

Va
teljesul 1 valosziniiséggel n — oo esetén, ahol ug pozitiv konstans. Tovabbd
1+ (2 d)—(Hi)

a2r(1+§) , amint d — oo.

6%)]
Bizonyitas. Az allitas elso része a 4.5. tétel elso 1épéséhez hasonléan adddik.
ug aszimptotikajanak meghatarozasahoz legyen
f=td H={wsf— U <w< [ ),
2
H ={w:w< f— 72}, H"={w:w>f+ /)

valamely rogzitett 0 < e < 1/6-ra.

A Hoeffding-féle exponenciélis egyenlétlenség szerint [34, 2. tétel] minden

w € H™ esetén
P(Sy>d) <P (Sw _ES,>d-— %w - O(logw)> <
ag _ 2
< oxp (_ (d— 2w — O(logw)) ) _

2w

_ exp(—(%f (f —w-— O(logw))Q)'

2w
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Itt a szdmldloban (f —w — O(log w))2 > f12 — O(f'*log f), hiszen
w € H™, a nevezében pedig w < f ugyanezért. fgy

P(S, > d) < exp <—O‘§£€ + o(l)).

Felhaszndlva ezt és azt is, hogy H~ elemszama nem lehet f-nél tobb:

P(Sw=d WeH )= > P(S,=d) <

weH—

< (1+o(1))f exp (—agf%) =o(r(2)). (a9)

2002

A w € HT eset hasonléan kezelhetd:

P(Swgd)gp(sw—Eswgd—%@ <

a
2
2Ly —d 2 _ £)2
2w o 2w
Most az aldbbi becslést hasznalhatjuk w € HT és a konkdvitds alapjan:
2(’(1) o f) > f1/2+a +w— f > f1/2+a + (w o f)1/2+a > w1/2+s

a szamlaléban, amibdl

2,,,2¢e
PS5, < d) < exp(—o‘;;; )

fgy

P(Sw=d WeH)<Y e _osw”
= X
: <> exp o

w>f

) _ O(f—(Hi))_ (4.10)

Végil w € Hraw = f+ O (f1/2+5) =f (1 +0 (f_1/2+5)). Ezért

(ad —ow)?  ao(f —w)®  ao(f —w)?

2000w 20qw 2001 f

(1 +O(f—1/2+a)> _
az(f —w)?

— —1/2+3¢
- 2o00f +O(f7).
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A 4.6. tétel alapjan szeretnénk az aszimptotikdt pontosan felirni. x,, aszimp-
totikaja a 4.5. tételbdl lathatd, az exponencidlis részét pedig most szamoltuk
ki. Tehat

DL+ 25) (1) a az(w — f)?
aF(l + g) / o V2magas f P (_ 2a1 f )

teljesill d — oo és w € H esetén. Mivel

Tdw ™~

+oo
) e %/LQX L RS
= V2o f P 201 f o V2T o P 201 s’

Osszegzés utan azt kapjuk, hogy d — oo esetén

PL+5E) (1l

2 a

(4.11)

A bizonyitéds (4.9), (4.10) és (4.11) sszevetésével fejezhetd be:

Ug = Zxd,w = ZP(SW =d,W =w),
w>1 w>1
ahol mind a harom halmazra kiilon 6sszegziink, és w € H adja a lényeges
tagot. 0

4.3. Silyok és fokszamok aszimptotikaja

Rogzitett csics sulyanak és fokszamanak, illetve a maximalis sulynak és ma-
ximalis fokszamnak az aszimptotikus viselkedését irjuk le. A maximalis suly
regularisan valtozik, és a kitevé megegyezik az egyetlen csics sulyanak re-
gularis véltozasahoz tartozé kitevovel. Egy cstcs sulya és fokszama kozott
nincs determinisztikus kapcsolat, mégis egyetlen cstcs fokszamara és a ma-
ximalis fokszamra is ugyanolyan regularis valtozast bizonyithatunk, mint a

sulyokra.
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4.3.1. Rogzitett cstucs sulya

Ebben a szakaszban rogzitett csucs silyanak aszimptotikus viselkedését sze-
retnénk lefrni. Ehhez olyan martingalokat kerestink, melyeket késébb a ma-
ximalis sily aszimptotikus viselkedésének leirdsakor is tudunk majd hasznal-
ni.

A kezdeti elrendezés, az egy sulyd haromszog szimmetrikus, igy elég az
egyik csuccsal foglalkoznunk. Az egyik csics cimkéje legyen tehat 0; a mésik
kett6 nem kap cimkét. A késébb létrejovo csicsok cimkéi sziiletési sorrendben
1,2,...legyenek. Legyen W [n, j] a j. cstcs silya n 1épés utdn, ha mér 1étezik
ez a csucs, kiillonben nulla. Vilagos, hogy a j. cstics nem sziilethet a j. 1épésnél
korabban.

Legyen I[n,j| a {W][n,j| > 1} esemény indikatora, J[n, j| pedig annak

az indikdtora, hogy a j. cstucs az n. lépésben sziiletett:

Az alabbi jelolésekre lesz sziikségiink:

bn, k] = ﬁ <1 + —) 71; (4.12)

=1

d[n, k, j] = —ib[z +1, k:]v’i ) ( [Z’g]jlk a 1) : (4.13)

ahol «, f ugyanaz, mint a 4.5. tételben:

az%pr+(1—p)q>0, B=- [2p(1—r)+3(1— p)(1-4q)].

Itt b[n, k] véletlentdl nem fligg, mig d[n, k, j] véletlen, de mérhet6 az F,,_-re,
az elsé n — 1 1épés altal generalt o-algebrara nézve minden k-ra és j-re. Az

aszimptotika is konnyen lathato:
bin, k] ~ byn e (4.14)

rogzitett b, > 0-val n — oo esetén.

Ezek segitségével irhaté fel az a folyamat, melyrdl belatjuk, hogy mar-

tingal.
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4.1. lemma. Minden j, k,l pozitiv egészekre 7 < [ esetén az alabbi
|+ k-1
Ztnesi )= otk (DT )

folyamat martingdl n > [-re.

Bizonyitas. A (4.2) egyenlet szerint, feltéve, hogy a j. csics létezik az (.
lépésben, annak valdszintisége, hogy a j. cstcs 1j élt kap az n + 1. 1épésben
a‘ﬁqﬂ + ﬂp ,ahol n+1>1,6s V, ~np+o(n'/?"¢) a (4.1) egyenlet szerint.
Ezért tetszoleges rogzitett k,1 > 1, n > [ egészekre

E((W[n+1,]g]+k—1)[[l’jwfn) ey (W[n,j]k+k_1)+

LI [%@“L%ﬂ KW [n,]j] +k) B (W [n,j]k+k— 1)}

S ¥ KW[n,j]k+k— 1) . [%[nlju%] (W [nlj’]:rlk:—l)}
— 11, /] (W[n,j]]:k‘—l)( nof1)+”l @f( [n, j +l<:—1>

15)
Mindkét oldalt b[n + 1, k]-val szorozva és a definiciot felhasznalva:
E (b[n +1,H] (W In+ 1’]%7] k- 1)1 [l,j]‘ ]—"n) _
_ 2 (Win, jl+k—1 Bp (Win,jl+k—1 B
—I[l,]][( . )b[n,k]+vn E_ 1 bln+ 1,k]| =
=1 [(7 T Yotk k) o 1.1
(4.16)

Mivel d[n + 1, k, j] mérhets F,-re nézve, ebbdl a lemma allitdsa kovetkezik.

g

Most mar kimondhatjuk a rogzitett csucs sulyanak aszimptotikus visel-

kedésérdl szolo tételt.
4.8. tétel. Legyen 7 > 0 rogzitett. Ekkor

Win, ] ~ Gn° (4.17)

teljesul 1 valdszintiséggel n — oo esetén, ahol (; pozitiv valdszindségi vdltozo.

116



Bizonyitas. Elészor azt latjuk be, hogy az allitds nemnegativ (;-vel tel-
jestil.
Tekintsiik azt az eseményt, hogy a j. csics létezik n 1épés utan. Ezen az

eseményen majdnem mindentitt

. . (e
P(Wn+1,j]=Win,jl+1|F,) > Pk

A Borel-Cantelli-lemma Lévy-féle altalanositdsa [50, Neveu, VII-2-6] szerint,

azaz a 2.4. allitast indikatorokra alkalmazva azt kapjuk, hogy Win, j] — oo

majdnem biztosan.

A 4.1. lemmat k = 1-gyel fogjuk hasznélni. A 4.14 egyenlethez hasonléan
kapjuk, hogy
bn, 1] ~T(1+a)n™™ (n — o0). (4.18)

Vagyis a (4.1) egyenletet és « pozitivitasat felhasznélva:

n—1 n—1
dn,1,5] = => bi+1,1] Vﬁp =BT(1+a)) i ' (1+0(1)).
i=1 i-l i=1

Tehét d[n, 1, j] egyrészt nem fligg j-t6l, masrészt konvergens n — oo esetén.
Ezért a 4.1. lemméban szereplé martingdl & = 1 mellett alulrél korldtos.

Masfeldl ez a martingél korlatos differencidju, hiszen
ZIn+1,1,5] = Z[n, 1,5] < b, ) (Wln + 1, ] = Win, ) < bln, 1] < 1,
és

Z[n, 1,5l = Zn+1,1,5] < (bn, 1] = bln + 1,1])) Wn, j]+

—|—(d[n+1,1,j]—d[n,1,j]) gb[n+1,1]a+b[n+1,1]%§04+%.

A 2.5. allités, azaz Neveu [50] VII-3-9 dllitasa szerint egy ilyen martingdl vagy
konvergens 1 valdszintiséggel, vagy —oo és +oo kozott oszcillal. Ez utébbit
az alulrdl korlatossag kizarja, igy a szoban forgd martingal 1 valdszintiséggel
konvergens.

Ebbél az kovetkezik, hogy b[n, 1]W[n, j| konvergens majdnem mindentitt

azon az alabbi eseményen: a j. csics silya 1-nél nagyobb a k. lépés utan. Mar
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lattuk, hogy a silyok végtelenhez konvergalnak, igy k — oo esetén ezeknek
a b6viild eseményeknek a limesze 1 valdsziniiségli. Ezért b[n, 1|Win, j| 1
valdszintiséggel konvergens, és a (4.18) egyenlet szerint azt kapjuk, hogy a
tétel dllitasa nemnegativ (;-vel teljestl.

Tehat azt kell még beldtnunk, hogy a (; valészinliségi valtozo 1 valdszinii-
séggel pozitiv.

A bizonyitas tovabbi részében a hanyadost tekintsiik nullanak, ha a szam-
laléban szerepld indikator nulla. n > k-ra az el6z6 lemmahoz hasonlé gon-

dolatmenettel azt kapjuk, hogy

=i ™) = () o

(R Bt

Vilagos, hogy

(a0l 20) (el L) Y

n+1 Vi, Win,j]  Win,jl—1
aWin,j]  Bp . 1
- ( n+l W) i (_W[n,j](W[”J] - 1)) =
al [k, j]

(n+1) (Win,j] - 1)’

B IU@J]} 7)< I[/f,.]] LAY
Win+1,j]—1 Win,j] —1 n+1
Ebbdl kovetkezik, hogy
nllk;J
enl [k, ] 7
szupermartingal n > j-re, ahol

- a~t Tl —a)l(n+1) N
6"2211(1_?) - F'n+1—a) ~ (L= an®

és igy

Ez a szupermartingdl nemnegativ, ezért a martingalkonvergencia-tétel szerint
1 valészintiséggel konvergens. Mivel limy_, I[k, j] = 1 teljesiil 1 valdszini-

séggel, is 1 valdszintiséggel konvergens n — oo esetén. Ebbol

€n
kovetkezik, hogy (; pozitiv 1 valdszintiséggel. OJ
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4.3.2. Maximalis suly

A maximalis sily aszimptotikus viselkedését szeretnénk meghatarozni. Az
allitas az, hogy az éppen aktudlis legnagyobb sily aszimptotikus novekedése
lényegében megegyezik egy rogzitett csucs silyanak aszimptotikus viselkedé-
sével: az el6bbi is polinomidlis, és a kitevd is megegyezik a 4.8. tételben
szereplo 1 + é—val. Ennek igazolasahoz felhasznaljuk az eléz6 szakaszban
szereplé martingalokat, melyeket a rogzitett csucs silyabdl szarmaztattunk.
A bizonyitasban ezekbol képzett szubmartingalokrol latjuk be, hogy megfe-
lel6 p-re LP-beliek, ebbol mar kévetkezni fog a konvergencia. Ehhez azonban
sziikség van az alabbi allitasra, mely a cstucsok silyanak megfelel6 momen-

tumaibdl szamolt Osszeg varhato értékére ad felsé korlatot.

4.2. lemma. Minden k >0 és 1 < m < n pozitiv egészre legyen :

st~ 328 (" ]

Ekkor .
S[mana k] S Ck Zj_ka

Jj=m

valamely Cy pozitiv szammal teljestul minden 1 < m < n-re.

Bizonyitas. A bizonyitas k szerinti teljes indukciéval torténik.

k = 0 esetén a binomidlis egytitthaté minden tagban 1, és a (4.14) egyenlet

szerint

Sim,n,0] = nOZE [n, 5]) ZP jl1>1) <n—-m+1.

Tegytik fel, hogy k — 1-re teljestiil a lemma &llitasa. A 4.1. lemma sze-
rint Z[n, j, k,l] martingal n-ben rogzitett j, k,l mellett, igy varhat6 értéke
nem fiigg az id6tol, azaz n-t6l. Martingalok kiilonbsége is martingal, igy ez
akkor is fenndll, ha I[l, j]-t J[l, j]-re cseréljik. Ugyanis mig az el6bbi annak

indikatora, hogy a 7. csucs az [. 1épésben 1étezik, az utébbi annak indikatora,
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hogy épp az [. 1épésben sziiletik meg. Tehat ha S[m,n, k|-ban I[n, j]-t fel-

bontjuk, majd felhasznédljuk a martingaltulajdonsagot, az aldbbihoz jutunk:

S[m, n, k] = ZE > b4 (W[n’j]l:k - 1) J[E,j]) _
=> " E(> (ZIn,k.j) +d[n,k‘,j])J[€,j]) =

=3 B (Y (k) + d[n,k,jJ)m,j]) -
_p (Z > (616 k] + dln. k. 5] e m])J[MJ) .

Az els6 tagra konnyen adodik felsé korlat, hiszen b monoton csokkeno
rogzitett k-ra a (4.12) definicié szerint. Vagyis S[m,n, k] = Si[m,n, k] +
Sa[m, n, k|, ahol

Si[m,n, k] = (ZZbM £j> ',k]E(iJ[é,j])g

j=m £=j

blj, k —ka] o (1+0(1) < CL Y5
j=m

:m

(4.19)
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A masodik tag pedig a kovetkezoképpen becsiilheto feliilrdl.

Sylm,n, k] = E ZZ(d[n,k‘,j] —d[&&j])ﬂﬁj]) =

113, j-

Sy g (WA= 2) Wi+ k- 1

Az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy ha az indikétor 1, akkor Wi, j] > 1.
Wi, j] +k — 1
Wi, j]

Mivel < k, arra jutunk, hogy

~— bfi + Bp i, ] +k =2\ . .
Sk;nb[z, (Zb ( o )1[z,j]>.

Most hasznaljuk a V; aszimptotikdjara vonatkozo (4.1) Osszefiiggést. A
{Vi < (p/2)i} és {V; > (p/2)i} eseményeken kiilon adunk felsé becslést.
I tovabbra is egy esemény indikatorat jeloli. A Chernoff-korlat szerint az
el6bbi esemény valdszintisége nem lehet t6bb, mint exp(—ei), ahol € > 0 és

csak p-tol fligg. Az indukcios feltevés szerint

o (=) Spen(" )

208 . 1 —(k—1)a
< TS[m,z,k —1] <28Ck = Z]
J=m

A Hoeffding-féle exponencialis egyenlétlenség szerint annak valdszintisége,
hogy a csticsok szama kicsi, feliilrdl becstilheté: P (V; < (p/ 2)2) < e~ ahol
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e > 0 csak p-t6l fiigg. Kezdettél V; > 3, a csicsok Wi, j| stlya pedig
lépésenként csak eggyel nohet, igy

(%I(VU”)ZI) (Ww +k_2)f[z,j]) .
S% ( )Zb (Z+li12>_

=
—ei;—(k—1)a;k—1 I~ k-1
:O(e”z( Jovg i)y=of= G (k= De
1 -
j=m
m-ben egyenletesen. Végiil a (4.14) egyenlet szerint

bli + 1, k]

k-1~ U

Ezek alapjan valamely C} és C} konstansokra

Sg[mnk: <C 22_1 QZ]—(kl CWZ —(k—1)a ZZ—I o<
j=m
///ijka' 420

A (4.19) és (4.20). becslések adjak az indukcids 1épés bizonyitasat. O

A kovetkezo tételben igazoljuk, hogy a legnagyobb sily és egy rogzi-
tett csucs fokszama aszimptotikusan regularisan novekszik, és a kitevok is
megegyeznek.

Legyen W,, = max{W{n, j] : —2 < j < n}, azaz a csicsokra vonatkozdan

a legnagyobb sily n 1épés utan.

4.9. tétel. W, ~ un® teljesil 1 valdosziniiséggel n — oo esetén, ahol p =
sup{¢; : j > —2} pozitiv és véges valdsziniiségi vdltozo, (; pedig megegyezik

a (4.17) egyenletben meghatdrozottal.

Bizonyitas. 1 < m < n esetén legyen M[m,n] = max{Wn,j] : —2 <
j <m}. A (4.17) egyenletbdl kiévetkezik, hogy

lim n™*M[m,n] = max{(; : —2 < j < m}

n—oo
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teljestil 1 valészintiséggel. Azt kell tehat belatni, hogy

lim limsupn=*(W, — M[m,n]) = 0. (4.21)

m—ro0 n—oo

A 4.1. lemma bizonyitasaban lattuk, hogy

) ( T e o=

szubmartingdl, igy az alabbi folyamat is:

b & (W[n, j]k+ k- 1) k] (W[n, j]]:r k— 1)[[%],]’ s

Novekvo szamu szubmartingal maximuma is szubmartingél, ezért

bmmC%‘M%ﬂ+k‘ﬁ,n2m

is szubmartingal. Tovabba
- M -1 =
E {b[n, k] (W" [WZ n+k )} < S, k) < GG (4.22)

j=m

a 4.2. lemma szerint. Mivel

(1602, 11OV, = M, n]))k < (Wn — M[m,n] +k — 1

b[n, k] k !
(4.23)

a bln, 1](W, — M[m, n]) nemnegativ szubmartingal L*-ban korldtos minden
ka > 1-re. Ezért 1 valészintiséggel és LF-ban is konvergens minden k > 1-re.
SOt a (4.22) és a (4.23) becslések szerint

E <T}Lr§on_a(wn — M[m,n]))k < k! f—:g;nj_k“.

fgy a Beppo Levi-féle monoton konvergenciatétel alkalmazhato, és

E ( lim lim n=* (W, — M[m,n}))k —0

m—r00 N—r00

ha k > 1/a, amibdl (4.21) kovetkezik. O
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4.3.3. Rogzitett cstcs fokszama

Egy cstcs stlya azt mutatta, hogy eddig hanyszor vett részt kolesonhatas-
ban, a fokszama pedig azt, hogy hany kiilonbozé méasik cstuccesal 1épett méar
kolesonhatasba. Egy cstics egy kolesonhataskor 0, 1 vagy 2 4j cstccsal is
talalkozhat, igy a két mennyiség kapcsolata nem determinisztikus. Ezért
vizsgéljuk kiilon egy rogzitett csics fokszaméanak aszimptotikus viselkedését.
Ez is regularisan valtozé lesz, és a kitevo is megegyezik a silyokra vonat-

kozéval.

Jelolje D[n, j] a j. csics fokszamat n 1épés utan.
4.10. tétel. Tetszoleges j =0,1,...-re
. Q2
Dn,jl~—(n
[ 7]] a Cj

teljesul 1 wvaldszinidséggel n — oo esetén, ahol a (; pozitiv valdsziniiségi

vdltozé megegyezik a (4.17)-ben meghatdrozottal.

Bizonyitas. Ha egy cstcs kolesonhatasba 1ép, fokszama kettével, eggyel
vagy nullaval nohet. Példaul 1ij cstcs sziiletése és egyenletes valasztas esetén

biztosan eggyel n6. A tobbi esetet is hasonléan kiszamolva kapjuk, hogy

Win, ]

3n+1)
2V, — D[n, j] — 2 vV, — D[n,j]—l) B
; _

3(1 — 1-—
(\gn) + 3( p)( q) (xgn

E(I[k,j]1Dln+1,4] | F.) = I[k, j] (D[nyj] +pr

+p(1—r)

— [k, ] (D[n,j] + aQ% + Rn), (4.24)

pﬁ

Legyen &, = I[k, j] (D[n,j] — D[n — 1,j]), ekkor 0 < &, < 2. Igy a 2.4.
allitasbdl és a (4.17) egyenletbél azt kapjuk, hogy

Zéz ZE£z|~El Z( M—FRil)N%Cjn

i<n i<n i<n

ha k <n,ahol 0 < R, < —
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a {W|k, j] > 1} eseményen majdnem mindeniitt. Ezért D[n,j] ~ % (;n® is

teljesiil majdnem mindeniitt ezen az eseményen. Mivel limy_,o, Wk, j] = oo,

P(L];J{W[k,j] > 1}) =1,

amibdl az allitds adodik. O

azt kapjuk, hogy

4.3.4. Maximalis fokszam

A 4.9. és 4.10. tételekbdl azonnal addédik, hogy a maximalis sily aszimp-
totikdja is regularisan valtozé ugyanolyan kitevével, mint a maximaélis suly,
masrészt szintén szuprémumként kaphaté az egyes csuicsok fokszamahoz tar-

toz6 hatarértékekbol.
4.11. tétel. Legyen D,, a legnagyobb fokszam a grdfban n lépés utan. Ekkor
D, ~ %,u n®
o

teljesil 1 valosziniiséggel n — oo esetén, ahol v a 4.9. tételben meghatdrozott

pozitiv valdosziniségi vdltozo.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan D[n,j| < 2W|n, j], hiszen ha egy cstcs stlya
eggyel n6, fokszama legfeljebb kettovel. Ezért

max{D[n,j]: —2<j<m} <D, <
<max{D[n,j]: =2 < j <m}+ max{2Win,j] : m < j < n}.

Mindkét oldalt n=*-val szorozva és n-nel végtelenhez tartva

(07 . .. _ . _
-2 max{(; : —2 < j <m} <liminfn *D, <limsupn *D, <
« n—o0 n—00

05 . . —
maX{C] =2 g < m} 2 lim n (Wn M[m,n])

A (4.21) szerint mindkét oldal hatarértéke pas /o, ha m — oo. O
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Osszefoglalds

Kiilonbozo véletlen grafmodellek aszimptotikus viselkedését vizsgaltuk tobb-
féle szempontbol. A modellekben kozos volt a skalafliggetlenség: a d foku
csucsok aranya 1 valdszintiséggel konvergal valamely pozitiv c; szdmhoz,
amint a csicsok szama végtelenhez tart, tovabba c,d” hatarértéke pozitiv

d — oo esetén valamely v > 0 szamra.

A 2. fejezetben elégséges feltételt adtunk arra, hogy egy idében véletle-
niil fejlods, 1épésenként egy 1j csuccesal boviilo grafsorozatban regularisan
novekvo méretli, de véletleniil valaszthato csicshalmazban az adott foku
csucsok aranya 1 valoszintiséggel konvergéljon, a fokszamot az egész grafban
szamolva. Itt sem a modell fejlodését, sem a kivalasztas modjat nem kellett
pontosan megadni, a kapott eredmények modellfiiggetlenek. Megmutattuk,
hogy a kivalasztasra vonatkozo feltételek nem hagyhatok el teljesen, és tobb,

részben korabban ismert, részben 1j példat is adtunk a tétel alkalmazasara.

A 3. fejezetben egyszerti, linedris silyozasu fat vizsgaltunk, ebben egy ki-
jelolt helyre keriil6 csics fokszamanak aszimptotikus viselkedését vizsgaltuk
urnamodellek segitségével. Ez a csucs lehet példaul a gyokér k. gyermeke,
vagy a gyokér k. gyermekének [. gyermeke, stb. Megmutattuk, hogy ha en-
nek a csucsnak a fokszamat az Osszes csucs szamanak megfelel hatvanyaval

osztjuk, akkor a kapott sorozat 1 valdszintiséggel konvergens.

A 4. fejezetben olyan modellt javasoltunk, melyben az egyes 1épéseknél
nem csak a régebbi csicsok fokszama szamitott, hanem azt is figyelembe
vettiik, hogy mely csticsok hényszor léptek korabban kolcsonhatésba. fgy
egy csucsra két véletleniil névekvé mennyiség is jellemz6: Osszesen hanyszor
vett részt kolecsonhatasban, illetve hany kiilonb6zo masik csiccesal szerepelt
egyiitt. Mindkét szempontbdl bizonyitottunk skalafliggetlenséget a suly és
fokszam egyiittes aszimptotikus eloszlasan keresztiil, tovabba rogzitett cstcs
stulyanak és fokszamanalk, illetve a maximalis stulynak és fokszamnak aszimp-

totikus viselkedését is leirtuk.

A bizonyitasokban f6ként martingalelméleti eszkozoket hasznaltunk, ezek

skalafiiggetlen véletlen grafokra vonatkozé alkalmazasait mutattuk be.
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Summary

We investigated the asymptotic behaviour of several random graph models.
These models had in common the so called scale free property. That is,
the ratio of vertices of degree d in the randomly evolving graph sequence
converges to a constant c¢; > 0 almost surely as the number of vertices tend
to infinity; moreover, cyd” has a positive and finite limit as d — oo for some
v > 0.

In Chapter 2 we gave sufficient conditions for the following. The ratio of
vertices of a given degree counted in a set of selected vertices, whose size is
regularly growing, is convergent almost surely. These results are valid for a
wider family of models; we do not need to know neither the model, nor the
method of selection exactly. We showed that the conditions on the method

of selection may not be totally omitted. We gave several applications.

In Chapter 3 we examined a simple random tree with linear weigths. We
investigated the asymptotic behaviour of the degree of a vertex in a given
position, e.g., the kth child of the root, or the kth child of the jth child of
the root, etc. We proved that the degree of this vertex divided by an approp-
riate power of the total number of vertices is convergent almost surely. The
distribution of the random variable in the limit is equal to the distribution

of the product of some simpler and independent random variables.

In Chapter 4 we proposed a new random graph model, whose dynamics
were driven by interactions of three vertices. At each step not only the deg-
rees of old vertices were taken into account, but the number of common
interactions as well. We assigned two quantities to every vertex. The weight
was the number of interactions that the vertex had taken part in; while the
degree was the number of different vertices that it had interacted with. We
proved the scale free property both for degrees and weights, using the asymp-
totic joint distribution. Moreover, we described the asymptotic behaviour of
the degree and weight of a given vertex and the maximal weight and maximal

vertex as well.

The proofs are based on the methods of martingale theory.
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