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Bevezetés

A Zitterbewegung (a tovabbiakban ZB) — mint neve is mutatja — néhany hozza hasonl6an
méaig német nevet visels jelenséggel és fogalommal (Brehmsstrahlung, Pendellosung, Figen-
vektor) egyiitt a kvantummechanika héskorabol, a 20. szazad hiszas-harmincas éveibol
maradt rank.

Erwin Schrodinger, a kvantummechanika egyik megalapozoja azt a (Galilei és Newton
utan harom évszazaddal méar igencsak feleslegesnek tiing) kérdést tette fel [1], hogyan is mo-
zog egy magéara hagyott, azaz kiils6 erShatésoktol mentes részecske. A magatol értet6dének
gondolt valasz szerint természetesen egyenes vonali, egyenletes (allandé sebességii) mozgas-
sal. Am a relativisztikus kvantummechanika frissen felfedezett formalizmusa mast allit: az
allando6 sebességli mozgasra egy nagy frekvenciaju, paranyi amplitud6ja rezgémozgas rako-
dik, minden kiilonosebb ok, er6hatas nélkiil. A ,Zitterbewegung” sz6 erre a furcsa, nem vart
jelenségre, a ,reszketd” (németil zittering) mozgasra (németiil Bewegung) utal.

A 7ZB-ot sokaig artalmatlan relikvidnak gondoltak, érdekességnek, amellyel a relativiszti-
kus kvantummechanikaval ismerkedd didkokat lehet riogatni (...milyen furcsa dolgokra képes
ez az érthetetlen kvantumelmeélet...), amely azonban a reélis és mérhets kvantumjelenségek
korében nem jelenik meg, nem befolyasolja a szédiiletes itemben terjeszkedd kvantumelmélet
gyakorlati alkalmazasait és elméleti értelmezéseit. Talan csak azért nem felejtették el tel-
jesen, mert felfedezése és elsG interpretacidja a kvantummechanika egyik alapité atyjanak
nevéhez flizédik.

Az ezredforduld koriil azonban fordulat tortént: az 1j, egyre novekvd fontossagi me-
zoszkopikus, spintronikai rendszerek modellelméleteinek vizsgalata soran felfigyeltek a régi,
Schrodinger-féle ZB-hoz hasonlé megoldasokra. A szilardtestfizikusok furcsalltdk a dolgot:
a ZB kozismerten relativisztikus effektus, a szilardtestekben és a nanofizikai rendszerekben
pedig nem lépnek fel a fénysebességgel sszemérhetd sebességii mozgasok...

Magam is igy keriiltem kapcsolatba a témaéaval: baratom és kollégdm, hajdani tanitva-
nyom, Cserti Jozsef elkapott a folyoson, és megkérdezte: tudom-e, hogy mi a csoda is az a
Zitterbewegung — ¢ ugyanis a mezoszkopikus fizika 0j csodaanyagéval, a grafénnel foglalkozo
szakcikkben talalkozott az ismeretlen jelenség nevével.

Az azota kozosen folytatott vizsgalataink soran kideriilt, hogy a Zitterbewegung egyélta-
lan nem kivételes, elhanyagolhato, periférikus jelenség, hanem nyilt vagy alcdzott formaban
lényegében minden nemtrivialis kvantummechanikai rendszerben fellép, és jelent&sen befo-
lyasolhatja a kvantumrendszerek mérhets, s6t altalunk szabalyozni kivant tulajdonségait,
példaul az elektromos vezetSképességet és egyéb transzportjellemzsket. Mi tobb, épp ez a
mindeniitt jelenlévésége teszi lehetévé, hogy igen altaldnos szinten targyaljuk, megoldjuk a ra
vonatkozo egyenleteket, vizsgaljuk tulajdonsagait, és ezeket az altaldnos eredményeket konk-
rét kvantumrendszerek modelljeire alkalmazva gyakorlatilag is hasznosithaté eredményekhez
jussunk. E rendszerek vizsgalatakor javaslatokat tehetiink a jelenség kisérleti kimutatasara
és esetleges felhasznaléséara is. Nem utolsésorban pedig ez az univerzalitas teszi lehetévé azt



is, hogy a lehetd legaltaldanosabb forméban valaszoljunk az alapkérdésre: tulajdonképpen mi
a csoda is ez a Zitterbewegung?

Jelen disszertacioban ennek az eddig elhanyagolt jelenségnek az altalanos elméletét mu-
tatom be, kiindulva az eredeti, Schrédinger-féle levezetéstdl, és eljutva annak bizonyitésaig,
hogy a Zitterbewegung, illetve megfelels altalanositasa jelen van az Osszes tobbkomponensii
hullamfiiggvénnyel leirhaté kvantumrendszer alapveté mozgasformai kozott. Latni fogjuk,
hogy a ZB-nak semmi koze sincs sem a relativitaselmélethez, sem a spinhez, az eddigi in-
terpretaciokat pedig mintegy a fejiikrél a talpukra kell allitani, mert végig rosszul tették
fel a kérdést: nem az egyenes vonali egyenletes mozgasra rakoédod rezgés eredetére kell ra-
csodalkozni és rakérdezni — hiszen a kvantumelméletben a rezgések jelenléte altalanos és
torvényszerti —, hanem az allandé sebességli mozgéas kialakulasanak matematikai és fizikai
hattere szorul tisztézésra és indoklasra. Végiil rovid pillantast vetiink az itt kinyilt pers-
esetleges kisérleti kimutatasara, vezérelhetGségére, valamint a ZB targyalasa sordn hasznos-
nak bizonyult matematikai modszerek felhasznalasara a rokon jelenségek, pl. a Berry-fazis
és a Kubo-formuléaval targyalt vezetSképesség tanulményozasa soran — mely munkékhoz kol-
légaimmal mar hozza is kezdtiink.

A dolgozat felépitése a kovetkezs: az 1. részben roviden attekintem a Zitterbewegung
jelenségének torténetét és az eddigi interpretacios kisérleteket, majd a ZB felbukkanasat a
szilardtestfizikiban és a nanofizikaban. A 2. rész részletesen ismerteti a Dirac-egyenletben
felbukkano ZB eredeti, Schrodinger-féle levezetését és a vele kapcsolatos interpretécios kérdé-
seket. Sajat kutatési eredményeim bemutatésa a 3. részben kezddédik: itt — az [A] cikkiink-
ben megjelent anyag részletezésével — megmutatom, hogy a kvéazi-magneses térben mozgd
kvazispin-rendszerekben (melyek kozé a szilardtestfizikai és nanofizikai modellek jelentds ré-
sze is tartozik) mindig fellép a ZB. Altalanos formalizmust mutatok be e rendszerekben
felleps ZB egzakt targyalasara. A 4. rész tovabb altalanositja a ZB elméletét, és megmu-
tatja, hogy a ZB jelensége minden tobbkomponenst hullamfiiggvénnyel leirhaté kvaziszabad
kvantumrendszer alapvetd tulajdonséga (kivéve, ha specilis szimmetriak kizarjak felléptét,
erre késébb az 5.4 fejezetben mutatok példat). A ZB altalanos elmélete megadja a helyopera-
tor id6fiiggésének leirasat mindezen rendszerek esetére. Az eredményeket tébbféle ekvivalens
alakba lehet atirni, melyek a konkrét rendszerek egyedi targyalésa soran lehetnek hasznosak.
Az e részben ismertetett eredmények rovid osszefoglalasat a [B] cikkben publikaltuk. Az 5.
részben az altaldnos elméletet alkalmazom szamos konkrét, a szilardtestfizikiban és a nanofi-
zikdban hasznalt kvantummodell részletes vizsgalatéara, illetve a 3. részben targyalt rendsze-
rek, valamint az eredeti, Schrodinger-féle ZB leirasanak levezetésére az altalanos elméletbdl.
Az egyes rendszerek részletes targyalasa a ZB jelenségének szamos 1j, eddig figyelmen kiviil
hagyott részletére irdnyitja a figyelmet, ezeket a jellemzdéket az 5. részt zard 5.9 fejezetben
foglalom Gssze. Az 5. részben leirt eredmények jelentds része megjelent a [B| cikkben, illetve
az azt kiegészité |B1] kozleményben. A dolgozat négy fiiggeléke a fészévegben felhasznalt,
de nem kozismert matematikai ismereteket, fogalmakat, tételeket és levezetéseket foglalja
Ossze.
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A Zitterbewegung (ZB) torténete



1. rész A Zitterbewegung (ZB) térténete

1.1. A Dirac-egyenlet és a Schrodinger-féle ZB

A Zitterbewegung eltorténete Galileivel és Newtonnal kezd&dik. A modern természettu-
doméany hajnalan 6k tették fel azt a kérdést: hogyan is mozog egy magéra hagyott — azaz
kornyezetével kolesonhatéasban nem allo — test? Es 6k adtak meg erre a kérdésre a koznapi
tapasztalattal és az 0kori tudomany &allaspontjaval (mely szerint a testek természetes alla-
pota a nyugalom, és a mozgd testek allando kiils§ jerészak” hijan el6bb-utéobb megallnak,
nyugalomba jutnak) élesen szemben &llo valaszt: a testek természetes allapota az egyenes
vonali, egyenletes, azaz allando sebességii mozgas, és a kornyezettel valo kolcsonhatas hijan
a testek megtartjak ezt a mozgasallapotukat. Ez a torvény aztan Newton els6 axiéméaja vagy
a tehetetlenség torvénye nevén a sziileté 1j fizika, ezen beliil a mechanika egyik alapszabalya
lett, egyben jol illusztrélva azt a helyzetet, hogy a kialakul6 modern természettudomany
tullépett a kozvetlen érzék tapasztalatok puszta rogzitésén, az absztrakt fizikai fogalmak ki-
alakitésa, logikai kezelése, a lényeges és 1ényegtelen tényezsk szétvélasztasa, a modellalkotés,
az idealizalt — és ezzel egyszertibben targyalhato, matematikailag konnyebben vizsgalhato —
esetek tanulmanyozasa olykor meghdkkentd, a koznapi tapasztalatoknak és a ,,jozan észnek”
ellentmondo, de a szigoru tudoményos vizsgéalat kritikajat kiallo eredményre vezethet. Ez a
szituicio késGbb szamtalanszor megismétl6dott a természettudomény, ezen beliil a fizika tor-
ténetében, és a tehetetlenség torvénye az 1j tudomany absztrakt eredményeinek didaktikailag
is jol hasznalhat6 mintapéldajava valt.

A tehetetlenség torvénye tilélte a klasszikus mechanika tronfosztasat is, valtozatlanul
érvényes maradt a huszadik szazad két 14j, forradalmi, a kéznapi szemlélettel és a korabbi
fizikai fogalmakkal radikalisan szakito elméletrendszerében, a relativitaselméletben és a kvan-
tumelméletben is. A specialis relativitdselméletben az egyenes vonalt egyenletes mozgésok
megorizték kitiintetett szerepiliket: bar a tér- és idGkoordinadtak mérése és értelmezése modo-
sult, a magukra hagyott testek itt is allando sebességgel mozognak. Egyediili valtozas, hogy
e sebességnek felss korlatja van: egyetlen test (barmely inerciarendszerhez viszonyitott) se-
bessége sem érheti el a kolecsonhatasok terjedésének maximalis sebességét, a vakuumbeli fény-
sebességet. Az altalanos relativitaselméletben az ,egyenes vonali” és az ,alland6 sebességi”
fogalmak jelentését kellett modositani, hiszen a gorbiilt térid6ben a hagyoméanyos egyene-
sek helyébe az idGszert geodétikus vonalak 1éptek, ezek lettek a magukra hagyott pontszeri
testek téridgbeli trajektoriai, vilagvonalai. A Schrodinger—Heisenberg—Dirac-Neumann-féle
kvantumelmélet megkérddGjelezte a részecske helyének és sebességének klasszikus fogalmaét,
az ezeket leir¢ fizikai mennyiségek helyébe operatorokat allitott, melyekre specidlis szamo-
lasi szabalyokat irt eld, és kiilon méréselméleti axidmarendszerrel irta le az elmélet alapvets
szintjén hasznélt matematikai objektumok és a gyakorlati mérési eredmények koézotti kap-
csolatrendszert. Mindazonaltal a kvantummechanikaban is valtozatlanul érvényes maradt a
tehetetlenség torvénye, abban a formaban, hogy a magara hagyott (potencialgradiens nél-
kiili térben mozgo) részecskét leird hullamcsomag tomegkodzéppontja, méas megfogalmazas-
ban a helyoperator varhato értéke egyenes vonalu, alland6 sebességti mozgast végez. Mindez
még jobban kivilaglik a kvantummechanika Heisenberg-képbeli megfogalmazasabol: ekkor az
id6tdl fliggdnek tekintett operatorok kielégitik a nekik megfelels klasszikus mennyiségekre
vonatkoz6 differencidlegyenleteket, ezért az egyenletek megoldasa is azonos a klasszikus fi-
zikabol ismerttel. Specialisan a magara hagyott test helyoperatoranak idé szerinti masodik
derivéltja zérus, az elsd derivalt tehat allando, maga a Heisenberg-képbeli helyoperator pedig
az id6 linearis vektorfiiggvénye lesz.

A huszadik szézad két nagy forradalma tehat csak ujraértelmezte a benne szerepld fo-
galmakat, de meghagyta tudoménytorténetileg kiérdemelt tronusan a klasszikus fizika egyik



1.2 Interpretaciok és spekulaciok

alapjat, a tehetetlenség torvényét. Ezért keltett igen nagy meglepetést, amikor a két mo-
dern elméletet 0sszekapcsold 14j diszciplina, az elektron relativisztikus mozgaséat leirni kivano
(specialis) relativisztikus kvantummechanika alapegyenletébdl, a Dirac-egyenletbsl Erwin
Schrodinger 1929-ben azt a kovetkeztetést vonta le, hogy ebben az 1j elméletben a tehetet-
lenség torvénye mar nem érvényes.

Schrodinger nevezetes cikkében [1] a Dirac-egyenlet Hamilton-operatorabol kiindulva
megoldotta a szabad (azaz erShatés nélkiil mozgo) feles spinti, pontszerd részecske helyope-
ratoranak Heisenberg-képbeli mozgésegyenletét. Meglepetésére azt kapta, hogy a részecske
nem egyenletes vonald, egyenletes mozgast végez, hanem a — specialis relativitaselméletbél
kiszamithat6 nagysagu — allando sebességt, egyenletes mozgasra egy igen nagy frekvenciaju,
am igen kis amplitudoju oszcillalo, ,citerazod” mozgéas szuperponalédik. Az utobbit kapta
Schrodingertd] a ,Zitterbewegung”, azaz ,reszketé mozgas” nevet (a gyakran szerepld ,Zit-
terbewegung” szot a tovabbiakban ,,ZB"-vel roviditjiik).

Schrodinger uttors cikkének gondolatmenetét és eredményeit dolgozatunk 2. részében
idézziik fel részletesebben.

1.2. Interpretaciok és spekulaciok

A Zitterbewegung, azaz a szabad, erGhatés alatt nem &ll6 részecske bonyolult oszcillalo
mozgasanak — elméleti — fellépte igencsak meglepte a klasszikus fizikdhoz és a tehetetlenség
torvényéhez szocializalodott fizikusokat. Nem csoda, hogy azonnal megindultak a spekulé-
ciok, a kisérletek a furcsa 1j jelenség matematikai és fizikai okanak feltarasara, illetve az
eredmény beagyazisara a kvantumelmélet és a specidlis relativitaselmélet kontextusaba.

Kézenfekvonek latszott, hogy a ZB kapcsolatban all a Dirac-egyenlet altal leirt masik 1j
jelenséggel, a spinnel. A feles spin kisérletileg felismert tényét korabban ,kézzel” erészakol-
tak bele a Schrodinger-egyenletbe (igy sziiletett meg a Pauli-egyenlet), a spinhez kapcsol6do
mégneses momentum ugyancsak kisérletileg felismert, a modellek alapjan érthetetlen szor-
zOtényezdjét, kés6bbi nevén az elektron giromagneses egyiitthatojat szintén erdszakkal, min-
denféle elméleti indoklés nélkiil kellett behelyezni az egyenletbe. A Dirac-egyenlet viszont
— egyesitve a Schrodinger-féle elsérendi hullamegyenlet ideologiajat az energia és impulzus
kozotti, a specialis relativitdselmélet altal megkovetelt Gsszefiiggéssel — mintegy varézsiitésre
megoldotta ezt a problémat: helyes értéket szolgaltatott az elektron sajat impulzusmomen-
tumara és magneses momentumara is. Ugy tiint, a (specialis) relativitdselmélet altal be-
vezetett 10j szemlélet, a tér- és idGkoordinatak osszekapcsolasa, a téridd szimmetridit leirod
Poincaré-szimmetriacsoport konzekvens alkalmazasa szinte automatikusan elvezet 1j, azelGtt
nem is sejtett Osszefiiggésekhez, a legegyszertibb elemi objektumok (,részecskék”) 1j szabad-
sagi fokainak felismeréséhez, a korabban oly egyszertinek ismert szabad mozgas mélyebb és
komplexebb szemléletéhez.

Ebbe a tudoménytorténeti kontextusba illeszkedett bele a Zitterbewegung felfedezése
is. Nyilvanvalonak tiint, hogy ebben az esetben is a kordbban egyszertinek és trivialisnak
ismert szabad mozgas 1j, nemtrivialis jellegzetessége bukkant fel, amelynek jobb megértésé-
hez elsGsorban a relativitaselmélet alaposszefiiggéseit, a Lorentz-, illetve a Poincaré-csoport
szerkezetét és abrazolasait kell alaposabban tanulmanyozni, 6sszekapcsolva mindezt — a spin
elméletének tanulsidga szerint a részecske mechanikai tulajdonsagaival intim kapcsolatban
levé — elektromagneses jellemzdk vizsgélataval.

Ebben az irdnyban az els6 lépést maga Schrodinger tette meg, aki mar magaban a témét
megnyito cikkében megkisérelte a spin jelenségét a Zitterbewegung alapjan értelmezni [1]. E
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késébb tobbek altal felelevenitett elképzelés szerint a ZB a részecske alapvets tulajdonsaga: a
térids fizikaja kovetkeztében minden szabad részecske valamiféle spirédlis mozgéast kénytelen
végezni a haladés iranya koriil. Ez az oszcillald mozgés a részecskétsl elidegenithetetlen
impulzusmomentumot képvisel, ezt észleli a makroszkopikus megfigyels a részecske sajat
impulzusmomentumaként, spinjeként (lasd pl. Huang klasszikus cikkét [2]). E kvalitativ
magyarazat nem vezetett részletes szamitasokkal igazolhaté kvantitativ egyezéshez, ezért a
kovetkezd évtizedekben ennek az alapgondolatnak sok, egyre bonyolultabb valtozata bukkant
fel.

Az egyik iskola igyekezett az elektron helykoordinatajat és sebességét két, kovariansan
is egyértelmtien elkiilonitheté 6sszetevére bontani, ezek egyike az allando sebességii halado
mozgast, a méasik az e koriili oszcillaciot irna le. A kétféle ,helykoordindta” végleges ma-
tematikai elkiilonitésére a nekik megfelels operatorokra mas-mésfajta csererelaciokat irtak
el — ehhez természetesen kétféle impulzusvaltozo bevezetésére is sziikség volt. Valtozatos
alaku csererelaciok sziilettek, bekeriiltek a képbe a palyamomentum és a spin operatorai is,
a kinematikai mennyiségek szama egyre béviilt, a kommutatoraik altal definialt Lie-algebra
egyre bonyolultabbé valt. Ennek az iskolanak f6 képviselGje A. O. Barut, aki munkatarsaival
szamos cikkben (pl. [3], [4], [5]) kisérelte meg szétvalasztani az elektron ,belsd” és ,kiilss”
dinamikajat. A Dirac-elektront homogén kiils6 magneses térbe helyezve az algebrat ajabb
valtozokkal és tjabb kommutator-relaciokkal bévitették [6].

A masik iskola a ZB és a toltott részecskék homogén magneses térben végzett spiralis
mozgasdnak hasonlésdgabol indult ki: a ZB-t gy tekintette, mint egy ,effektiv magneses
tér” okozta Larmor-precessziot. Ha a részecskék mozgéasegyenletébe a valodi elektromos és
magneses tér altal kifejtett Lorentz-erd mellé ezt az effektiv Lorentz-erét is beirjuk, a hely- és
impulzusoperatorokra vonatkozd Heisenberg-egyenletek bonyolultabb, &m szimmetrikusabb
alakuak lettek. Végiil megfelel6 matematikai triikkokkel sikeriilt az elektromos és magneses
mennyiségek teljes szimmetriajat felmutaté egyenletrendszert felirni. Az iranyzathoz tartozé
cikkek koziil megemlitjiik a kovetkezdket: 7], [8], [9] [10] és [11], tovabbi hivatkozasok e
cikkekben. Mindezen probalkozasokat leird cikkek olvasasa sordn gondosan tligyelniink kell,
melyik lépésnél torténik csupédn a méar meglevs, a ,létezd fizikibol” levezetett egyenletek
atalakitésa, és mikor vezetnek be a szerzék — pl. a szimmetria kedvéért — 1j, hipotetikus
tagokat az egyenletekbe, ezzel persze 1j, sohasem latott fizikai jelenségeket el6rejelezve.

A fentebb emlitett két irdnyzat t6bbszor 6sszekapcsolodott, és az 6tvenes—hatvanas évek-
ben tobbszor torténtek hasonlé probalkozasok a ZB ,magyarazatara”; illetve magyarazo elvvé,
alapjelenséggé emelésére. Mindenesetre azt mindenki evidencidnak tekintette, hogy a ZB fel-
lépte szorosan Gsszefiigg a téridé nem-Galilei, hanem Minkowski-jellegével, lasd pl. [12].
galvan a tomegkozéppont kicsiny, de allandd amplitud6ja spiralis mozgésa és a hullamcsomag
ismert szétfolyasa kozti kapcsolatot. Léasd pl. Lock cikkét [13], aki arra kévetkeztetett, hogy
a ZB csak atmeneti, tranziens jelenség lehet, mert a szétfolyas dinamikaja révid idén beliil
elmossa az effektust.

A 7B elméleti targyalasanak egyik {6 eszkoze a Foldy—Wouthuysen-transzformécio ( [14],
[15], mely a helyoperator kiilénb6z6 reprezentacioi kozott teremt kapcesolatot.

A 7B idével besimult a Dirac-egyenlet, illetve mas relativisztikus hullamegyenletek stan-
dard, matematikailag részletesen targyalt kévetkezményei kézé. Ha nem tgy gondolunk a
helyoperatorra, mint ami egyetlen részecske helyét adja meg, hanem mint egy tébbkompo-
nenst hullamcsomag tomegkozéppontjanak varhato értékére, a helyzet — az egyenes vonali
egyenletes mozgéstol valo eltérés — méar kevésbé tiinik dramainak. A ZB ekkor ugy lép fel,
mint a hullaimcsomag pozitiv és negativ energias része kozti interferencia, lebegési jelenség
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eredménye. A tisztan pozitiv energids komponenseket tartalmazo elektron-hullamfiiggvény
mellett csak akkor lépnek fel sziikségszertien a negativ energias komponensek is, ha a ré-
szecske helyét megkiséreljiikk a Compton-hullamhossznal nagyobb pontossaggal lokalizalni.
Ebben a szellemben targyalja a jelenséget pl. Feshback és Villars relativisztikus hullam-
mechanikardl irt, sokat hivatkozott Gsszefoglald cikke [16] is. E targyaldsban szo sincs a
tehetetlenség torvényérsl vagy annak érvénytelenségérdl, a ZB egyike lesz a szamtalan fur-
csa kvantumeffektusnak, amelyeket tigysem lehet ,,jozan kdznapi ésszel” megérteni (ezért ezt
meg sem kell kisérelni), pontosan ki lehet viszont szamolni a kvantumelmélet részletesen
kidolgozott matematikai apparatusaval. A ZB méregfogat igy kihuztak, a jelenség részletes
targyalasa benne van a szakcikkekben, a mogottes természefilozofiai probléma pedig el sem
kertil...

Erdekes, hogy bar Feshback és Villars idézett cikkében [16] nem csak a feles, hanem a
zérus spind részecskék esetében is targyalta a ZB jelenségét és annak matematikai részleteit,
mégis az élt a koztudatban, hogy a ZB kozvetleniil a Dirac-egyenlethez és a feles spinhez
kapcsolodik. Amikor Fuda és Furiani [17] ezzel ellentétes kovetkeztetésre jutott, kiilon hang-
stlyoztak, hogy a kozhiedelemmel ellentétben a ZB (és mas, a Dirac-egyenlethez kapcsolodo
jelenségek, pl. a Klein-paradoxon) a zérus spint részecskék Klein—Gordon-egyenletébdl is le-
vezethetSk. Latni fogjuk, hogy a dolgozatunkban targyalt altalanos séma szerint ez magatol
értet6ds: a ZB mindig fellép, ha a vizsgalt jelenséget tobb komponenstd hullamfiiggvényre
felirt Schrodinger-jelleg hullamegyenlet irja le. Marpedig az egy komponensti, skalar hul-
lamfliggvényre felirt mdsodrendd Klein—Gordon-egyenlet matematikailag ekvivalens egy két
komponensti (kvézi-)spinorra vonatkozo elsdrendid egyenletrendszerrel. Fuda és Furiani is
megprobalkozott levalasztani a helyoperatorbol egy az atlagos mozgast leird, ZB-mentes ta-
got, valamint megvizsgaltédk, hogyan befolyasolja a kiils6 elektrosztatikus tér a ZB fellépését.

Meg kell emlitentiink a ZB jelenségére alapozott néhany ,ezoterikus” probalkozast is. Ha a
relativisztikus kvantummechanikaban a tehetetlenség torvénye, a szabad részecskék egyenes
vonali, egyenletes mozgasa nem igaz, akkor talan mér a klasszikus mechanikdban sem all
fenn ez a torvény... Az tn. nem-newtoni mechanika alapobjektumai spinnel rendelkezé pont-
részecskék, melyek klasszikus mozgasegyenleteit a kvantummechanika Dirac-egyenletébdl,
illetve annak nemrelativisztikus kozelitésébdl ,yvisszafelé” konstrualjak meg [18].

A 7ZB-t a részecskék tomegének kvalitativ magyarazatara is alkalmasnak talaltak: a gyors
oszcillaldé mozgés az elektron pontszert toltésének térbeli elmosodottsdgahoz vezet, és az igy
keletkez§ toltésfelhének sajat elektromos terében véges elektrosztatikus sajatenergiaja, ezért
véges tomege lesz — legalabbis a [19] cikk szerint.

A Mach-elv, mely szerint az Univerzum globalis tomegeloszlasa hatarozza meg a loké-
lis inercidlis jelenségeket, id6rsl idére felbukkan a fizikatorténetben — egyebek kozt ez volt
Einstein egyik motivacioja az altalanos relativitaselmélet kidolgozasahoz. Mivel az elkésziilt
elmélet végiil nem elégitette ki a Mach-elv elvarasait, tovabbi spekulacidokra nyilt lehetGség.
Sciama 1952-ben allt el az elmélet egyik verziojaval [20], melyben az ekvivalencia-elvet, a
gravitacio vonzo jellegét, valamint a gravitacios allandot egy sik téridén értelmezett mezdel-
méletbdl vezette le, nem tételezve fel ekozben a newtoni altalanos tomegvonzas fennallasét,
s6t az inerciarendszerek a priori létezését sem. Az elméletben a részecskék egymashoz (és
nem az inerciarendszerekhez) képesti gyorsulasa hatérozza meg a kolesonhatasukat, és e gyor-
sulasok egy séma szerinti atlaglasa tiinteti ki utélag a sok lehetséges vonatkoztatasi rendszer
koziil az inerciarendszereket, amelyekben a mozgésegyenletek a legegyszertibb alaktuak lesz-
nek. De miért mozognak egymashoz képest gyorsulva a részecskék? Cook [21| ennek okat
a Zitterbewegungban talalta meg: a vilag fermionokbol &ll, azokat a Dirac-egyenlet irja le,
ebbdl az egyenletbdl azonban a ZB, a gyors oszcillalo, tehdt gyorsulé mozgas kiévetkezik.
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A Schrodinger-féle ZB-ra vonatkozé széamitésokat felhasznalva igy nem csak a tehetetlen-
ség, a tomeg felléptére, hanem a gravitacios vonzoerd létezésére és nagysagara is sikeriilt
(kvantitativ) magyarazatot adnia...

Mindezek a kisérletek azonban tavol maradtak a fizikai kutatas f6sodratol, sem az elemi
részecskék fizikdjaban, sem a relativitaselméletben, sem a kvantumtérelméletben id6kozben
lezajlo forradalmi fejleményeket nem befolyasoltak. A ZB létezését ugyanis lényegében senki
sem vette komolyan, nem tekintette szamottevs, méas folyamatokba beavatkozni képes fizikai
realitasnak. Ennek alapvets oka az volt, hogy a ZB csupan elméleti feltételezés volt, tény-
legesen senki sem latta, senki sem mérte meg, raadasul erre semmiféle gyakorlati remény
sem volt. Reészletesebb szamitasokkal a 2.5 szakaszban vizsgaljuk meg a Schrodinger-féle
ZB kisérleti kimutathatosdganak kérdését. A jelenséget leird Osszefliggésekben lényegében
csak fizikai alapallandok (fénysebesség, Planck-allandd, az elektron témege) szerepelnek,
ezért meg lehet becsiilni a ZB altal leirt oszcillacio frekvenciajat és amplitudojat. A frek-
vencia tulsagosan nagynak bizonyult a kimutathatosidghoz, az amplitudé pedig talsagosan
kicsinek adodott, a Compton-hulldmhossz nagysagrendjébe esett. Ezért a f6sodor fizikusai
hamarosan tugy tekintettek a ZB-re, mint egy relativisztikus ,miitermékre”, amely abbdl ko-
vetkezett, hogy az egyrészecske-kvantummechanika képleteit hatokoriikon tal alkalmaztéak.
A Compton-hullamhossz ugyanis — mint a 2.6 fejezetben részletezziik — az egyrészecske-
elmélet hatarat jelzi: az elektron Compton-hullamhossznyi méretre térténd 6sszenyomésahoz
annyi energiat kellene befektetniink, amennyi mar egy elektron—pozitron par keltéséhez is
elegendd. Innentdl kezdve tehédt a soktest-kvantumelmélet, mas néven a kvantumtérelmeé-
let apparatusat (masodkvantalas, stb.) kellene alkalmaznunk, ezért nem vehetjiik komolyan
az egyrészecske-elmélet Dirac-egyenletének joslatait. Feshbach és Villars korabban emlitett
cikke [16] is implicit modon erre a kovetkeztetésre jut: a hullamfiiggvény pozitiv és negativ
energias részeinek interferenciaja tulajdonképpen elektronok és pozitronok kolcsonhatasat
jelenti, ez pedig igazabol a kvantumtérelmélet illetékességi korébe tartozik.

A fenti gondolatmenet a tankonyvekben is megjelent, és altalanosan elterjedté valt a
fizikusok korében. (Bar meg kell jegyezniink, hogy ellenvélemények is akadtak: Krekora
és tarsai [22] a Dirac-egyenlet numerikus megoldasa és a részecskék lokalizacios probléma-
janak vizsgalata alapjan épphogy arra kovetkeztettek, hogy a kvantumtérelmélet lehetéveé
teszi a részecskék tetszéleges pontossagiu lokalizacidjat, és megakadalyozza a ZB felléptét.
De ezt a véleményt kevés fizikus osztja.) A ZB tehat valodi fizikai jelenségbdl afféle cirkuszi
érdekességgé valt: lam, milyen furcsa eredményekre vezethetnek a korrektnek ting szami-
tasok, ha évatlanul, hatokorokiin tul alkalmazzuk, illetve dvatlanul interpretaljuk Sket. Az
eredeti, Schrodinger-féle gondolatmenet tankényvi példava szelidiilt [23], ami az operator-
algebra meglepd eredményeinek bemutataséira szolgalhat. Fentebb lattuk, hogy a furcsa,
nehezen értelmezheté ZB néhany elvadult, valoszintleg sajat szerzdje altal sem komolyan
vett gondolatmenetnek is kiindul6pontjava valt. A ZB hivei idénként egyre bonyolultabb
algebrai konstrukciokkal jelentkeztek (pl. [24]), de ez nem befolyasolta a f6aram fizikajanak
fejlodését.

1.3. ZB szilardtestekben és mezoszkopikus rendszerek-
ben
A helyzet a 2000-es évek elején gyotkeresen megvéltozott. A Zitterbewegung, ez az elmé-

leti fizikusok, relativistak és téridG-algebristak jatékszerének tartott hipotetikus jelenség ott
bukkant fel, ahol a legkevésbé vartak: a kkemény realitasok, az olykor alig egy évtized alatt
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millioszamra gyartott eszkozoket (késébb Nobel-dijakat) termd gyakorlati alkalmazasokba
fordulé alapkutatasok vilagaban, a szilardtestfizika és az anyagtudomény modern csoda-
anyagaival foglalkoz6, a kutatas frontvonalaba tartozo teriileteken, a nanofizika és a mezosz-
kopikus rendszerek birodalmaban.

A témaba vago elsd, késGbb sokat emlegetett és hivatkozott cikket 2004 végén irta Schli-
emann, Loss és Westervelt, a Rashba-, illetve Dresselhaus-tipusi spin—péalya-kolesonhatéssal
jellemezhetd félvezetskrsl [25]. E cikkre és a benne szerepld allitasokra, modszerekre (ame-
lyek sok tovabbi, mas rendszerekre vonatkozo hasonléo munka példajaul szolgaltak) hamaro-
san részletesen visszatériink. E pontnal azonban meg kell emliteniink, hogy — mint a tudo-
mény torténetében mar szamtalan hasonlé esetben — itt is az tortént, hogy a szakérték és a
tudomanytorténészek csak egy téma divatossa valasa utéan fedeztek fel olyan régebbi, olykor
évtizedekkel kordbban irt cikkeket, amelyek mér tartalmaztak az 0j otletek, megéllapitasok
jelentds részét, tehat akar ki is robbanthattdk volna a forradalmat — a maguk koraban ezek
a cikkek mégis visszhangtalanok, csak sziik korben ismertek maradtak. A késéi igazolas, a
késébbi divatos téma torténetébe vald utdlagos beillesztés valdszintileg nem vigasztalta az
Lelfeledett” cikkek szerzdit.

Esetiinkben két ilyen munkat kell megemliteniink.

Az egyik Cannata és tarsai nevéhez fiizédik. Ok 1990-ben és 1991-ben irt cikkeikben
( [26], [27], [28]) kimutattak, hogy a szilardtestek elektronszerkezetének leirasara hasznalt
effektiv kétsavos Hamilton-operatorok a relativisztikus szabad elektron Dirac-féle Hamilton-
operatoraval allithatok parhuzamba, és ezért a Dirac-elméletben felléps fogalmak (nyugalmi
tomeg, Compton-hullamhossz és Zitterbewegung) analogonjai is alkalmazhatok e modellekre.
Azt is megmutattak, hogy bar e modellek esetén az elektron (kvéazi-)impulzusat leird ope-
rator kommutal a Hamilton-operatorral (az ilyen modelleket fogjuk ebben a dolgozatban
kvdzi-szabadnak nevezni, részletesebben lasd a 3.2 fejezetet), az elektron sebességoperatora
viszont nem — és ez vezet e modellekben a sebességoperator nem eltiing idéderivaltjahoz,
azaz a részecske gyorsulasdhoz, ami a ZB &ltal leirt oszcillacié alapja. Cannata és tarsai
megvizsgaltik e modellek kiilonbo6z§ valtozatait, valamint a ZB hatésat az elektron—fonon
kolesonhatésra.

A masik, korat megel6z6 munka Lurié és Cremer cikke [29] volt, amelyben a szuprave-
zetGkben mozgd Boguljubov-kvézirészecskék esetén mutattdk ki a ZB jelenségének fellép-
tét. A targyalas analdg a Schrodinger eredeti cikkében szereplével, csak a szabad elektron
Dirac-féle Hamilton-operatora helyett a szupravezeték Bogoljubov-féle Hamilton-operatorbol
indulnak ki, ennek megfelelGen a Dirac-féle 4 x 4-es ~-matrixok helyett a szupravezetdk el-
méletében szokasos 2 X 2-es, (formalisan a Pauli-métrixokkal megegyezd) T-méatrixok lépnek
fel. A ZB amplitudojara a Schrodinger-félénél sok nagysagrenddel nagyobb érték, 1074 cm
adodik, amely a Cooper-par hullamfiiggvényének atmérGje, a Pippard-féle koherencia-hossz
nagysigrendjébe esik. Lurié és Cremer a szupravezetékbeli ZB jelenségét a kvazirészecskék
koherencia-hosszon beliili lokalizdlhatatlansaganak bizonyitékaként értelmezték.

E cikkekben leirt rendszerek és az esetiikben kapott eredmények egyértelmtien besorolha-
tok a ZB tigyében 2004-ben megindult pezsgés soran targyalt rendszerek kozé (lasd pl. az 5.1
tablazatot), de mint fentebb mar emlitettiik, a maguk koraban nem valtottak ki kiilondsebb
visszhangot, és nem iranyitottak a szilardtestfizikusok figyelmét a ZB jelenségére. Nem gy,
mint Schliemann és téarsai 2004-es cikke [25].

Schliemann és tarsai nevezetes cikkiikben megallapitottak, hogy a szilardtestfizikaban,
illetve a spintronikdban hasznalt kvantummodellek Hamilton-operatorai sok hasonlésagot
mutatnak a relativisztikus szabad elektron Dirac-féle Hamilton-operatoraval, ezért e rendsze-
rekben is varhatok a relativisztikus elektronnal tapasztaltakhoz hasonlo effektusok, példaul a
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Zitterbewegung. Ezutéan felirtdk a Heisenberg-képbeli helyoperatort, és kiszamitottak annak
varhato értékét gaussi hullaimcsomagok esetére. Elemezték a vékony kvantumdrotban ter-
jedd hulldmcsomag esetét, és becslést adtak az effektus nagysagrendjére. Kimutattak, hogy
a Schrodinger-féle ZB-hez hasonlo jelenségrsl van szo, de az effektiv Hamilton-operatorban
szereplé paraméterek eltérése miatt az oszcillalo mozgas frekvenciaja és amplitudoja tobb
nagysagrenddel eltér a korabbi esetétdl, ezért sokkal nagyobb az esély a jelenség kisérleti ész-
lelésére (amire cikkiikben rogton javaslatot is tettek). (A Schliemann és tarsai altal vizsgélt
rendszerben felléps ZB levezetésével és tulajdonsagaival e dolgozat 5.4 fejezetében foglalko-
zunk részletesen. Altalanos formalizmusunkbol konnyen levezetheték az 6 korabbi eredmé-
nyeik.)

1.3.1. A mindeniitt jelenvalé Zitterbewegung

Ezt az alapvetd cikket szamos mésik kovette, amelyek sok kiilonbéz6 — az irodalomban
amugy is gyakran és részletesen tanulmanyozott — kvantumrendszer esetén mutattak ki a ZB
jelenlétét. A teljesség igénye nélkiil:

Schliemannék cikkiik kibdvitett valtozatdban [30] a kvantumvolgyben mozgéd nehéz lyu-
kak modelljét is megvizsgaltak (lasd e dolgozat 5.3.2 szakaszat).

Brusheim ¢és Xu [31] a kvazi-egydimenziés hullamvezetSkben mozgo elektronokat vizs-
galta, és kimutatta, hogy a ZB és a spin—palya-kolcsonhatas altal indukalt spin-Hall ef-
fektus mechanizmusa azonos, és mindketts a hullamvezet&ben kialakuldé koherens elektron-
allapotokkal kapcsolatos.

Zawadzki a félvezetében mozgo elektronok esetét vizsgalva azt talalta [32], hogy a ZB az
elektronok effektiv méretének novekedéséhez vezet.

Rusin és Zawadzki [33] a szilardtestekben mozg6 majdnem szabad, illetve szorosan kétott
elektronok esetében felléps ZB tulajdonsagait hasonlitotta dssze. Szoros kotés esetén megje-
lenik a ZB, a majdnem szabad elektronok esetében a jelenség a részecskék effektiv méretének
megnovekedésében jelentkezik.

Bernardes és tarsai szimmetrikus potencialvélgyben mozgé elektronok esetére értelmez-
tek egy 4j tipusi spin—pélya-csatolast, és megmutattak, hogy ebben az esetben is fellép a
Zitterbewegung [34], de a korédbban vizsgéalt rendszerekben tapasztalt transzverzalis jellegii
mozgassal szemben itt ciklois-jellegli részecskepalyak alakulnak ki.

Demikhovskii és tarsai [35] a szilardtestekben mozgo konnyt és nehéz lyuk jellegii kva-
zirészecskéket leird Luttinger-modellt tanulmanyoztak. E modellben az effektiv 3/2-es spin
operatorai szerepelnek. Az erdsen anizotrop felépitésid hullimcsomagok mozgasanak anali-
tikus vizsgéalata soran meghataroztak annak feltételeit, hogy a hullamcsomag kozéppontja
oszcillald mozgast, ZB-t végezzen. Ugyancsak a Luttinger-modellben felléps ZB-rol szol
Jiang ¢és tarsai cikke [36]. (A Luttinger-modell elemzésérdl és a ZB-re vonatkozo egzakt
formulék levezetésérdl szol dolgozatunk 5.6 fejezete.)

Zilicke és téarsai [37] a spin-felhasadast mutato rendszerekben vizsgaltak a felhasadés
kapcsolatat a részecskék ciklotron-jellegli mozgasaval és a magneses fokuszéalas jelenségével.
Meghataroztak a ZB jarulékat, és a rendszerben fellépé kiilonboz6 hatasok egymassal vald
kapcsolatat és nagysagrendi viszonyat.

Zawadzki [38] kimutatta, hogy az egyfalu félvezetd nanocsévekban az elektronok mozgasa
az egydimenzios Dirac-egyenlettel targyalhato. E leiras kozvetleniil elvezet a ZB felléptéhez.
A kapott eredmények megegyeznek a késébb az egyrétegii grafén esetében levezetettekkel,
melyeket dolgozatunkban az 5.2 fejezet targyal.
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1.3 ZB szilardtestekben és mezoszkopikus rendszerekben

Természetesen megvizsgaltak a ZB felléptét a nanofizika 2004-ben felfedezett (és 2010-
ben Nobel-dijjal jutalmazott) 0j csodaanyaga, a grafén kiilonb6z6 valtozataiban is. Kats-
nelson [39] a grafén és a szabad, tomegtelen elektron Dirac-elmélete diszperzios relaciojanak
hasonlésagabol, a nevezetes Dirac-kiipokbol kiindulva tanulméanyozta a grafénben mozgé tol-
téshordozok dinamikajat, valamint a Kubo- és a Landauer-formulak (az utobbi formulakrol
lasd [40]) alapjan kiszamitotta a grafén minimalis elektromos vezetSképességét. E szamita-
sok soran Schrodinger-képet és masodkvantalt formalizmust hasznalt. (A Zb-re vonatkozo
eredményeit a dolgozatunkban bemutatott altalanos formalizmus alapjan az 5.2 fejezetben
reprodukaljuk.)

Ugyancsak az egyrétegt, illetve kétrétegt grafénban, valamint a szén nanocsévekben fel-
léps ZB tranziens dinamikajat vizsgalta Rusin és Zawadzki [41]. Azt talaltak, hogy a ZB
nagyon gyorsan, femtomasodperces skaldn lecseng. Ennek okat abban jelolték meg, hogy
a ZB oka a kiilonb6z6 energiasavok kozotti interferencia, amely a hullamcsomag kiilonbozé
savokba tartoz6 komponenseinek ellentétes irdnyd mozgéasa miatt gyorsan megsziinik, a hul-
lamcsomag komponensei ,szétcsusznak”, és a tovabbiakban interferenciara képtelenek lesz-
nek. (Ezt a jelenséget azota Széchenyi Gabor vizsgalta numerikusan Cserti Jozseffel kozos
témavezetésiinkkel késziilt tudomanyos didkkori dolgozataban [42]. E dolgozatban és a be-
16le jelenleg késziilg kozos cikkiinkben a fenti nehézség meghaladasara is javaslatot tesziink:
ZB-modusok tartos fennmaradasat.)

Winkler és tarsai osszefoglald cikkiikben [43] szamos spintronikai és nanofizikai rend-
szer esetében mutattak ki a ZB jelenlétét, vezették le a helyoperédtor oszcillildo mozgasara
vonatkozo formulakat. Cikkiik cime is arra utal, hogy a ZB ,mindeniitt jelen van”. Mind-
azonaltal nem taldltak — nem is kerestek — pontos kritériumokat arra vonatkozoan, vajon
mely rendszerekben, milyen feltételek fennéllasa esetén varhatjuk a ZB megjelenését.

1.3.2. Kimutattak-e az utébbi években a Zitterbewegungot?

Miutan ilyen sok kiilonbo6z6 rendszer egyszerd vagy egyszertsitett modelljében kimutattak
a ZB (elméleti) fellépését, természetesen felmeriilt a jelenség kozvetlen kisérleti kimutatésa-
nak problémaja is. Ilyen jellegii hirek idénként felroppennek, de a szilardtestekben fellépd
7B kozvetlen észlelése maig nem sikeriilt. Egy elektron mozgasat természetesen nem tudjuk
kovetni, ezért csak kozvetett mérésekben reménykedhetiink. A ZB és a transzportjelenségek
(elektromos és hovezetSképeség, Hall-effektus, sorétzaj stb.) kozti mély kapcesolat (melyet e
jelenségek leirasaban ugyanazon egyiitthatérendszerek fellépte jelez, mint az legtijabb cik-
kiinkben |C] megmutattuk) reményt nyujt arra, hogy a transzportjelenségek paramétereinek
gondos mérésével kozvetett modon igazolni lehessen az elektronmozgas nemtrivialis jellegét,
azaz a ZB jelenlétét.

Meégis, mit jelentenek az ismeretterjeszté irodalomban vagy a vildghalon idénként meg-
jelend szenzécios fogalmazasiu hirek a ZB kimutatasarol (lasd pl. a Gerritsma és tarsai altal
2010-ben irott Nature-cikk [44] koriili sajtofelhajtast)? Ebben az esetben nem a ZB-t, hanem
egy vele matematikailag analdg, ugyancsak a Dirac-egyenlet altal leirt optikai jelenséget vizs-
galtak, a kvantumoptika jol bevalt és rugalmasan kezelheté mérési és manipulacios technikai-
val. A kétkomponensi Dirac-egyenletet egy csapdazott ion két kivalasztott energiaszintjének
esetére frtak fel, és megkeresték az egyenlet helyoperatoranak kvantumoptikai megfelel&jét.
Ennek a mennyiségnek a kezdeti értékét kvantumoptikai preparaciokkal allitotték be, majd
hasonlé médon kovették a mennyiség idGbeli fejlédését — ami természetesen kozvetleniil, a
két fizikai diszciplina kozti ,forditas” bevezetése nélkiil is megtehets lett volna: ez esetben
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1. rész A Zitterbewegung (ZB) térténete

a csapdéazott ion két allapota kozti atmenetekrsl, lebegési jelenségekrsl szolt volna a cikk.
A vizsgalt jelenség, a kimutatott hatés természetesen énmagéban is érdekes, hasonloképp
fontos a matematikai kapcsolat a két jelenségkor kozott, ugyanakkor az elvégzett mérés nem
igazolja kozvetlentll a szilardtestekben (vagy akéar a relativisztikus szabad elektron esetében)
felléeps Zitterbewegung létezését.

Hasonlé mondhaté el az utobbi id6ben megszaporodott ,Observing Zitterbewegung...”
cimkezdet cikkek tobbségérdl. Ezek egyrészt nem elvégzett mérésekrsl, hanem mérési ja-
vaslatokrol szolnak, masrészt kozos benniik, hogy a jelenséget matematikailag hasonlokép-
pen leirhato, de fizikailag mas jellegti kornyezetbe transzponéljék, és e masik fizikai rendszer
esetében tesznek javaslatot bizonyos paraméterek idébeli fejlédésének mérésére — ami mate-
matikailag a helyoperator ZB altal leirt oszcillilé mozgasanak felelne meg.

Zhang [45] kétdimenzios fotonikus kristalyok fizikdjara forditja le a ZB jelenségét. A
mérendd paraméter a transzmisszios egyiitthatd idbeli valtozasa lenne. A cikk szerint a
részletes numerikus szamitésok igazoljak a jelenség létezését. Vashnav és Clark [46] ultra-
hideg atomok négy allapoti modelljével dolgozik. A rendszer leirdsara hasznalt modellben
nem-abeli mértékterek és Dirac-jellegli Hamilton-operator lépnek fel. A modellszamitésok
szerint az atomok mozgasa ZB-t mutat, a paraméterek az észlelhet§ tartoményba esnek.
Ugyancsak ultrahideg atomok mozgasanak numerikus vizsgélata soran mutatja ki a ZB je-
lenlétét Merkl és tarsai cikke [47]. Lamata és tarsai a Dirac-bispinort csapdéazott ionok négy
allapotéaval modellezik 48], igy vizsgaljak a ZB és a Klein-paradoxon felléptét. Wang [49] ezt
a modellt kvantumtérelméleti érvekkel tamasztja ala. Bermudez és tarsai [50| relativisztikus
Dirac-oszcillatorok vizsgalata alapjan ion-csapdas kisérletet javasolnak a ZB kimutatasara.

Itt is csak megismételhetjiik a fentebb mondottakat. E jelenségek kétségteleniil 6nmaguk-
ban is érdekesek, a javasolt kisérleteket érdemes lenne végrehajtani. Ezek esetleges sikere a
vizsgalt rendszerrdl szol6 tudasunkat gyarapitana, masrészt kozvetetten igazolna a lefrasukra
hasznalt — a Dirac-elmélettel analog — modell (legalabbis részbeni) helyességét. Nem mon-
dana azonban semmit kozvetleniil a szilardtestekben felléps ZB tulajdonsagairol, 1étezésérdsl
vagy nemlétezésérdl, és az erre vonatkoz6 modellek helyességérsl.

Megemlitiink egy cikket [51], amely valoban a szilardtestekben végbemend ZB kozvetlen
gerjesztésére és kimutatéasara tesz javaslatot. Az elektronokat femtoszekundumos lézerim-
pulzusokkal vinnék gerjesztett Landau-allapotokba, és a hullamcsomagok megindulé mul-
tifrekvencias mozgasat az indukalt dipélmomentum és a kisugéarzott elektromos tér alapjan
detektalnék.

Trauzettel és tarsai [52] is kiils6 elektromos térrel indukalnak a ballisztikus grafén belss
dinamikajat, egyebek kozt a ZB modusait.

1.3.3. Az egységes elmélet felé

A fentiekben felsorolt cikkek igen sok kiilénb6zé fizikai rendszer kvantummodelljében keres-
ték és talaltak meg — igencsak kiilonb6z6 modszerekkel — a ZB jelenségét. Erthetd, hogy az
egyik — sok alesetet targyalo és Gsszehasonlito — Osszefoglalo cikk [43| cime egyenesen a Zit-
terbewegung ,mindeniitt jelenvalosagat” jelenti ki (magam is kaptam olyan javaslatot, hogy
az altalanos elméletet leird cikkiinknek legyen ez a cime — azt kellett valaszolnom, hogy ez a
cim sajnos mér foglalt). Természetesen felmeriilt az igény a szdmos kiilénb6z6 rendszerben
megjelené hasonlo jelenséget egységesen értelmezd elmélet kidolgozaséra.

Az egyik irany a spintronika sziiletéfélben levd elméletével kapcsolja Ossze a ZB jelen-
ségét. E témaban a spin-aramra hato transzverzalis erck létérél vagy nemlétérdl, leirdsuk
modszereirdl szolnak a cikkek (pl. [53], [54], [55], [56], [57]). A cél a spinnel rendelkezd
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1.3 ZB szilardtestekben és mezoszkopikus rendszerekben

toltott részecskék mozgasdnak minél részletesebb és pontosabb leirdsa, a mozgasegyenletek
felirdsa, a sziikséges fogalmak bevezetése, a teljes elmélethez sziikséges hidnyz6 mennyisé-
gek vagy fizikai entitasok (pl. a spin mozgasara hat6 nem-abeli mértékterek) bevezetése
(pl. [58], [59], [60]). Ez az irdnyzat azt reméli, hogy pl. a spin-Hall effektus és a ZB jelen-
sége az altaldnos elmélet specialis eseteként adodik. Ide tartozik az is, hogy egy megfelelGen
altalanos elmélet nem csak a szilard testekben mozgé elektronok, hanem més, anal6g rend-
szerek leiraséra is alkalmas lehet — pl. megjoésolhatja a kristalyokban terjedd fény esetleges
Zitterbewegungjat vagy az optikai Hall-effektust is (lasd pl. [61], [62], [63]), a fénysugérra
hato Lorentz-erét [64] esetleg a fotonikus és a fononikus kristalyok kozti analogiat [65].

Egy érdekes iranyzat a kvantum-bolyongas mostanaban divatba jott témajaval kapcsolja
Ossze a ZB jelenségét: a folytonos palyaju ZB-t a kvantum-valészintiség torvényeinek enge-
delmeskedd diszkrét 1épések egymasutanjaval igyekszik magyarazni [66].

E dolgozat ezeknél a nagyivi céloknal kisebbet tiiz ki. Nem toreksziink a szilardtestek-
ben lezajlo elektronmozgas teljes leirdasara és magyarazatara — ehelyett a Zitterbewegung
jelenségére Osszpontositunk. Azt vizsgaljuk, mi a k6z6s mindazon rendszerekben, amelyek
esetén a kiilonbozd szerzék a ZB felléptét jelezték. Ha ezt megtalaljuk, megkiséreljiik egy-
séges és megfelelGen altaldnos formalizmussal leirni a ZB tulajdonsagait, meghatarozni a
helyoperator mozgasat. Latni fogjuk, hogy az irodalomban szerepls esetek az altalanos for-
malizmus specialis eseteként, a rendszert leir6 Hamilton-operdtor egyszert behelyettesitése
utan, jol attekinthets egységes formaban adodnak ki. Es persze ez az altalanos formalizmus
olyan rendszerek esetén is lehetévé teszi a ZB-ra vonatkozo eredmények levezetését, amelyek
korabban még nem szerepeltek az irodalomban (lasd pl. e dolgozatnak a kétrétegd gra-
fén izotrop modelljérsl szolo 5.8 fejezetét, melynek eredménye elGszor [B] cikkiinkben jelent
meg).

13
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A Zitterbewegung (ZB) torténete
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2. 1ész

A Schrodinger-féle Zitterbewegung
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2. rész A Schrédinger-féle Zitterbewegung

2.1. A Dirac-egyenlet

Paul Dirac 1929-ben vezette be a kés6bb rola elnevezett relativisztikus hullamegyenletet.
Erwin Schrodinger, a kvantummechanika egyik megalapitoja 1930-ban a Dirac-egyenletbdl
vezette le [1] a Zitterbewegung meglepd jelenségét.

A Dirac-egyenlet kiinduldépontja az m nyugalmi témegii részecske p impulzusa és E ener-
gidja kozt a specialis relativitaselmélet szerint fennélld Gsszefiiggés:

E = \/(cp)? + (mc)?. (2.1)

Dirac a kifejezésben szerepls négyzetgyokvonést szimbolikusan elvégezve kapta a Dirac-féle
Hp Hamilton-operatort:
Hp = cap + fmc?, (2.2)

ahol o (kK = 1,2,3) és B (legalabb) 4 x 4-es méatrixok, az ap kifejezés pedig formaélis
skaléris szorzatot jelent:
3
ap =Y .
k=1

A bevezetett (matrix-)operatoroknak ki kell elégitenitik a koévetkezd antikommutacios
relaciokat:
{oan, i} = ap o + oo = 201y,

{an, B} = o B+ B oy, = Oy, (2.3)
=1,

ahol I, a 4 x 4-es egységmatrixot jelenti, Q4 pedig a megfelels nullmétrix. Az aj matrixok
antikommutétorait részletesen kiirva:

ai:h, illetve apap = —oqag, hak #1.

A szimbolikus négyzetgyokvonassal Dirac mintegy ,fd alatt” megvaltoztatta az opera-
torok értelmezési tartomanyat, azaz a hullamfiiggvény jelentését. A |¢)) hullamfiiggvény
az elektron relativisztikus Dirac-elméletében ettdl kezdve négy komponenst komplex vektor
(bispinor):

Wy (r,t)

melynek komponensei szokasos £2-beli hullamfiiggvények. Pontosabban:
V) € H = Ho @ C*, (2.4)

azaz a Dirac-féle Hilbert-tér a szokasos Hy Hilbert-tér (pl. £?) és egy négydimenzios komplex
linearis tér direkt szorzata.

Ezért az operatorok szokasos definicioja is modosul: pl. a (Schrodinger-képbeli) hely-
operator a szokasos £2-beli operator és a C* tér I, egységmatrixdnak x ® I, tenzori szorzata
lesz. Az egységmatrixot altalaban nem szoktuk kiirni. A Heisenberg-féle csererelacié pedig

a kovetkezd alaki lesz: "
[Pk, &] = ?5191}1- (2.5)
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2.2 A sebességoperéator

Ebben a képletben I mar a teljes H Hilbert-tér egységoperatora:
I=1, I, . (2.6)

E dolgozatban az operatoroknak jaré ,kalapot” csak a Hilbert-tér Ho-komponensére hato
operatorokra (pl. X és p) tessziik ki, az operatorok métrix-komponensét kézonséges nagybe-
tiivel (illetve a Dirac-matrixok esetén a hagyomanyt kovetve gordg bettvel) jeloljik.

A megkovetelt antikommutéaciés relaciok kovetkeztében a Dirac-féle Hp Hamilton-
operator négyzete valoban megegyezik a relativisztikus F energiakifejezés (direktszorzat-
térre kiterjesztettjének) négyzetével:

H? = <(cf))2 + (m02)2>1[4 :

A szokésos Schrodinger-egyenletet a Dirac-féle Hp Hamilton-operatorral felirva adodik a
Dirac-egyenlet nemrelativisztikus alakja:

0 N
 h— =H 2.7
iho |9} = Hplv) (2.7
illetve a megfelel§ idéfiiggetlen egyenlet, azaz a Hamilton-operator sajatérték-egyenlete:
Hply) = ElY) . (2.8)

2.2. A sebességoperator

Kovessiik Schrodinger gondolatmenetét: keressiik a Dirac-egyenlet altal leirt szabad (kiilss
erGhatés alatt nem allo) részecske helyoperatoranak idéfiiggését!

Kozvetleniil kinalkozik a Heisenberg-képre valo attérés képleteinek alkalmazésa (1asd a 4.2
fejezetben). Schrodinger azonban nem ezt az utat valasztotta, hanem differencialegyenletet
vezetett le a keresett x(t) operatorra.

Els6 1épésként vegyiik észre, hogy az impulzus operatoranak p, komponensei (és ter-
mészetesen maga a Hamilton-operéator is) kommutalnak a Hp Hamilton-operatorral, igy
Heisenberg-képbeli id6derivaltjuk nulla:

d - T~ . d 1
— Hp(t) = - |Hp, Hp] = 0 — () = =

A levezetés kovetkezo 1épéseiben ezért a Hpés a i operatorokat skalarként lehet kezelni.
Pontosabban fogalmazva: a tovabbiakban dolgozhatunk ezen operatorok kozos sajatalteré-
ben, ahol az operatorok sajatértékiikkel helyettesithetsk.

Szamitsuk ki a sebességoperatort, azaz az x helyoperator Heisenberg-képbeli derivaltjat:

[-HDaﬁk] =0.

N d . VRPN R ) . R
o = —ax(t) = — [Hp, 2x(t)] = ~[cap + fmc*, ir(t)] =
dt h h (2.9)
ic o ic h .
= E@l[plyxk(t)] = E@z;&czﬂ = coy

(itt és a tovabbiakban a vektor- és maéatrix-indexekre a ,néma index” konvenciot, azaz a
kétszer eléforduld azonos indexekre torténd automatikus Osszegezést alkalmazzuk, csak az
ezektdl eltérs — pl. sajatalterekre torténs — Osszegezést jeldljiik kiilon szumma-jellel).
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2. rész A Schrédinger-féle Zitterbewegung

Azt a megleps eredményt kaptuk, hogy a Dirac-egyenlet sebességoperitora megegyezik a
bevezetett a matrix-vektorral (pontosabban ennek késébb kiszamitando Heisenberg-képbeli
valtozataval), és fiiggetlen a részecske p impulzusatol:

V=ca. (2.10)

Az eredmény azért meghokkents, mert a klasszikus mechanikdban (most beleértve a nem-
kvantumos relativisztikus mechanikat is!) megszoktuk, hogy az impulzus és a sebesség vek-
tora aranyos egymassal: a Dirac-elméletben ez lathatéan nem &ll fenn.

A sebességoperatorra kapott kifejezés mas furcsasagot is rejt. Emeljiik négyzetre az el6z6
egyenletet:
02 = (cap)? = A (ap)? = 1.

Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy a sebességvektor operatora négyzetének varhato értéke

V2| = Z|ﬁk|2 =3c >,
k

azaz a sebesség abszolut értékének varhato értéke nagyobb a fénysebességnél:

V]| >c.
Ez a kovetkeztetés természetesen téves. A Dirac-féle «; méatrixok nem kommutalnak:

[, ou] # 0,

igy nincs olyan allapot, amelyben a sebesség harom komponensének abszolit értéke egy-
szerre ¢ lenne. Ez megint a relativisztikus kvantummechanika tjszerti eredménye, hiszen
a nemrelativisztikus elméletben megszoktuk, hogy a helyoperator kiilonb6z6 komponensei
kommutalnak egymaéssal. (A szokasos nemrelativisztikus kvantumelméletben is van olyan
vektoroperator, jelesiil a J impulzusmomentum, amelynek komponensei nem kommutalnak
egymassal — ez a forgascsoport nem-abeli voltabol kovetkezik —, de a kommutativ Galilei-féle
boostokkal kapcsolatos helyoperator komponensei felcserélhetdk egymassal.)

Kovessiik tovabb Schrodinger gondolatmenetét! A sebességoperator ismeretében szamit-
suk ki ennek Heisenberg-képbeli idéderivaltjat, azaz a gyorsulas operatorat!

d 1

?

ar = - 0n(t) = 3 [Hp, %u(t)] = +[Hp, car(t)] =
(2.11)
iC R 2 'éC R 2
= E[cap + Bmc, o = %(cpl[ozl,ak] + mc B, ax]) .

A képletben felléps kommutatorokat fejezziik ki antikommutéatorokkal, és hasznéljuk ki az
antikommutatorokra megkovetelt (2.3) relaciokat:

(B, =PFar—apf =PFoar+arff =20, ={B,} -2, = -2,

[Oél, Ozk] = O — OO = O./lOék—i—Oszél—QOékO./l = {Oél, ak}—Qakal = 25“]1 —Qakal .
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2.2 A sebességoperéator

Ezeket a gyorsuldsoperétor kifejezésébe visszahelyettesitve:

1C . 2ic¢ R .
ap = = (cpl (201 —2 apap) + mc® (=2 ozkﬂ)) = 5 (cpk —ag(cpa; + chB)) )
A belsé zarojelben allo mennyiségben felismerhetjiik a Dirac-féle (2.2) Hamilton-operéatort,
ezért

24 c? 2ic - 21 c? 21 ~
_ . — —— oy Hn = o, — — U, Hp .
Qg 7 Pr 7 Qg I1p 7 Pk B Vg {1p
Emeljiik ki mindkét taghol a Hamilton-operéatort:
. d . 29 . o~ 2ic% . oAy 20 -
ak:avk:_EUkHD_{— - pk:(—vk+c2pkHDl>%HD. (212)

A Dirac-féle Hp operator inverze létezik, hiszen sajatértékeinek spektruma nem tar-
talmazza a nullat, —mc® és +mc? kozott nincs megengedett energiaérték. Ez a kérdés
altalanosabb Hamilton-operatorok esetén fontossa valik, ezért a 3.7 fejezetben részletesen
visszatériink ra.

A (2.12) képletben megjelent egy nevezetes mennyiség, jeloljik W-vel:

A

W = EpHp'. (2.13)

Ez a kifejezés a pontrészecske nemkvantumos relativisztikus dinamikajabol ismerds. Irjuk
fel ugyanis az impulzus és az energia relativisztikus képletét:

p= —— E= — (2.14)

=V, (2.15)

azaz a 'V kifejezés egyszertien a p impulzusi és E energiaja relativisztikus részecske sebessége
(amely szabad részecske esetén természetesen allando), a (2.15)-beli W pedig az ennek a
mennyiségnek megfeleltetett (az energia-sajatérték elGjelét is magaba olvaszto) operator.

Ezzel a jeloléssel a (2.12) egyenlet a 0y, operatorra vonatkozo lineéris differencialegyenlet
lesz:

d A 21 A
— U = (—10 Wy) —H 2.16
77 Uk (—0x + W) 5 o, (2.16)
vagy vektoros alakban:
d c 20
—v=(—-v+W)—Hp. 2.17
SV = (—v W) A (217)

Az egyenletben szerepld W operdtor a p és Hp operatorok fliggvénye, ezért maga is
kommutal a Hamilton-operatorral. Igy a Heisenberg-képben a W operator is konstans,
idében &llando operator lesz. A (2.16) linearis operator-differencidlegyenletben tehat W
alland6 mennyiségnek tekintendd, ezért a differencidlegyenlet a szokasos médon alakithato
at és oldhato meg:

a:%o:—<v—w>:—(v—W)—HD, (2.18)
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2. rész A Schrédinger-féle Zitterbewegung

melynek megoldasa: L
V() = W = (v(0) — W) e 1t (2.19)

ahol 0£(0) = cag(0) a sebesség-komponens-operator kezdeti értéke, azaz a (2.2) Dirac-
operatorban szereplé «y méatrix Schrodinger-képbeli alakjanak c-szerese. Fzzel

~

V() = W + (9(0) — W) e #21 | (2.20)

ahol bevezettik az

O =Hp, (2.21)

St o

frekvencia-dimenzi6ju operatort.

A szabad részecske sebességoperatora tehat nem konstans, hanem a klasszikusan var-
hato allando érték koril Q frekvenciajua rezgést végez. Ezt a furcsa jelenséget nevezték el
Zitterbewegungnak.

2.3. A helyoperator Heisenberg-képben

Ismervén a sebességoperator (2.20) id6fiiggését, tovabb integralhatunk, és megkapjuk a hely-
operator Heisenberg-képbeli alakjat:

X(t) = %(0) + Wt + (v(0) — W) (i Q) (e 72 — 1), (2.22)

Schrodinger és kortarsai nagy meglepetésére a szabad részecske helyoperatora nem a
klasszikus (és a relativisztikus) mechanikdban elvarhaté xo + V't alaka lett, hanem ezen
feliil tartalmaz még egy 2 frekvenciaju oszcillalo tagot is. Ez a nevezetes ,reszketé mozgas”,
azaz a Zitterbewegung.

Jeloljiik a (2.22) kifejezés utolso, a Zitterbewegungot leiro tagjat Z(t)-vel:

Z(t) = (v(0) — W)(i Q) (e 2 — 1) . (2.23)
E kifejezésbdl levalaszthato egy allando Y vektor:

A ~

Y= —(v(0) - W)iQ!, (2.24)
a fennmarado, tisztan oszcillalo részt jeldljiik C(t)-vel:

C(t) = (v(0) — W) (i Qe it (2.25)
E jelolésekkel a Heisenberg-képbeli helyoperator a kovetkezé alakba irhato:

x(t) = %(0) + Wt + Z(t) = %(0) + Y + Wi + C(t) . (2.26)

A szabad, er6mentes mozgast végz Dirac-részecske helyoperatoranak Heisenberg-képbeli
(2.26) alakja tehat a kovetkezSképpen interpretalhato: az elvart, allando sebességii mozgést
leird %(0) + Wt tagok mellett megjelenik egy ) frekvenciaji oszcillalo, reszketé mozgas, a
C(t) tagnak megfelels Zitterbewegung, valamint egy allando Y vektort eltolodas, amely
~ mint a (2.23) képlet alapjan konnyen lathato — megegyezik C(0) (—1)-szeresével, azaz
mintegy a C(t) oszcillacio kezddallapotanak beéllitasara szolgal. A részecske (2.20) sebes-
ségoperatora is két részbdl all: a klasszikus, nemkvantumos mozgas allandé (2.15) sebessége

A

mellett megjelenik a Zitterbewegungnak megfeleld oszcillalo tag is. A klasszikus W' sebesség
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2.4 ZB-mentes allapotok

most tehat a driftsebesség szerepét jatssza: leirja a részecske atlagos, eredé mozgésat, mig
a valodi, részleteiben kovetett mozgas a drift koriili fluktuaciokat is tartalmazza. E fluk-
tuaciok ,magyarazatat” az eddigi levezetés természetesen nem tartalmazza, ez még tovabbi
értelmezésre szorul, az azonban kétségtelen, hogy e furcsa reszketé mozgéas, a Zitterbewegung
a szabad részecske Dirac-egyenlete kozvetlen kovetkezményeként 1ép fel, és mivel a szabad
részecske nemrelativisztikus Schrodinger-egyenlete kapcsdn nem talalkoztak hasonloval, ér-
dekes relativisztikus effektusnak tekintették. FErre a kérdésre az altalanos eset targyalasa
utan, az 5.5 fejezetben visszatériink.

2.4. ZB-mentes allapotok

A helyoperator kifejezését az allapotvektor Schrodinger-képbeli |1(0)) kezdsértékével (azaz
a Heisenberg-képbeli allando allapotvektorral) ,szendvicselve” megkaphatjuk a részecske he-
lyének varhato értékét mint az id6 fiiggvényét:

x(t) = (@(0)|x(t) [¢(0)) - (2.27)

Onkényes kezdsallapotot felvéve a varhato érték is tartalmazza az Q frekvenciaju rezgd
tagot. Ha viszont specialis kezdGéllapotot tételeziink fel, a Zitterbewegung jaruléka eltiinik.
A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy a Hp Hamilton-operator energia-sajatallapotai épp
ilyen specialis, ,,ZB-mentes” allapotok.

Vezessiik be a kovetkezd operatort:

T = Hp/E (2.28)

ahol Hp a (2.2) Dirac-féle Hamilton-operator, E pedig a részecske (2.1) relativisztikus ener-

gidja. Vilagos, hogy T2 = 1, azaz a T tiikroz6, elokel6bb nevén involutorikus operator (lasd:

[67], [68]). (Itt I a teljes Hilbert-tér (2.6) egységoperatora.) Az involutorikus operatorokra

vonatkozo6 fontosabb matematikai ismereteket az A. fliggelék A.3 fejezetében foglaltuk Gssze.
AT operator segitségével definidlhatunk két projektor-operétort is:

I+ 7T

Qu =5 (2.29)

Ezek teljesitik a Neumann-féle teljes ortogonalis projektor-rendszerre vonatkozé szokasos
Osszefiiggéseket:

Q: Qs = Q1 , Qi@1:@, Q++Q,:]I. (2.30)
Egyszeri behelyettesitéssel belathato a kovetkezé egyenlGség is:

Q:T =TQs = +Qx . (2.31)

Ha a Q. operatorok valamelyikét egy tetszéleges |1(0)) allapotra alkalmazzuk, akkor
az allapotvektornak a tisztan pozitiv vagy tisztan negativ energiaju allapotok alterére vett
vetiiletét kapjuk (ezeket tiszta elektron-, illetve pozitron-allapotoknak is szokas nevezni):

[4(0)) = Q=[¢(0)) . (2.32)

Ilyen tiszta allapotok kozott is kereshetjiik a helyoperator varhato értékét:
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2. rész A Schrédinger-féle Zitterbewegung

%1 () = (e(0)|%(t) [£(0)) = (¥(0)| QL X(t) Qx [¥(0)) (2.33)

ahol QT a Q operator adjungaltjat jeloli. (Lévén a Hp, operator valos egyiitthatos poli-
nomja, Q is onadjungalt, igy az adjungalas jelét a késsbbiekben nem kell kitenniink.)

A fenti varhato érték tehat megegyezik az x4 (t) = Qy %(t) Q. operatornak a tetszéleges
|1(0)) allapotra vett varhato értékével.

Vizsgaljuk meg el6szor a helyoperator W ¢, azaz az alland6 sebességli mozgést leird
tagjanak varhato értékét ilyen tiszta elektron- vagy pozitron-allapotokban! Széamitsuk ki
tehat a (2.13) driftsebesség-operéatorbol kivetitett

W (t) = Qs W(1) Qs (2.34)

operatort' Helyettesrcsuk be a W drlftsebesseg (2.13) alakjat és hasznaljuk k1 hogy a

“, e,

kozvetlen kovetkezményeként pedig fennall a H ! T /E egyenlGség, Vegul hasznaljuk fel
a projektorokra vonatkozo (2.31) és (2.30) azonosségokat:

A

Wo(t) = Qr (@DPHH) Qs = Qs (T/E) Q4 (*P) = £Q+ Qs (PP/E) = £V . (2.35)

AW driftsebesség varhato értéke tehat pozitiv energias allapotokban megegyezik a (2.15)
klasszikus relativisztikus sebességgel, negativ energias allapotokban pedig ennek ellentettje.
Szamitsuk ki ezutan az x4 (t) operator Zitterbewegungot leir6 része, azaz a

Z.(t) = Q= Z(t) Q= (2.36)

operétor varhato értékét! Ha a (2.23) képlethl behelyettesitjiik Z(t) értékét, észrevehetjiik,
hogy az id6tiiggs tényezs atemelhetd a projektorokon, hiszen az exponencialisban felléps Q
frekvenciaoperator — lévén a a Qi projektorokhoz hasonldéan csak a Hp Hamilton- operétor
fiiggvénye — kommutal a projektorokkal. Ezért csak az idéfiiggd tényezé el6tti

A

W= v(0)-W (2.37)

sebességeltérés-operator Qi—szal vett szorzatat kell kiszamolnunk:

Zo()=Qsw Qu (e % —1)iQ " (2.38)

A W tényezs a (2.18) képletben jelent meg elGszor, ezt Osszehasonlitva az ay gyorsulés-
operator eredeti (2.11) definiciojaval, lathatjuk, hogy w kifejezhetd a Hamilton-operator és
a sebességoperator kommutatoraval:

2w = [Hp,v(t) Hp ™' . (2.39)

c sz

Hasznaljuk ki ismét a T operator (2.28) definiciojanak kézvetlen kvetkezményeként fenn-
allo Hy' = T/E azonossagot, majd vigyiik be a nevezében levs E értéket a kommutétorba:

(W) (T/B) = [(Hp /B). ¥(1) T =
W) T = T9(0)T (1) .

<>

2w = [Hp

_ (2.40)

Szorozzuk be az utobbi egyenléséget mindkeét oldalrél a Q. projektorral, majd hasznaljuk
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2.5 A kisérleti kimutatas probléméi

ki a (2.31) Osszefiiggést:
2Q:WQr = QeTVv(H)TQx — Qe ¥(t) Qx =

) ) A ) (2.41)
= (£Q+)v(t) (£Q+) — Q=Vv()Qx = 0.

A fentiek alapjan a (2.38) képletben szerepls Z. (t) mennyiség azonosan nulla. Ugyan-
csak nulla ennek tetszdleges [1(0)) kezdeti dllapotra szamitott varhato értéke is, amely-
rél viszont korabban belattuk, hogy megegyezik a Zitterbewegungot leir6 Z(t) operatornak
tiszta pozitiv-, illetve negativ energidju allapotokban szamitott varhato értékével.
potokra képezziik, a Zitterbewegung jaruléka eltiinik, és csak az egyenes vonali egyenletes

mozgasnak megfeleld B
x:(t) = %:(0) + Wt (242)

formulat kapjuk. (Megjegyzés: ne felejtsiik el, hogy a korabban levezetett (2.35) képlet sze-
rint a W driftsebesség csak egy elGjel erejéig egyezik meg a klasszikus V sebességgel, a (2.42)
képlettel leirt alland6 sebességli mozgas soran az elektron-, illetve a pozitron-komponens
sebessége ellenkezd elGjeli!)

Tiszta elektron- vagy pozitron-allapotban tehat nincs Zitterbewegung. Ezért a ZB fel-
ismerése utan hamarosan elfogadtak azt az allaspontot, hogy a Zitterbewegungot a Dirac-
elektron hullamfiiggvénye pozitiv és negativ energiaji része kozti interferencia okozza.

Rogton hozza kell tenniink, hogy Lorentz-transzformacié soran a hullamfiiggvény pozitiv
és negativ frekvenciaju részei keverednek. Ha tehat egy inerciarendszerben tisztén pozi-
sebességgel mozgd tobbi inerciarendszerben mar el6fordul mindkét komponens, és fellép a
ZB is. A 7B jelenléte vagy hianya tehat nem objektiv, megfigyel6tdl fliggetlen fizikai allitas!

Késébb latni fogjuk, hogy sokkal altalanosabb Hamilton-operatorral felirhaté rend-
szerekre is fennall a most kapotthoz hasonlo altalanos tétel: a helyoperéator Zitterbewegungot
leir6 tagjanak varhato értéke energia-sajatallapotokban mindig nulla. A fentebb részletes
szamitassal belatott eredmény ennek a sokkal altalanosabb allitasnak specialis esete.

2.5. A kisérleti kimutatas problémai

A Zitterbewegung furcsa, nem vart, a hagyomanyos mechanikanak ellentmondé jelenségének
(elméleti) felfedezése azonnal felvetette a kérdést: ki lehet-e mutatni, és ha igen, hogyan
ezt az érdekes effektust? E kérdés vizsgdlatahoz becsiiljiik meg a ZB leirasdban felbukkano
paramétereket.

A Dirac-egyenlet minden fermion-tipusi részecske leirasara alkalmas, de elGszor az elekt-
ronra (és antirészecskéjére, a pozitronra) alkalmaztédk. Becsléseink soran tehéat az elektron
adatait hasznaljuk.

A Zitterbewegung frekvenciajanak varhato értéke a (2.21) képlet szerint

Q= "Hp. (2.43)

A Hamilton-operator varhato értéke, azaz a részecske energiaja nemrelativisztikus sebes-
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2. rész A Schrédinger-féle Zitterbewegung

ségii mozgasok esetén az mc? nyugalmi energia nagysagrendjébe esik: Hp ~ mc?, ezért

— 2m c?

T

(2.44)

Helyettesitsiik be az elektron nyugalmi energidja mc? ~ 0,5 MeV és a Planck-allando
h ~1073* Js értékét, igy megbecsiilhetjiik a ZB frekvenciajat:

Q ~ 10?' Hz . (2.45)

A 7B amplitudéja a (2.22) képlet alapjan a részecske V' sebessége és az () frekvencia hanya-
doséaval becsiilhet6:
\%4 c h

A~ 90" Ao ~ 2 - 107" m ~ H-atommeéret /1000 . (2.46)

A kapott frekvenciaérték tul nagy, a Compton-hullamhossz nagysagrendjébe es§ amp-
litudod pedig talsagosan kicsi ahhoz, hogy kisérletileg észlelni lehessen. Ez az oka annak,
hogy komoly forméban sohasem meriilt fel a ZB kisérleti kimutatésa.

Ezért valtott ki nagy érdeklédést, amikor a 2000-es évek elején a hagyomanyos,
Schrodinger-féle ZB-hoz hasonlo jelenség létezésére kovetkeztettek egyes szilardtestfizikai és
mezoszkopikus rendszerekben. E jelenségek esetén a képletek ugyanis hasonléak, de a para-
méterek t6bb nagysagrenddel eltérnek a Schrodinger-féle ZB esetétsl. Igy a jelenség esetleg
a kisérletileg tanulményozhato tartomanyba cstuszhat.

2.6. A ZB mint az egyrészecske-QM hatara

A Zitterbewegung jelenségét szemléletesen ugy képzelhetjiik el, mintha a részecske a klasszi-
kus fizika szerinti x¢o+V t egyenes vonalt egyenletes mozgas altal meghatéarozott pillanatnyi
helyzete koriil egy kicsiny (Compton-hullamhossznyi) amlitudoja, nagy frekvenciaju rezgést
végezne. A palya tehat egy dugbdhizohoz, a klasszikus egyenesre mint tengelyre ratekeredd
spiralhoz hasonlit. Ilyen spiral persze sok van, hogy melyik valosul meg, az a kezdéfeltéte-
lektol, kvantumelméletben a |¢(0)) kezdeti hullamfiiggvénytdl fiigg.

Hogyan lehetne eldénteni, hogy éppen melyik spiral valosul meg? Meg kell hatarozni az
elektron helyzetét, a spirdl sugaranal, azaz a ZB amplitudojanal kisebb bizonytalansédggal.

Ennél a pontnél sz6l kozbe a kvantumelmélet egyik alapvets Osszefliggése, a Heisenberg-
féle hatarozatlansagi relacié. Most csak nagysagrendi becslésekre hasznaljuk, tehat a kovet-
kez6 ,szamitasokat” nem szabad tulsdgosan komolyan venni.

Ha egy részecske helyzetét Ax pontossiggal szeretnénk meghatarozni, ez a hatarozatlan-
sagi relacio miatt Ap ~ h/ Az nagysagi impulzus-bizonytalansaghoz vezet.

Ennek kovetkeztében viszont (nemrelativisztikus részecske esetén) AE ~ (Ap)*/m ~
h? /m (Ax)? nagysagu energia-bizonytalansig 1ép fel. Pongyolan fogalmazva: ha a részecskét
Az méret helyre akarjuk lokalizalni, a fenti AE nagysagrendii energiat kell befektetniink.

Helyettesitsiik be most a Az méret helyébe a ZB amplitudojat, azaz a Compton-

hullamhosszt:

ALL'NAC:i
mc
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2.6 A ZB mint az egyrészecske-QQM hatara

Ekkor a befektetendd B2
2
AE ~ r n?c)g e 240

energia eléri a részecske Fy = m c? nyugalmi energidjanak nagysigrendjét. Ekkora energia-
befektetés viszont részecske—antirészecske parok keletkezéséhez vezet. Amikor tehat az elekt-
ront a Zitterbewegung finom részleteinek vizsgalata céljabol a Compton-hullamhossznél pon-
tosabban szeretnénk lokalizalni, 6hatatlanul elmossuk a vizsgélt részecske egyediségét, hiszen
az eredeti részecskével azonos 0j részecskék (és antirészecskéik) jelennek meg. FEzek leira-
sara azonban mar nem alkalmas a kvantummechanika, a kvantumtérelmélet formalizmusét,
kelt6 és eltiintets operatorokat kell(ene) bevetniink. Roviden szolva tehat: a Compton-
hullamhossz az egyrészecske-kvantummechanika alkalmazhatosaganak méretbeli als6 hatara.
Nem csak kisérletileg nehéz, hanem elméletileg is lehetetlen tehéat az elektront a ZB spiral-
jdnak egyes részei mentén lokalizalni.

A most ismertetett érvelés szerint a Zitterbewegung ,,jelensége”, annak formélis felbuk-
kanasa a relativisztikus elektron Dirac-elméletében egyszertien az elmélet hataraira utal: az
elektron ténylegesen elmosddott, helye objektive hatarozatlan a Compton-hullamhossznal
kisebb tartomanyokban. A klasszikus végteleniil vékony egyenes részecskepalya fogalmat
tehat egy ,bolyhos”, kb. A¢ vastagsaga ,riddal” kell pétolnunk. Ezen beliil az elektron
helyének keresése értelmetlen. A Zitterbewegung jelensége tehat mtitermék, azért 1ép fel,
mert olyasmit kérdeziink (az elektron helyoperatorat az elméletileg lehetséges pontossédgon
tul), amit nem lenne szabad.

Ez az ideologia igen megnyugtatonak tiinik, el is fogadtak hét évtizedig. Kisebb fizikus-
csoportok probalkoztak csak a ZB tovabbi értelmezésével (pl. [3]), de igen messze a kutatés
fearamatol.

Az ideologiai megnyugtatas persze nem teljes kord, felmeriilhet néhény tovabbi kérdés.
Vajon miért csak a fermionok relativisztikus elméletében 1ép fel ez a helyoperatort korlatozo
jelenség? Van-e ZB a zérus spint részecskéket leird6 Klein-Gordon-egyenlet vagy a tomeges
vektormezonok relativisztikus egyenlete esetén? Mi a helyzet a zérus tomegi relativisztikus
objektumok, pl. a foton egyenletével — hiszen ebben az esetben a Compton-hullaimhossz nem
is értelmezhetd?

Ha alaposan kovetjiik a fentebb véazolt szamitast, vagy inkabb becslést, lathatjuk, hogy
az Osszes negativ kovetkeztetés egyetlen kritikus szamadatra vezethets vissza. Ez pedig a
elvalaszté 2mc? energiakiilonbségbdl, gap-bél hatarozhaté meg. Ha a gap kisebb lenne, a
ZB amplitudoja sokkal nagyobb lenne a Compton-hullamhossznal, a részecske—antirészecske
péarok keletkezésére vezetd gondolatmenet értelmetlenné valna.

A Dirac-egyenlet (és a tobbi relativisztikus hullamegyenlet) esetén természetesen a gap
nagysaga adott, hiszen azt a (2.1) relativisztikus energiaképlet hatarozza meg. A ZB ,mo-
dositasdnak” igénye vagy lehetdsége tehat fel sem meriilhet.

A 2000-es évek elején ezért keltett felttinést, amikor szilardtestfizikai rendszerekben a
ZB-hoz hasonlo jelenség létezésnek lehet&sége bukkant fel [25] — de nagysagrendileg mas
paraméterekkel: joval kisebb volt a gap és a fénysebesség helyébe 1ép6 paraméter értéke is.
Talan a ZB mégsincs szorosan Osszekotve a relativitaselmélettel és a relativisztikus 2mc?
gap-pel? Ez esetben a Zitterbewegung nem az elmélet hatarat jelolné ki, hanem 1j, esetleg
észlelhetd jelenségek felé nyitna kaput. Latni fogjuk, hogy valéban ez a helyzet.
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3.1. Kvazispin alland6 kvazi-magneses térben

A kovetkezdkben megvizsgalunk egy sor szilardtestfizikai és nanofizikai modellrendszert.
Latni fogjuk, hogy e rendszerek Hamilton-operatora kézos alakra hozhaté. Ehhez az alakhoz
az allando kiils6 magneses térben mozgd S spint pontrészecske szolgaltatja a mintat.
Mozogjon egy m tomegt, p mégneses dipélmomentumiti pontrészecske térben és idében
allando B magneses mezében! A rendszer Hamilton-operatora (mivel csak egyszerti modellrsl
van sz0, a diamagneses, B2-tel aranyos tagot, valamint a palyamomentum és a magneses tér
kolesonhatéasat elhanyagoljuk):
A~ p .
H = 5 0B . (3.1)
A 1 magneses momentum operatora a fenti feltevések alapjan aranyos a spin S operéto-
raval. Az aranyosséagi tényez6t beolvaszthatjuk a méagneses tér B vektoraba, a kapott vektort
jeloljiik —€2-val. A spin operatora nem a H, Hilbert-téren, hanem egy véges, 2541 dimenzios
komplex euklideszi téren hat, ezért a tovabbiakban nem tesziink ré operator-kalapot.
Tegyiink még egy altalanositéasi 1épést, és engedjiik meg, hogy a részecske kinetikus ener-
gidja a p impulzusnak a klasszikus mechanikdban megszokottnal altalanosabb e(p) fligg-
vénye legyen! Ekkor a Hamilton-operator a kovetkezs alaku lesz:

H=:p)+SQ. (3.2)

Ebben a formulaban £(p) mellé természetesen oda kell érteni a (25 + 1) x (25 + 1) -es
I5s41 egységmatrixot, hiszen csak igy adhatd hozza a spinméatrixokhoz. Az egységmaétrixot
a tovabbiakban nem irjuk ki, hiszen a félreértés veszélye nem all fenn.

A (3.2) Hamilton-operator nem fligg a hely x operator-vektoratol, ezért kommutal az
impulzus p operédtoraval. Az impulzus igy mozgéaséillando, a mozgas vizsgalata soran tehat
szoritkozhatunk a Hilbert-tér egy-egy impulzus- (és igy egyben energia-)sajatalterére. Eme
alterekben a p operator p sajatértékével potolhato. E megfigyelés alapjan a (3.2) Hamilton-
operator még egy lépésben altalanosithato: feltehetjiik, hogy az € (kvazi-)magneses tér fiigg
a p impulzustol. Ez a feltevés egy-egy rogzitett p érték esetén nem befolyasolja a mozgasokat,
csak akkor valik lényegessé, ha a kiilonboz6 p értékekhez tartozo sajatalterekben kapott
eredményeket szuperponélni akarjuk.

Megkaptuk tehat a (3.1) egyszert és fizikailag plauzibilis Hamilton-operator nagymérték-
ben &ltalanositott, de szdmos matematikai sajatossagat érzé alakjat:

H=2p)+Q(p)S . (3.3)

A kévetkezSkben meg fogjuk mutatni, hogy a (3.3) képlettel leirhaté Hamilton-operatorok
osztalya

e magaban foglalja a szilardtestfizikiban, a nanofizikiban és a mezoszkopikus fizikaban
felbukkant szamos modellrendszer Hamilton-operatorat, koztiik majdnem mindegyi-
ket azok koziil, amelyekkel kapcsolatban a Zitterbewegung felléptének gyanija vagy
lehetGsége felmeriilt;

e ayz osztalyba tartozo rendszerek mindegyike esetén valoban fellép a Zitterbewegung;
e a helyoperator Heisenberg-képbeli idéfiiggése a (3.3) alakbol kiindulva mindezen ese-

tekben egységesen, egzaktul, zart alakban meghatarozhato;
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e az igy kapott eredmények valamennyi esetben visszaadjék (egyes esetekben korrigaljak)
az irodalomban kordbban ko6zolt eredményeket.

Vizsgaljuk el6szor a 2 x 2-es matrixszal lefrhato (azaz a H = Hy ® C? Hilbert-téren
hato) legaltalanosabb kvéazi-szabad Hamilton-operatort! Mostantol fogva kvdzi-szabadnak
fogunk nevezni egy rendszert, ha Hamilton-operéatora csak a p impulzusoperatortol fiige, azaz
nem fiigg az x helyoperatortol. (Ez a rendszer x-térbeli transzlacio-invarianciajat jelenti. A
kvazi-szabad fogalom felléptének okaval és fizikai jelentésével a 3.2 fejezetben foglalkozunk
részletesebben.) Az ilyen Hamilton-operator legaltalanosabb alakja:

H = <]?“(?> }!12(1?)) . (3.4)
Hy (p) Ha (D)
A H,, matrixelemek Hg-on (pl.  £2-n) hat6 operatorok. A hermiticitas kovetelménye
miatt ki kell elégiteniiik a kovetkezd relaciokat:
Hy = Hi Hy = HY, | Hy = Hif . (3.5)

Kézismert, hogy a 2 x 2-es hermitikus matrixok kérében a o* Pauli-matrixok (nulladik
Pauli-matrixnak az egységmatrixot tekintve) béazist alkotnak. Minden 2 X 2-es hermitikus
matrix, koztiik a (3.4) Hamilton-operator is kifejthets e matrixok szerint. Vezessiik be rogton
az S = 1/2 spin szokasos operatorait:

h

S = 59 ahol o = (0!, o%, o%) .
Ezzel
2 Hy Hy Hyy + Hay Hyy + Hy 1 Hy — Hyy 2 Hyy — Hy 3
H - 2 i = ]I S S —S =
(H21 H22> > T L L
= () I+ B =) I+ Qp)S., (3.6)

ahol az ¢ (p) mennyiséget és az Q(f)) vektor komponenseit az utolsé egyenléség definialja.
Az eredmény megegyezik a kordbban megkapott (3.3) formula S = 1/2 esetre specializalt
alakjaval.

Megmutattuk tehat, hogy a legaltalanosabb (3.4) alaka 2 x 2-es Hamilton-operator fel-
irhato a (3.3) alakban. A tovabbiakban ezért a (3.3) alaku Hamilton-operatorok esetén
vizsgaljuk a Zitterbewegung fellépését. Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy S > 1/2,
azaz 2 X 2-esnél nagyobb matrixok esetén a spinoperatorok mar nem alkotnak bazist a
hermitikus matrixok terében, ezért nem minden hermitikus Hamilton-operator irhato (3.3)
alakba. A még altalanosabb Hamilton-operatorokat a dolgozat 4. részében vizsgéaljuk. Az
irodalomban el6fordulé legtobb eset mindazonaltal belefér a most targyalt kategoriaba (lasd
a 3.2 fejezetet).

E rendszerek Hamilton-operatora formailag hasonlit a jelen szakasz elején bemutatott
egyszerd példahoz, az allandé magneses térben mozgo, S spint részecskéhez. A szertedgazod
fizikai példak soran azonban latni fogjuk, hogy a tobbkomponensi hullamfiiggvénnyel leirt
tobb szabadsagi fok fizikailag altalaban nem spint jelent, az €2 vektorral leirt mennyiség
sem magneses tér, hanem az {2 vektor p-fiiggése miatt — altalaban kozvetetten — maga az
impulzus, igy az Q(f)) S kifejezés egy altalanositott spin-palya csatolast jelent. A fentiek
miatt a (3.3) Hamilton-operatorokkal leirt rendszerekre mint kvdzi-mdgneses térben mozgo

29



3. rész  ZB kvazi-magneses kvazispin-rendszerekben

kvdzi-spinre hivatkozunk. Hamarosan megmutatjuk, hogy a Zitterbewegung jelensége mind-
ezen rendszerekben fellép, és egységesen targyalhato.

3.2. Szilardtestfizikai és nanofizikai modellrendszerek

E fejezetben megvizsgaljuk, miért, milyen feltevések és/vagy kozelitések kivekeztében lépnek
fel nagy szamban a szilardtestfizikiban és nanofizikiban a (3.3) alaka Hamilton-operatorral
leirhatd modell-rendszerek. Az 5. részben részletesen megvizsgalunk jonéhany kvantummo-
dellt, és ott az 5.5 fejezetben tablazatos forméban is bemutatjuk az irodalomban szerep-
16 legfontosabb, a , kvazi-mégneses térben mozgd kvazispin” kategoriaba beills fizikai rend-
szereket.

3.2.1. Szabad és kvazi-szabad Hamilton-operatorok a szilardtestfi-
zikdban és a nanofizikdban

A dolgozat 2. részében a Schrodinger altal eredetileg felfedezett Zitterbewegung jelenségét
vizsgaltuk. Itt definici6 szerint szabad, kiils6 eréhatas nélkiil mozgd fermionikus részecskérdl
volt sz6, amelyet a szabad Dirac-egyenlet irt le.

Szabad részecskén éltalaban kiils§ eréhatés nélkiil mozgd objektumot értiink. A pon-
tosabb definici6 szerint a szabad mozgéasok megvaldsitjak az aktudlis elmélet kinematikai
szimmetriacsoportjanak (a klasszikus fizikdban ez a Galilei-, a specialis relativitaselméletben
pedig a valodi Poincaré-csoport) egy abréazolasat. Méas szavakkal egy objektum Osszes sza-
bad mozgéasallapota az allapottéren hatd szimmetriacsoport egyetlen orbitjat alkotja. Ismét
méasképp fogalmazva: egy (inerciélis) megfigyels altal adott szabadon mozgé allapotban 14~
tott objektumot egy hozzé képest megfelel6en mozgod masik (szintén inercialis) megfigyels
akdrmelyik masik szabad allapotban talalhatja.

Mind a klasszikus, mind a speciélis relativisztikus szabad mozgas esetén az el6bbi de-
finiciobol egyértelmiien levezethets a szabad részecske hatasintegraljanak, illetve Lagrange-
fliggvényének lehetséges alakja. Ennek alapjan meghatarozhaté a Hamilton-fiiggvény (pl. a
(2.1) relativisztikus energiaképlet), illetve (tovabbi csoportelméleti és dbrazolaselméleti lé-
pések utan) a kvantummechanikai targyalas alapjaul szolgaléo Hamilton-operator, pl. a feles
spind részecskék (2.2) Dirac-féle Hamilton-operatora.

A szabad mozgas fenti definiciéi kozvetleniil nem vihetSk at a szilard testekben mozgd
elektronokra. Itt nem érvényes az egyméshoz képest allando sebességgel mozgd inercié-
lis rendszerek ekvivalencidja, hiszen létezik egy kitiintetett koordinatarendszer, amelyben a
vizsgalt szilard test nyugalomban van. Az atomok kristalyracsbeli elrendez&dése miatt a
rendszer forgasinvariancidja sem all fenn, a vikuumbeli szabad mozgés transzlaciés invari-
anciacsoportja pedig részcsoportjara, a racsvektorokkal valo eltolasok diszkrét csoportjara
csonkul (ez a szimmetria is csak akkor &ll fenn, ha a racs méretét végtelennek tekintjiik,
és ezzel elhanyagoljuk a feliileti és végesmeéret-effektusokat). Azt sem mondhatjuk, hogy a
kristalyracsban mozgé6 elektron a sz6 eredeti, kdznapi értelemben szabad részecske lenne,
amelyre nem hat er6 — a racsban az elektronok az atommagok és egymas igen bonyolult,
atomnyi tavolsdgon is erdsen valtozo elektromos terében, és a tobbi részecske mozgésa, va-
lamint spinmomentuma altal keltett mégneses térben mozognak.

A szilardtestfizika szokasos apparatusa a savszerkezet felfedezésével ennek a kérdésnek
igen elegans megoldasat nyujtja. Az idealis (végtelen, racshibaktol és szennyezésektsl men-
tes, a racsmozgasok fonon-szabadsagi fokainak elhanyagolasa utéan szigorian periodikusnak
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tekinthetd) racs az elektronok szaméara egy bonyolult, &m szigortan periodikus potencialte-
ret szolgaltat. Az elektronok egymassal valoé kolcsonhatasat elhanyagolva az egyrészecske-
kvantummechanika modszerei alkalmazhatok: egyetlen elektron hullamfiiggvényét kell meg-
keresni a periodikus potencialtérben. A ]:Io(p, U(x)) egyelektron-Hamilton-operator tehat a
kinetikus energian feliil a szigorian periodikus U(x) réacspotencialt tartalmazza. A sédvelmé-
let a H, Hamilton-operator periodicitasat, azaz diszkrét eltolasi invarianciajat kihasznalva
Bloch-hullam megoldéasokat keres (és taldl) a szilardtestben mozgo elektron Schrodinger-
egyenletének megoldasaul, amelyeket egy impulzus-jellegti mennyiséggel, a (folytonos vekto-
ridlis értékeket felvevd) p’ kvaziimpulzussal jellemez. Emellett megjelenik egy diszkrét n
index, amely a lehetséges savokat, azaz a Hamilton-operator azonos kvéaziimpulzus-vektorhoz
tartozo kiilonbozé sajatfiiggvényeit indexeli. A savindex altalaban végtelen sok kiilonbozd
értékeket vehet fel, a gyakorlati szamolasokhoz azonban csak véges sok értékére van sziikség.

Ennek magyarazatdhoz tul kell lépni az eddig alkalmazott egyrészecske-kvantum-
mechanikan, és a sokrészecske-fizika apparatusat kell bevetni. Ennek egyik legfontosabb
eredménye a Pauli-elv, mely szerint egy éallapotban egyszerre csak egy fermion tartézkod-
hat. A Pauli-elvre alapozva (és egy pillanatra ismét figyelembe véve a rendszer, azaz a
vizsgalt kristaly — atomokhoz képest hatalmas, de mégis csak — véges méretét, ezzel a je-
lenléve elektronok véges szaméat) kiépithets a savszerkezet szokéasos elmélete, amely szerint
tiresek, ezért az elektronok dinamikai folyamatai csak a Fermi-energia koriili néhany (extrém
esetben csak két) energiasdvra korldtozédnak. Igy a sdvindex a dinamikai szdmitasokban
csak véges sok (altalaban igen kevés) értéket vehet fel.

A (p’ helyett mostantol egyszertien p-vel jelolt) kvaziimpulzus mint az energia-
sajatallapotok egyik indexe természetesen mozgasalland6. A p vektor értékei csak egy
Brillouin-zénan beliil jelolnek ki 1uj allapotokat, a tovabbi zonédk fizikailag ugyanazokat az
allapotokat ismétlik. Ezért a kvaziimpulzus fogalmilag élesen kiilonbozik a szabad részecske
szokéasos impulzusatol. A kvaziimpulzus-térben lokalisnak tekinthetd (azaz a Brillouin-zona
méretéhez képest elhanyagolhato kiilonbségt kvaziimpulzus-vektorokat tartalmazo) folya-
matok esetében azonban lényegében a szokisos impulzusvektorhoz hasonléan kezelhetd.
Emellett p a kozonséges impulzushoz hasonléan felcserélheté a Hamilton-operatorral, azaz
az allapottér a kvaziimpulzus-téren értelmezett tobbkomponensii fliggvények terének tekint-
hets, a Hamilton-operator sajatvektorai pedig a kvaziimpulzus-tér egyes pontjaira koncent-
raltak. Ennyiben a szildrdtestekben mozgo elektronok kvantumelméleti leirasa rokon a tobb-
komponensii hullamfiiggvénnyel leirt (pl. nem nulla spinti) szabad részecskék elméletével. A
szabad részecskék energiajanak nemrelativisztikus p?/2m , illetve relativisztikus (2.1) kép-
letét viszont a szilardtestekben az egyes savok allapotainak kvaziimpulzusa és energidja kozti
nemtrivialis, a Bloch-egyenletek megoldasaval meghatarozhato e,(p) diszperzios relaciok
valtjak fel. Ezek az energiaképletek viszont tgy tekintheték, mintha egy formalis, csak a
kvaziimpulzustol fiiggd, ezért azzal kommutalé H'(p) Hamilton-operétor sajatértékeit adndk
meg. E fiktiv Hamilton-operator nem fiigg az X helyoperatortol, a koordinatatérben eltolas-
invarians, sajatfiiggvényei pedig a bonyolult helyfiiggésti Bloch-fiiggvények helyett egyszert
p impulzusu sikhullamok. Az eredeti, periodikus potencialt, viszont egyszerii kinetikus ener-
giatagot tartalmazo helyoperator spektruma megegyezik a helyfiiggetlen, viszont savonként
mas és mas &, (p) diszperzios relacioval jellemezhetd fiktiv H (p) Hamilton-operatoréval. A
fiktiv H’ Hamilton-operator p-ben diagonélis, az egyes p -alterekbeli sajatértékeit éppen az
en(p) diszperzios relaciok adjak meg. Az eredetileg szabadnak semmiképp sem nevezhetd
elektronok energiaviszonyait jol szimulalo, a koordinatatérben eltolasinvarians fiktiv H (p)
Hamilton-operatort kvdzi-szabadnak nevezziik.
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A szilardtestfizika egyik alapfeladatat, az elektronok mozgasanak leirasat (a fentebb rész-
letezett kozelitésekkel és elhanyagolasokkal) az ismertetett eljaras — elvileg — kielégiten meg-
oldja. A gyakorlatban el6fordulé esetekben azonban a Bloch-fliggvények meghatarozasa, és
igy az €,(p) energiaspektumok kiszamitésa igen nehéz szamitasi feladattal jarhat. Raada-
sul nincs is szlikség a probléma teljes megoldaséra, hiszen a teljesen betoltott, valamint az
igen magasan fekvs, ezért a szokisos gerjesztési energidakkal elérhetetlen energiaszintek a
hétkoznapi folyamatokban nem jatszanak szerepet. Célszerti tehat a rendszer — elvileg — eg-
zakt effektiv H’ (p) Hamilton-operatorat egy ujabb, kozelité Hamilton-operatorral potolni,
amely a Fermi-energia kornyékén jol kozeliti a diszperzios relacioé energiafeliiletét, de nem
tartalmaz felesleges, nehezen kezelhets informaciokat. A szilardtestfizika jol kidolgoztt mod-
szerekkel rendelkezik az ilyen ,még effektivebb” H” (p) Hamilton-operatorok konstrukciojara.
A H” (p) operator természetesen tovabbra is a kvaziimpulzus fiiggvénye, és nem tartalmazza
a helyoperatort. Matrixként viszont mar altalaban nem diagonélis: tgy épitik fel, hogy egy
adott p impulzus-érték esetén (két vagy tobb) sajatértéke megegyezzen a diszperzios relacio
altal adott (két vagy tobb) e,(p) energia-sajatértékekkel.

A fenti logikai 1épéseken, kozelitéseken, elhanyagolasokon és feltételezéseken végighaladva
kapjuk a szilardtestfizikiban és a nanofizikiban hasznalt modell-Hamilton-operatorok egy
jellegzetes osztéalyat: véges (a legtobb esetben csak 2 x 2-es) maétrixszal leirhato, &m a p
kvaziimpulzustol fliged Hamilton-matrixot. Ha a matrix 2 x 2-es, maris a 3.1 fejezetben
szerepld (3.4) operator all el6ttiink, amelyet kis atalakitassal a (3.3) alakra tudtunk hozni.

Nagyobb matrixok esetén a spinoperatorok nem alkotnak bazist a hermitikus matrixok
linearis terében, ezért az el6bbi gondolatmenet nem feltétlentil vezet el a (3.3) alakt opera-
torokhoz. Az &ltalanosabb esetben felléps (4.2) operatorok és a ZB kapcsolatat a dolgozat
4. részében targyaljuk. Mindazonaltal a 2 x 2-esnél nagyobb matrixszal leirhatdé modell-
Hamilton-operatorok korében is gyakori a (3.3) alakra hozhato eset.

A fenti gondolatmenet nem az egyetlen, amely a (3.3) alakt Hamilton-operéatorokat ered-
ményezi. A savindexen kiviil felléphet masfajta, véges értékkészlettel leirhatod szabadséagi fok
is, példaul:

e figyelembe vehetjiik a részecske spinjét, mint extra szabadsagi fokot (ez altalaban az
elektron 1/2 spinjével egyezik meg, de egyes esetekben, pl. az 5.6 fejezetben tér-
gyalandé Luttinger-modellben 3/2 spint kvazirészecskék jelennek meg), a Hamilton-
operator Gj matrixelemei ebben az esetben a spin—péalya-kolcsonhatést képviselik;

e cgy bonyolult elemi cellaji racs nem ekvivalens helyzet atomjai extra szabadséagi fokot
jelentenek, a két alracs kozti csatolas jelenik meg 1j tagként a Hamilton-operatorban
(lasd az 5.2 fejezetben targyalando, hatszoges racsu grafén esetét);

e a két parhuzamos atomracsbol allo kétrétegt grafén esetében (lasd az 5.8 fejezetben)
az 1j tagok a két parhuzamos racs kozti kélesonhatast irjak le.

A fenti esetek kiilon-kiilon és egyiitt is el6fordulhatnak. Az utobbi esetben mindegyik
opci6 figyelembe vétele megsokszorozza (altalaban duplazza) a szabadséagi fokokat, azaz az
adott kvaziimpulzus-értékhez tartozo altér dimenzidjat, az azonos p értékhez tartozo energia-
sajatértékek szaméat. Ugyanannak a rendszernek az egyik modellje figyelembe vehet, egy
mésik modellje pedig elhanyagolhat bizonyos kolcsonhatasokat, igy ugyanazt a rendszert
kiilénb6z6 méretd matrixokkal is megprobalhatjuk leirni. Pl. a kétrétegii grafén leirdsara
2 X 2-es és 4 x 4-es méatrixi modellek is forgalomban vannak, raadasul ezek egyike sem vesz
tudomast a spin szabadsagi fokrol, tehat elvileg még nagyobb dimenzi6ja modellek felbuk-
kanasa is varhatd. Azonos rendszer kiilonb6z6 modelljeinek kozvetlen 6sszehasonlitasa nem
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mindig lehetséges, ilyenkor érdemes a modellek alapjan levezethetd integréalis mennyiségeket
(pl. a rendszer vezetSképességét vagy egyéb transzport-jellemzdit) Gsszevetni egymaéssal és
a mérési adatokkal.

Megéallapithatjuk tehat, hogy a szilardtestfizikaban gyakran, olykor automatikusan, a
részletek pontos végigondolasa és kifejtése nélkiil alkalmazott megfontolasok és kozelitések
igen sokszor vezetnek el olyan egyszerd modellekhez, amelyek Hamilton-operatora a 3.1
fejezetben szerepld (3.3), illetve a kés6bb targyalando altalanosabb (4.2) alakra hozhato.

A szilardtestfizikai irodalomban szerepld szamos modell Hamilton-operatora hozhato te-
hat a (3.3) alakra. Erdemes tehat az ilyen rendszerek tulajdonsagait altalanos forméaban,
a (3.3) Hamilton-operatorbol kiindulva tanulmanyozni. A kovetkezd fejezetekben latni fog-
juk, hogy e rendszerek mindegyikében fellép a Zitterbewegung jelensége, amely e modszerrel
altalanos formaban targyalhato.

3.3. Mozgasegyenletek

Induljunk ki a (3.3) képletben szerepld
H=¢P) I+ Qp)S (3.7)

Hamilton-operatorbol, és vezessiik le a Heisenberg-képbeli mozgasegyenleteket!

A mozgésegyenleteket a vizsgalt mennyiség operétora és a Hamilton-operator kommuta-
tora szolgéltatja, ezért sziikséglink van a szereplé mennyiségek kommutatoraira. Az alapvets
dinamikai mennyiségek kommutétorai a szokasosak:

. h . L
[pk,xz]=?5kz]1, Dk, o] = O, 2y, 2] = O. (3.8)

Az £2-n hato6 operatorok és a C?-n haté matrixok kommutalnak:
b, Si1] = O, @, S1] = 0. (3.9)

A spinmétrixok kommutatorai a szokasos SU(2) algebrat kovetik:
[k, Si] = i Fiexim Som - (3.10)

E relaciok felhasznalasaval szamithatjuk ki a fizikai mennyiségek idéderivaltjait. Elsé
lépésként ismét megallapithatjuk, hogy az impulzus p operatora kommutél a Hamiltonnal,
ezért mozgasallando (a tovabbiakban O helyett egyszertien 0-t frunk):

A oH
o e = ﬁ[H,pk] = o 0. (3.11)

A kovetkezs kiszamitanddé mennyiségek az x helyoperator-vektor derivéaltjanak, a v
sebességoperator-vektornak komponensei:

; d & )
k= 4k .
e h (3.12)
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Hasznaljuk ki a tetszéleges A operatorra érvényes

S h 0A
[ADB), &] = — —— (3.13)
v OPk
Osszefliggést: )
- 0£(p) Iu(p) 4
= I S . 3.14
o Opr, " Opr, : ( )
Vezessiik be az atlagsebesség komponens-operatorait:
o _ 0£(p)
Vi = , 3.15
b= o (3.15)
¢s az Q(p) kvazimagneses tér derivalt-matrixat:
o o O(D)
K = . 3.16
K (D) O ( )
Ezekkel a jelolésekkel a sebesség operatora:
v=VPI+K®p)S. (3.17)

ahol a masodik tagban a K matrix és az S vektor matrixszorzata all.

A kovetkezd kiszamitandd mennyiség az S spinoperator komponenseinek derivaltja:

d i i "
%Sk:ﬁ[HaSk]:ﬁ[g(p)ﬂ+9l(p)slask]:
= 2 u(B) [S1, 5] = 5 (D) (i At S ) = (3.18)

~

= —GkaQsz = (Q X S)k>

azaz vektoros alakban: S
= (2 x S). (3.19)

Ez az egyenlet a spin-precesszio szokasos egyenlete. Utolag latszik, miért volt érdemes 2-val
jelolni a megfelels allandokkal beszorzott B (kvéazi-)magneses teret, illetve a (3.3) operator-
ban felbukkand vele analég mennyiséget: Q a (kvézi-)Larmor-precesszio szogsebességének
megfelel operator.

3.4. Kvazispin-precesszid

A kvazispin-precesszié (3.19) differencialegyenlete megoldasanak kiindulasaként vegyiik fi-
gyelembe, hogy a p impulzus, és igy a téle fliggd Q(f)) szogsebesség-operator is mozgasal-
lando. Egy rogzitett p impulzus-sajatértékhez tartozo altérben tehéat -t dllando vektorként
kezelhetjiik. Bontsuk fel £2-t abszolut értéke és egy n egységvektor szorzatara:

Q(p) = Q(p) n(p), =1, n| =1. (3.20)

34



3.5 A helyoperator meghatarozasa

Ezzel a jeloléssel a kvazispin-precesszio (3.19) egyenlete a kévetkezs alaku lesz:

dS(t)
dt

=Q(nx8S). (3.21)

A (3.21) operator-differencidlegyenlet-rendszerhez jarulo kezdeti feltétel szerint az S ope-
rator kezdéértéke a Schrodinger-képbeli SO spinoperator:

S(0) = S°. (3.22)

A fenti egyenletrendszer részletes megoldasat a B. fliggelékben mutatjuk be. A kezdd-

feltételhez illesztett megoldas, azaz a (kvazi-)spin-operator Heisenberg-képbeli S () alakja a
kovetkezd:

S(t) = n(nS?% + sin Q¢ <n X SO> + cos Qt <SO - n(nSO)>. (3.23)

A késsbbiekben fontos lesz, ezért mar most megjegyezziik, hogy az S (t) vektor (3.23)
kifejezésének elss, allando tagja parhuzamos az n egységvektorral, a masik két, id6tél fliggs
tagja pedig meréleges ra.

3.5. A helyoperator meghatarozasa
Most mar ismerjiik az S (¢) kvéazispin-operétor (3.23) idéfiiggését. Az x (t) helyoperéator meg-
hatérozasa céljabol ezt az alakot helyettesitsiik be a v (t) sebességoperator (3.17) képletébe

dx(t)
dt

=v(t) =VI+ KS(t), (3.24)
majd integraljunk az id6 szerint:

x(t)=%x(0) + Vt + K /t S(t') dt' =

— %(0) + Vt + (Kn)(nS% ¢ + S”‘Qm K(sO - n(nSO))—i— (3.25)
1 — cos Ot 0
— K(n xS ) .

A megjelens x(0) integracios allandé megegyezik a Schrodinger-képbeli helyoperatorral,
hiszen a kifejezés tobbi tagja a t = 0 pillanatban a 0 (azaz a zérus-operator) értéket veszi
fel.

Alakitsuk at a fenti kifejezés harmadik tagjat:

00, 100 /2)  1002/2  0Q
opr. @ Q  Op Q  Opk opr
Ezt behelyettesitve megkapjuk a (3.3) Hamilton-operatorral leirt rendszer X (t) hely-

(Kl’l)k = Kklnl =

(3.26)
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operatorat:

(3.27)

sin ¢ 1 — cos Qt

Q

K(So—n(nSO))—l— K(nxSO).

3.6. A megoldas értelmezése

A kapott megoldas értelmezése céljabol valasszuk kiilon a (3.27) formula utolsé tagjaban
szerepl6 konstans vektort:

(1) = %(0) —|—éK(n x SO>+ <V+ Z—Q(ns°)>t +

p
sin Q¢ 0 0 cos (2t 0 (3.28)
75 K(s —n(nS)>— . K<n><s )]
A fenti végeredmény a kovetkezd alakban tagonként értelmezhetd:
x(t) =x(0) +Y + Wt + C(1), (3.29)

ahol
e x(0) a helyoperator kezdeti értéke (megegyezik a Schrodinger-képbeli helyoperatorral);
e cgy allando eltolodés, shift:

Yz%K(nx S°> (3.30)

e az allando driftsebesség operatora:

W:V—l—%—g(nso):V—i—Wa (3.31)
amely a diszperzios relaciobol adodo (3.15) atlagsebesség mellett egy W, anomalis
sebességet” is tartalmaz (az ,anomalis sebesség” kifejezést a szakirodalom mas fizi-
kai fogalomra is alkalmazza (lasd pl. [69] és [70]) — jelen dolgozatban, [B] cikkiink
szOhasznalatéaval egyezGen ez a kifejezés mindig a driftsebességben megjelend, a disz-
perzios relaciobol szarmazo atlagsebességen feliili tagokat fogja jeldlni, részletesebben
lasd a 3.7 szakaszt);

e a tulajdonképpeni Zitterbewegung:

sin Q¢
Q

c(t) = .

Q
K(So—n(nSO)> _ o tK(nxS“)] (3.32)
Q) szogsebességgel oszcillalo tagokat tartalmaz.
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3.7 Az anomalis sebesség eredete

Az anomaélis sebesség” kivételével mindezek a tagok szerepeltek a Schrodinger-féle Zitter-
bewegung (2.23) formuléjaban is. A két kifejezés kapcsolatéra és eltérésére még visszatériink.
Az anomalis sebesség eredetérdl szol a 3.7 fejezet.

Koénnyen lathato, hogy Y = — C(0), azaz az allando eltolodas éppen a rezgd tagok
kezd&értékét allitja be.

Eredményiink szerint a (3.3) alaku Hamilton-operatorral leirhaté kvantumrendszerek
mindegyikében fellép a Zitterbewegung, az eredeti Schrodinger-féléhez igen hasonld tagok-
kal, de a frekvencia és a rezgés amplituddja rendszerfiiged, nem fejezhets ki a 2.5 fejezethez
hasonléan univerzalis fizikai allandokkal. Igy semmi alapunk sincs arra az évtizedeken &t
szokasos kijelentésre, hogy a Zitterbewegung mérhetetleniil kis amplitudoja és mérhetetle-
nil nagy frekvencidju, csak elméletileg érdekes mozgasforma, amely mas interpretacidban
az egyrészecske-kvantummechanika hatarait jeloli ki. EllenkezSleg, a szilardtestek és nano-
rendszerek tanulmanyozasa és modellezése soran felmeriilt sokféle, a 3.2 fejezetben ismer-
tetett kvantum-modell (redlis rendszerekhez illesztett) paramétereibdl szamitott frekvencia-
és amplitudo-értékek jelentds része a ma vagy a kozeljovében mérhetd tartoményba esik.
Az itt bemutatott altalanos Zitterbewegung tehat realis kvantummechanikai effektusnak te-
kinthetd, és érdemes megvizsgalni, hogy jelenléte milyen kévetkezményekkel jar pl. a szilard
testek transzportjelenségei teriiletén. (E téméaval foglalkozik legujabb, a dolgozat Osszealli-
tasa utan elkésziilt cikkiink [C].)

Fejezetiink {6 eredménye a (3.28) képlet, melyet az [A] cikkben publikaltunk. Formuléankat
alkalmaztuk az 5.1 tablazatban szereplé rendszerek mindegyikére, és megkaptuk a helyoperé-
tor konkrét alakjat. Ezeket az eredményeket az 5. részben ismertetjiik részletesebben. Ahol
volt irodalmi el6zmény, eredményiinket Gsszehasonlitottuk vele, és néhany algebrai atalaki-
tas utan altaldban tokéletes egyezést tapasztaltunk. Egyetlen esetben volt kisebb eltérés,
ez a szerzOkkel levélben tortént egyeztetés soran az eredeti cikkbe bekeriilt sajtohibanak
bizonyult [30].

3.7. Az anomAlis sebesség eredete

Az eredeti Schrodinger-féle ZB és a jelen részben targyalt kvéazispin-rendszerekben fellépd
Zitterbewegung kozti egyediili formai kiilonbség a driftsebesség (3.31) képletében megjelend
masodik tag, az anomdlis sebesség. Jarjunk utéana, mi ennek a kiilonbségnek az oka!

Térjiink vissza a kvazispin-precesszio (3.21) egyenletéhez! Az n egységvektorral elvégzett
vektorialis szorzas, mint linearis operacio az A. fiiggelék (A.49) képlete szerint egy gyengén
involutérikus matrixszal valo szorzassal is leirhato.

nxw=iMw, (3.33)

ahol M -re teljesiil: M3 = M .
E jeloléssel a (3.21) egyenlet igy irhato:

dS(1)
dt
E matrix-differencidlegyenletnek a (3.22) kezdeti feltételt is kielégité megoldasa:

—Q(nx8S)=iQMS(t. (3.34)

S(t) = *MI80 = R(Qt) SY (3.35)

ahol R(y) az n egységvektor mint tengely koriili ¢ szogi elforgatéas operatora.
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Az A. fiiggelék (A.54) Osszefiiggése szerint az igy felirt eredmény valoban megegyezik a
kvazispin-precesszio egyenletének megoldasaul kapott (3.23) kifejezéssel.

Folytassuk most a helyoperator meghatarozasdnak 3.5 fejezetben leirt eljarésat, de ne
a (3.23), hanem a (3.35) megoldés alapjan. A megoldast helyettesitsiik be a v () sebesség-
operator (3.17) képletébe:

dx(t)
dt

= v(t) = VI + KS(t) = VI + K M50

Ez a kifejezés erGsen emlékeztet a Schrodinger-féle ZB sebességoperatoranak (2.20) alakjara.

Integraljunk az id6 szerint:
t ; ’
X(t) =%(0) + Vt + K/ MU GO gy (3.36)
0

Sziikségiink van tehat a (3.35) megoldasban szerepls exponencialis matrixfiiggvény id6 sze-
rinti integraljara. A (2.22) kifejezés mintajara ezt kényelmes lenne a kovetkezd alakba irni:

x(t) = %(0) + Vit + K(*M — 1) (iQM)'S°. (% % %)

Csakhogy — szemben a Schrédinger-féle ZB (3.35) képletében szerepls Q) operatorral — a (3.33)
egyenlGséggel bevezetett M matrixnak nem létezik az inverze, 1évén valodi gyengén involu-
torikus operator! Ez a koriilmény okozza a két eset kozti lényeges kiilonbséget.

A (***) kifejezés tehat matematikailag értelmetlen. Ertelmessé tehetjiik, ha az M mat-
rix mint operator értelmezési tartomanyat két altérre bontjuk: az egyik az M matrix +1
és —1 sajatértékéhez tartozo alterek Vo direkt Gsszege, a masik ennek komplementere, a
0 sajatértékhez tartozo sajataltér, azaz az M magtere. Az el6bbi, regularis altérre meg-
szoritva az M operatort mar létezik M inverze (éppen megegyezik M -mel), azaz a (***)
kifejezés helyes lesz, a magtéren viszont hataratmenethez kell folyamodnunk. Az (***) for-
mula utols6 tagjanak formalis M — 0 hataratmenettel (az exponenciélis sorbafejtésével
vagy operéator-1'Hospital-szaballyal) vett hatarértéke éppen ¢. Igy jelenik meg a ,rezgd”
megoldéasok specialis eseteként az idével linearisan valtozé mennyiség.

A regularis V altérre vetits projektor — amely egyben ennek az altérnek egységoperatora
—az A. fiiggelek (A.29) képlete szerint éppen a P = M? operator. Az M operétor
exponencialis fiiggvényének hatasa alatt allo S° vektort tehat a P projektor segitségével
kell felbontanunk a Vg altérbe es6 és arra merdleges komponensre:

S =718°=PS°+ (I-P)S° =80 +8? | (3.37)

ahol az r index a regularis, az m index az M magterébe es6 komponensre utal.

A regularis V, altéren a helyoperator (3.36) képletében szerepld integral olyan alaku
lesz, mint a szimbolikus (***) képletben. Ezen az altéren létezik az M operator inverze, de
nem jelenik meg explicit médon, hiszen sszevonhaté a mogotte allo P = M? operatorral,
szorzatuk pedig M~'P = M P = M lesz:

t t
K/ S,(t) dt' = K/ MY SO gy — K (e M — 1) (iQM) P P S =
0 0 (3.38)
= K (e M 1) (4Q)™' M S°.
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3.8 ZB-mentes allapotok

Helyettesitsiik be a fenti képletbe az M operator exponencialis fiiggvényének (A.54)
alakjat, majd hasznaljuk fel az M ¢és P matrixok szorzasanak (A.21) és (A.27) szabalyait:

K /t S, () dt’ = ZLQK [(cos(m) ~1)P +isin(Qt)M] MS° =
0 (3.39)

= éK [(cos(Qt) —1)¥ + sin(Qt)P] SO,

Ha most ide behelyettesitjiik az M és P matrixok (A.49) és (A.52) konkrét alakjat,
lathatjuk, hogy eredményiink megegyezik a (3.32) képletben szerepls Zitterbewegunggal: ez
tehat a sebességoperator idGintegraljanak az M operédtor regularis V, alterébdl szarmazo
része.

AV, altér ortokomplementer terére, azaz az M operator magjara vetité projektor
az (A.52) képlet szerint

I—P =non, (3.40)

ezért a fenti idGintegral a magtéren a kovetkezSképp alakul:

t
K/ S,(t)dt =K [ ¢9M¥ 80 d¢ = K lim [(e*mﬂ“ . 1)(2’9]\/[)*1] S% —
0

= Kt(I—P)S(0) = Kt(non)S” =¢t(Kn) (nS°) .
(3.41)

Ez az eredmény azonos a (3.25) kifejezés harmadik tagjaval (amelyet késébb a (3.26)
egyszeriibb alakra hoztunk), ebben a t id§ egyiitthatoja éppen a W, anomdlis sebesség.
Latjuk, hogy az anomalis sebesség, illetve a neki megfelel§ alland6 sebességii mozgéas a
sebességoperatornak az M gyengén involutérikus operdtor magterére vett integralasabol
szarmazik.

Ez a levezetésiink természetesen a jelolés modositasatol eltekintve azonos a 3.5 fejezetben
bemutatottal. Ott kozvetleniil 1atszott, hogy a (3.17) sebességoperatornak van egy allando,
idsfiuggetlen tagja, amely az S(t) kvéazispin-operator (3.23) alakjanak elsd, allandé tagjabol
szarmazik. A mostani levezetés viszont ramutatott arra, mi rejlik ennek a ténynek mate-
matikai hatterében: az M | idéfejlesztd” operator nemtrivialis, valodi gyengén involutorikus
volta, nulla sajatértékéhez tartoz6 magterének létezése.

3.8. ZB-mentes allapotok

A (3.28) képlet csak a helyoperator idsfiiggését adja meg. A (3.3) Hamilton-operatorral leirt
(kvazi-)részecske helyének varhato értéke a szokasos ,szendvics” forméjaban kaphato meg:

X(t) = (Yol X(t) [¢o) - (3.42)

Itt is megvizsgalhatjuk a ZB-mentes allapotok kérdését. Ehhez hatarozzuk meg a (3.3)
Hamilton-operator sajatfiiggvényeit! Az operator kommutal az impulzus operatoraval, sa-
jatvektorai tehat az impulzus-sajatalterekben keresenddk. Itt az impulzus operatora felveszi
sajatérteket, a tole fiiggs Q(P) operator is allando vektornak tekinthets, majd a (3.20)
képletnek megfelelGen felbonthatd abszolut értéke és egy egységvektor szorzatara. Ezzel az
impulzus-altérre korlatozott a (3.3) Hamilton-operator (immaéar csak matrix, kalap nélkiil) a
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kovetkezé alakba irhato:
H =¢(p)+ Q(p) (nS) . (3.43)

Ennek sajatvektorai egybeesnek az n'S operator sajatvektoraival. Ez az operator pedig
az S spinoperator adott tengelyre vett vetiilete, sajatértékprobléméja megegyezik az S,
operator elemekbdl ismert feladataval, csak a kvantalas tengelye a szokésos z-tengely helyett
az n vektor iranyaval esik egybe. Jeloljiik a megfelels sajatvektorokat |m)-mel: az m (feles
vagy egész) sajatérték —S és +S5 kozott egész lépésenként valtozhat. Az |m) vektorok
egyben a (3.3) Hamilton-operator sajatvektorai is,

E,.(p) = e(p) +m h Q(p) (3.44)

sajatértékkel. A rendszer |1¢g) kezdGallapota ezen |m) vektorok linearis kombinéciojaként al-
lithato els, a (3.42) varhato értékek tehat a spinoperatorok ismert matrixelemeivel fejezhetk
ki.

Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor a kezdeti allapotvektor megegyezik az egyik |m)
sajatvektorrall Az elemi spinalgebrabol ismert, hogy az n x S? és az (n x S°) x n operéto-
rok (melyek a szokésos S, , illetve S, operatorok megfelel6i) diagonalis métrixelemei mind
nulldk. Kimondhatjuk tehét, hogy az altalanos esetben, a (3.3) Hamilton-operatorral leirt
rendszerekre is fennéll a Schrodinger-féle Zitterbewegung esetében megismert tétel megfele-
16je: a (3.28) megoldas oszcillalo részének varhato értéke tiszta energia-sajatallapotok esetén
elttinik, ilyen allapotokban a Zitterbewegung nem észlelhets. A 4. részben latni fogjuk, hogy
a tétel még altalanosabb Hamilton-operatorok esetén is fennéll.
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4. rész

ZB tobbkomponensi kvaziszabad
kvantumrendszerekben
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

4.1. Kvaziszabad rendszerek — a legaltalanosabb
Hamilton-operator

Vizsgéljuk meg a legaltalanosabb, tébbkomponenst hullamfiiggvénnyel és kvazi-szabad
Hamilton-operatorral leirhaté kvantumrendszert! A rendszer hullamfiiggvénye direktszor-
zat alaka Hilbert-tér eleme:

) € H = Hy ® CV, (4.1)
ahol H, a szokasos Hilbert-tér (pl. £2), CV pedig az N-dimenziés komplex euklideszi tér.

A Hamilton-operator feltevésiink szerint kvazi-szabad, azaz nem fiigg az x hely-
operatortol, csak a p impulzusoperatortol (a kvazi-szabadsag fogalmaba az id6tsl valo fligget-
lenséget is beleértettiik). Tobbkomponensii hullamfiiggvényre hatvan a Hamilton-operator
N x N-es méatrix alaki lesz:

]_zlll (IA)) -[:{12 (IA)) cee ]Elln (IA))
~ H21 (f’) H22 (f)) toe HQN (IA))

i = , (4.2)

Hyi(p) Hy2(p) ... Hyw (D)
ahol az egyes Hy (p) komponensek a H, téren hato operatorok, a hermiticitas kovetelménye
(H = H™) miatt a diagondlis komponensek énadjungéltak, a nemdiagonélis elemek pedig
egymas adjungaltjai: Hy, = H, Huy = H, hak #1.
Az egyes ﬁkg(f)) operatorokrol csak a py szerinti differencidlhatosagot tételezziik fel.
Levezetésiink a Hy (p) fiiggvények konkrét alakjatol fiiggetlen lesz.

Els6 1épésként ismét azt kell megallapitanunk, hogy a p operator kommutal a Hamilton-
operatorral, ezért (akdrcsak maga a Hamilton-operator) mozgasallando:

d i

A

- bi(t) = h[ﬁ,ﬁk] = 0. (4.3)

Ha a szamitasok soran egy-egy p-sajataltérre korlatozodunk, akkor a p operator sajatér-
tékével, az allandé p vektorral helyettesithet6.

Célunk az x(t) Heisenberg-képbeli helyoperator meghatéarozasa tetszéleges (4.2) alaki
Hamilton-operator esetére. Léatni fogjuk, hogy az X(t) operatorban minden ilyen esetben
fellépnek a Zitterbewegungot leird tagok.

4.2. Attérés Heisenberg-képre

A Heisenberg-képre valo attérést az U (t) unitér idofejleszt operéator generalja:

A~ A

x(t) =U(t)"' x(0)U(1) (4.4)
ahol a helyoperator x(0) kezdeti értéke megegyezik a Schrodinger-képbeli helyoperatorral:

. 0
x(0) = zh% ) (4.5)
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4.2 Attérés Heisenberg-képre

Az U (t) idsfejleszts operator a Hamilton-operator exponencialis fiiggvénye:

e L TR S . (4.6)

Esetiinkben a Hamilton-operdtor nem fiigg a helytél, ezért a idéfejleszté operator az idé
mellett csak az impulzus fiiggvénye:

A~

U=c O U =en A0 (4.7)

>t

Ezért a Heisenberg-képbeli helyoperator a kévetkezé alakba irhato:
%(t) = U(t, ) %(0) U(t, B) . (4.8)

Hasznaljuk ki a Schrodinger-képbeli (4.5) operator kozismert tulajdonsagat: a p impulzus
tetszoleges differencialhato f(p) fiiggvényére fennall:

x(0), f(P)] = ih —— (4.9)

Alakitsuk at a (4.8) képletet a kommutator bevezetésével, és hasznaljuk ki a (4.9) sza-
balyt:

5 N S TR ., 00U
ﬂﬂ:U*ﬂmU:U*[ﬂm¢q+U*Uﬂm:xmyth*55. (4.10)
Behelyettesitve a Schrodinger-képbeli helyoperator (4.5) alakjat:
X(t) — %(0) = en 1t in L it (4.11)

op

Eddig kizarolag azt hasznaltuk ki, hogy a Hamilton-operator csak az impulzustol fiigg, a
szamolas soran sehol sem szamitott, hany komponensi a hullamfiiggvény. Tegyiik fel most
egy rovid kitérg erejéig, hogy a hullamfiiggvény csak egykomponenst! Ekkor a p szerinti
derivélas (gradiensképzés) kozvetleniil elvégezhetd:

a i Ty ) aﬁ i 7y )~ i F
%e_ﬁHt: (—% a;p) t) et = —%V(f))t e nHt (4.12)
ahol bevezettiik a V sebességoperatort:
) — OH (D)
V(p) = . 4.13
(B =75 (113)

Ezt visszahelyettesitve a (4.11) egyenletbe kihasznalhatjuk, hogy Vés H egyarant csak p
fliggvénye, igy kommutalnak. Ezért az exponencialis kifejezések egyszerten kiejtik egymast.
A masodik tagbol igy csak V¢ marad.

Egykomponensi (kvazi-)szabad rendszer esetére tehat megkaptuk a szokasos eredményt:
a Heisenberg-képbeli helyoperator egyenes vonali, alland6 sebességii mozgést végez:

x(t) = %(0) + V(p)t . (4.14)
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

Tobbkomponenst hullamfliggvény esetén ez az egyszert széamitds nem érvényes, a
Hamilton-operator projektor-felbontasahoz kell folyamodnunk.

4.3. Projektor-felbontas

A (4.2) szerinti H (p) Hamilton-operator egy p-sajataltérre korlatozva egy NxN-es H hermi-
tikus matrix, amely paraméterként tartalmazza a p impulzust. Megoldva e matrix sajatérték-
problémajat, a matrix felirhato az F, sajatértékek és a sajatalterekre vetité Q¢ projektorok

segitségével:
= E.(p)Q“(p) . (4.15)

Mind az FE, energia-sajatértékek, mind a QQ® projektorok fliggenek a p impulzusoktol, igy a
(4.15) projektor-felbontés impulzus-alterenként eltérd.

Egy-egy altéren beliill a Q* projektor-matrixok kielégitik a szokésos ortogonalitasi és
teljességi Osszefiiggéseket:

N
Q" Q" = 0 Q" > =1y, (4.16)

ahol Iy az N x N-es egységmatrix.
A matrixfiiggvények alaptétele [67]| szerint hermitikus matrix tetszéleges (az Osszes E,
sajatérték helyén értelmezett) analitikus fiiggvénye megkaphato a (4.15) projektor-felbontas

alapjan:
N
=3 f(E) Q" (4.17)

azaz a matrixfiiggvény kiszamitasahoz a (4.15) projektorfelbontéson kiviil csak az f(z) fiigg-
vénynek az x = E, helyeken felvett f(FE,) helyettesitési értékeit kell ismerniink (feltéve, ha
ezek léteznek).

Mivel az exponencialis fiiggvény az egész komplex sikon értelmezve van, ezért a (4.7)
szerinti U (t, p) idofejleszts operator (amely a p-altérre korlatozva maga is egy N x N -es
U(t) méatrix) is mindig kifejezhets a Q® projektorok kombinaciojaként:

U(t) = e #71P = 37 e i 2P Qe (p) (4.18)

és inverze is hasonld alakba irhato6:

:*\

U~l(t) = Z er PPt o(p) . (4.19)

4.4. A helyoperator meghatarozasa

Az U(t) idéfejleszts operator projektor-felbontasa segitségével részletesen kiszamithatjuk
a Heisenberg-képbeli helyoperatort. Igen lényeges, hogy a p szerint kijelolt derivalas soran
mind az F, energia-sajatértékek, mind a Q® projektorok p-fiiggését figyelembe kell ven-
niink. A derivalas elvégzése utan viszont kihasznalhatjuk, hogy a felléps (nem maétrix jellegii)
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4.4 A helyoperator meghatarozasa

mennyiségek mind p fliggvényei, ezért kommutalnak egymaéssal, igy az exponencialisokat a
kifejezés elejére gytjthetjiik 6ssze (a kiilonbozd, amigy szintén p-fliggd matrixok, igy a Q*
projektorok és p szerinti derivaltjaik méar nem kommutalnak egymaéssal):

(ZeEatQa) m% (;e%&t@b> = (4.20)

A kifeJezes els6 tagJaban elvégezhetjiik a b-re torténd Osszegezést. A projektorok (4.16)
formula szerinti ortogonalitasa miatt csak a kettds Osszeg diagonalis tagjai maradnak meg,
az ezekhez tartozé exponencialisokban viszont a két energia-sajatérték megegyezik, igy az
exponencialisok 1-re egyszertisodnek, és csak a tag t-ben linearis id6fiiggése marad. A kife-
jezés legutolso tagjaban is érdemes kiilonvélasztani a diagonélis tagokat, ezekben a fentihez
hasonlé okbdl az id6filiggés kiesik. Ezért ezen tagok Osszege egy allando vektort ad. Az Gsszeg
tobbi tagja id6ben oszcillalo jellegli. Ezzel az atalakitédssal megkapjuk a Heisenberg-képbeli
helyoperator végsé kifejezését:

(1) = %(0) + ¢ Z%i“ hZQ“— Fin S e BB aa?)b (21)

a b#a

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

e az F, és F, energiaszinteknek megfelel§ kiilonbségi vagy lebegési frekvencia:

Wap = (Ea — Eb)/h = —Whyq (422)

e az a-ik sajatértékhez tartozo parcidlis sebesség:

OE.(p)
Vip) = 4.23
®) = (123)
e a driftsebesség operatora:
N
W=>) v (4.24)
e a Zitterbewegung-amplitudok matrixa:
b
= 1hQ" 8?) (4.25)

(ez két értelemben is matrix: egyrészt az NxN-es Q® projektor-matrixok és derivaltjaik
szorzata, masrészt matrix az (ab) indexekben, melyek a (4.15) projektor-felbontasban
szerepld kiilonbozs sajatértékek és sajatalterek szamaig futnak), emellett a Z mennyi-
ségek harmasvektorok is (ezért a vastag betts jelolés), vektorindexiiket a p szerinti
gradiens-képzéstdl kapjak;
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

e a kezdeti eltolodds (shift):

N
Y => z* (4.26)
e a tulajdonképpeni Zitterbewegung operéatora:

Clt)=>_ Y zwewt. (4.27)

a b#a
A fenti jelolésekkel a Heisenberg-képbeli helyoperator a kovetkezé alakban irhato:

%(t) = %(0) + Y + Wt + C(t) (4.28)

Ez az alak teljesen megegyezik a (2.26) és a (3.29) képletekkel, és az egyes tagok jelentése
is hasonlo, de a kiilonbségek is szamotteviek.

4.5. Az eredmény értelmezése

Hasonlitsuk ssze tagonként a (2.26), a (3.29) és a (4.28) kifejezések megfelels tagjait!

e Az x(0) tag mindharom esetben a helyoperator kezdeti értéke, amely megegyezik a
Schrodinger-képbeli (4.5) operatorral.

e A képletek harmadik tagja az allando6 W sebességii, t-vel ardanyos mozgést irja le. A
Schrodinger-féle esetben ez a sebesség egy elGjel erejéig megegyezik a klasszikus, nem-
kvantumos relativisztikus impulzus és energia (2.14) formulaibol szamithato, a (2.13)
képletben szereplé V sebességgel.

A kvazimagneses esetben levezetett (3.29) formulédban felleps W atlagsebesség mar
két taghol &ll: a  kolecsonhatasmentes” e(p) kinetikus energia gradienseként definialt
(3.15) atlagsebességhez hozzdadodik az % (nS?) kifejezés, az anomalis sebesség. Ez
mar nem 4lland6 vektor, hanem operator, amely az (nS?) operétor kiilonbozs [m) sa-
jatvektorain kiilonboz6 értékeket vesz fel. A 3.7 fejezetben megvizsgaltuk felléptének

okat, és megmutattuk, miért nem szerepel hasonl6 tag a Schrédinger-féle ZB esetében.

Pontosabban meggondolva: a Schrédinger-féle ZB esetén fellépé W sebesség is ope-
rator, hiszen a pozitiv és negativ energiaju altereken +V, illetve —V értéket vesz fel.
Ez tehat épp az anomaélis sebesség megfelelGje — a Schrodinger-féle esetben igazabol
az £(p) tag hianyzik! Ennek oka egyszert (a részleteket a 4.8 fejezetben fogjuk latni): a
Dirac-elektron azonos impulzushoz tartozo két sajatértékének dsszege (ami megegyezik
a Hamilton-méatrix nyoméval) éppen nulla.

A legaltalanosabb (4.28) esetben lathato, hogy a (4.24) képlet altal megadott W sebes-
ségoperator az egyes energia-sajatértékekhez tartozo, a QQ® projektorok altal megadott
altereken a V* parcialis sebességekkel egyezik meg: a (4.24) formula a W sebesség-
operator projektor-felbontdasa. Hamarosan megmutatjuk, hogy az el6z6 két esetben
levezetett sebességképlet ennek az altalanos alaknak specialis eseteként adodik.

A Zitterbewegung szemléletes értelmezésével szemben altalaban nincs tehat egyetlen
sigazi” allando sebesség: a tobbkomponenst (kvazi-)szabad részecske egyes energia-
sajataltereihez tartoz6 modusai, vetiiletei mas-més driftsebességgel sodrodnak — és
erre a maris Osszetett mozgasra szuperponalddik a nemtrividlis Zitterbewegung.
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4.5 Az eredmény értelmezése

Felhivjuk a figyelmet a Zitterbewegung egy eddig rejtve maradt, de legaldbbis nem
eléggé méltanyolt tulajdonsigéra: semmiféle fizikai vagy matematikai kényszerité ok
nincs arra, hogy a W sebességoperator egésze, illetve kiilonb6z§ Osszetevsi, a V@
parcialis sebességek parhuzamosak legyenek egymassal, illetve az ket meghatérozo p
impulzussal! A részecske driftsebessége — ami a Zitterbewegung rezgéseinek atlagolésa-
val, kisimitasaval alakul ki — tehat altaldban nem az impulzus iranyaba mutat. Ennek
az elemi ténynek fontos szerep juthat a késébbi vizsgalatok soran, amikor a Zitterbe-
wegung egyetlen részecskére vonatkozo fogalmaira épitve a szilardtestek elektronrend-
szerének kollektiv (pl. transzport-) tulajdonsagait kivanjuk vizsgalni. (A helyzet a
kristalyokban terjedd fény esetéhez hasonlit, ahol az energia terjedését meghatarozo
csoportsebesség altalaban nem merdleges a hullamfrontokra. Ennek kévetkezménye a
kristalyban terjedd fény kettéstorése. MegfelelGen bonyolult Hamilton-operator esetén
a Zitterbewegung kiilonb6z6 modusai mas iranyu részecskemozgésnak felelnek meg,
azaz itt az elektronok vagy kvazirészecskék ,kettGstorése” 1ép fel.)

Az Y eltolodas mindharom esetben a Zitterbewegungot leird C(t) taggal egyiitt lépett
fel, abbol valasztottuk le. A Schrodinger-féle ZB és a kvazimagneses rendszer esetén
egyszerd behelyettesitéssel belathato, hogy a t = 0 id6pontban az eltolodas és a rez-
gémozgas C(0) kezdeti értékének Osszege éppen nulla. Ugyanez fennall az altalanos
esetben is, ennek belatasa azonban kisebb szamolast igényel.

Osszegezziik a (4.25) képlettel definialt Z® operatorokat masodik indexiik szerint, és
hasznaljuk ki a projektor-rendszer teljességét kifejezs (4.16/b) Osszefliggést:

b
Z Zab _ Z |:Qa :| Qa Z aQ _ ap Z Qb Qa aHN - 0.
b ’ (4.29)

A Z% matrix egy-egy soranak osszege tehat zérus. Fejezziik ki ebbdl a diagonalis Z*

elemet:
Z = - > 7%, (4.30)
b#a
Ezzel az Y eltolodas (4.26) képlete igy irhato:

Y=Y z7=-> > 7" (4.31)

a b#a

Hasonlitsuk ossze ezt a képletet a (4.27) formulaval: lathato, hogy a C(t) operator
C(0) kezdeti értéke elgjel erejéig megegyezik Y-nal.

Altaldnosan is belattuk tehat, hogy az Y eltolédas minden esetben a C(t) oszcillalo
tagok kezddsértékét kompenzalja ki.

A héarom vizsgalt formula kozott a legnagyobb kiilonbség a C(t) tagok, azaz a tényle-
ges Zitterbewegungot leir6 oszcillald tagok alakjaban jelentkezik. Schrodinger eredeti
levezetése Ota tigy gondoltuk, hogy a ZB egyetlen, jol meghatéarozott frekvenciaji, az
allando sebességli mozgésra rakodo oszcillaciot jelent. Ez volt a helyzet a Schrodinger-
féle ZB esetén, és a 3. részben tanulmanyozott kvézispin-rendszerek esetén is. Fi-
gyelemre méltd, hogy a 3. rész levezetései nem voltak érzékenyek arra, mekkora az
S kvazispin értéke. Az irodalomban szerepls legtobb rendszer az S = 1/2, azaz a
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2 x 2-es matrixokkal leirhato esetnek felelt meg, de a levezetés valtozatlanul érvényes
nagyobb S kvazispin, azaz (25+1)x(25+1)-es Hamilton-matrix esetén is. A Hamilton-
operatornak (egy p-sajataltéren beliil) 25+ 1 kiilonboz6 energia-sajatértéke volt (1asd
a (3.44) formulét), ennek ellenére ebben az esetben is csak egyetlen, jol meghatéarozott
Q) ZB-frekvencia lépett fel. E tény magyarazatat az 5.7 fejezetben adjuk meg.

Homlokegyenest mas a helyzet az ebben a fejezetben vizsgélt altalanos tobbkompo-
nenst rendszerek esetében. A (4.27) formulabdl jol latszik, de az egész, a Hamilton-
méatrix projektor-felbontasan alapuld levezetésbdl is vilagos, hogy minden E, és Ej
energiaszint-par kozti w., = (E, — Ep)/h kilonbségi vagy lebegési frekvencia fellép a
Zitterbewegung altalanos képletében (hacsak specilis, pl. szimmetria-okbol az adott
modus Z? egyiitthatoja nullava nem valik — erre az 5.4 fejezetben mutatunk példat).

A Zitterbewegung tehat alapvet&en lebegési, és mint ilyen, tébbkomponensti, ketténél
tobb energiaszinttel rendelkezd rendszerek esetén tipikusan multifrekvencids jelenség.
Miért nem deriilt ez ki kordbban? Csak egyetlen frekvencia jelenik meg,

— ha 0Osszesen csak két energiaszint van — ez volt a helyzet a Schrodinger-féle ZB és
a 2 X 2-es matrixszal leirhat6 szilardtestfizikai és nanofizikai rendszerek esetén;

— ha specialis kioltési effektusok lépnek fel: pl. a Z* ZB-amplitudok jelentds része
(esetleg egy kivételével mindegyike) nulla, illetve ha az energiaszintek ekvidisz-
tansak, igy kiilonb6z6 energiaszint-parok kozti atmeneti frekvencidk egybeesnek,
a tobblépcsds atmenetek egytitthatoi pedig mind eltiinnek. Az (5.7) fejezetben
latni fogjuk, hogy a korabban vizsgalt kvazispin-rendszerek esetében éppen ez a
specialis eset valosult meg, ezzel elfedve a korabbi kutatasok elsl a Zitterbewegung
alapvetGen multifrekvencias jellegét.

A multifrekvencias Zitterbewegung részletesebb tanulméanyozasihoz ketténél tobb
energiaszintes, azaz ketténél tobb komponenst, nem elfajult spektrumu rendszere-
ket kell vizsgalnunk. Ilyeneket lehet ,jatékmodellként” konstrualni, de elGfordulnak
a szilardtestfizikiban, reélis rendszerek modelljeiként is. Ezek vizsgalatat megneheziti,
hogy a Hamilton-operétor (p-tél fliggd) spektrumat legtobbszor csak numerikusan le-
het meghatarozni, vagy a kapott analitikus kifejezések attekinthetetleniil bonyolultak,
és nem alkalmasak tovabbi feldolgozéasra. Szerencsére vannak olyan realis rendszerek,
amelyek gyakran hasznélt modelljei éppen megfelelnek céljainknak: elegendé kompo-
nenstiek a ZB multifrekvencias jellegének megnyilvinulasahoz, de még eléggé egysze-
riiek ahhoz, hogy analitikusan le lehessen vezetni a helyoperator pontos idéfiiggését.
Az 5.8 fejezetben a kétrétegi grafén gyakorlatilag is fontos esetében részletesen végig-
szamolt példat mutatunk erre a nemtriviélis viselkedésre.

4.6. Az eredmény alternativ alakjai

A dolgozat jelen részének f6 eredménye a (4.2) alakt Hamilton-operatorral leirhat6 rendsze-
rek helyoperatoranak Heisenberg-képbeli altalanos, a Zitterbewegungot is tartalmazo (4.21)
alakja. Ezt az eredményt a késébbiekben konkrét fizikai rendszerek, modellek vizsgalatara
kivanjuk alkalmazni. Ennek érdekében a (4.21) formulat tébb, ekvivalens alakra irjuk at,
mert az egyes rendszerek tanulmanyozasa soran hol az egyik, hol a masik alak bizonyul
hasznosabbnak vagy kényelmesebbnek.
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4.6 Az eredmény alternativ alakjai

4.6.1. A shift eltiintetése

Korabban lattuk, hogy az Y eltolodasvektor egyszertien a C(t) Zitterbewegung-tag kezdd-
értékének kompenzalasara szolgal. A (4.31) képlet szerint az eltolodas ugyanolyan kettds
Osszeggel frhaté fel, mint az oszcillalé tagok. Erdemes tehat a konstans eltolodasvektor
osszeadandoit formalisan is hozzédefinidlni az egyes rezgési médusokhoz, az igy adédd mo-
dositott Zitterbewegung-tag kezdd, t =0 pillanatbeli értéke 0 lesz. Jeloljiik e két tag Osszegét
a tovabbiakban Z(t)-vel:

2) = Y + Ct) = =3 3 20 + 303 zbeiemt

a b#a a b#a

_ Z Z Zab (ez‘wabt . 1) _ Z Z Zab (eiwabt . 1) )

a b#a

(4.32)

Az utolsé atalakitasnal elhagytuk a kettGs szummébol a b # a feltételt. Ez ugyanis
automatikusan teljesiil, hiszen az egybeesé indext tagokban a lebegési frekvencia nulla, igy
a zardjelben allo idsfiiggvény azonosan nulla lesz. E tagok tehéat tovabbra sem 1épnek fel az
Osszegben, csak a jelolés lett egyszertibb.

A Z(t) mennyiség bevezetésével a helyoperator (4.28) altalanos alakja a kovetkezore egy-
szertisodik:

x(t) = %(0) + Wt + Z(t) (4.33)

Ez az alak kiilénosen hasznosnak bizonyul azokban az esetekben, amikor az exponencialis
formaban felirt oszcillalo tagokat szinuszos és koszinuszos valos rezgésekkel akarjuk kifejezni.

4.6.2. A Berry-konnexié matrixelemei

A képleteinkben felléps projektorokat kifejezhetjiik a Hamilton-operator sajatvektoraival:
Q*(p) = >_ luf(p)) (us(p)| (4.34)
B

ahol az |uf(p)) vektorok a (4.2) Hamilton-operédtor E, sajatértékhez tartozo sajatvektorai,
és a [ index az elfajulasra utal, egy adott sajatértékhez tartozo tobbdimenzios sajataltérben
a kiilénboz6 8 indexhez tartozo [ug) vektorokat egymésra merdlegesnek kell valasztani:

H(p) [u(p)) = Eu(p)|us(p)) - (4.35)

A kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortonormaltak:

(ug(p) [W(P)) = Oap Opy - (4.36)

A kés6bbiekben az egyszertiség kedvéért a [ elfajulasi index jelolését elhagyjuk. Ez nem
okoz zavart, mert ha két kiilonbozének feltételezett E, és Ej energiasajatérték véletleniil
egybeesne, a W driftsebesség (4.24) formuldjaban az egyenlévé valo V@ és VP parcialis
sebességek mellett allo Q¢ és QP projektorok dsszeadddnak: ez éppen megfelel a hozzajuk
tartozo sajatalterek direkt Osszeadasanak. A Zitterbewegungot leir6 tagban pedig a (4.32)
képlettel megadott Z(t) kifejezés ido6fiiggs tényezdje azonosan zérussa valik, igy az adott —
nulla energiakiilonbségti — atmenethez tartozo tag nem jelenik meg. A tovabbiakban tehat a
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

£ indexet nem hasznaljuk. Konkrét rendszerek energiaszintjeinek elfajulédsara természetesen
iigyelni kell, ekkor az adott rendszer esetében szokasos ad hoc jeloléseket hasznélunk.
A projektorok (4.34) elGallitasa tehat igy irhat6 egyszertibben:

Q"(p) = [u"(p)) {u"(p)]. (4.37)

E képletben a b index tehét mar egyesiti a korabbi b és § indexeket, az elfajult sajatértékek-
hez tartozo diadikus projektorok, azaz a (4.34) Osszeg egyes tagjai kiilon-kiilon szerepelnek,
és az Osszes Q¥ projektor sszege kiadja az egységmatrixot. Arra természetesen tovabbra is
iigyelni kell, hogy az egyes |u®) vektorok ortonormaltak legyenek.

Megjegyezziik, hogy az |[ub(p)) sajétvektorok vdlasztasa nem egyértelmt: mindegyikben
szabadon vélaszthatunk egy — altaldban a p impulzustol tetszélegesen fiiggs — egységnyi
fazisfaktort:

[W*(p)) = [u’(p)) e #® . (4.38)

Ez az U(1) ,mérték-szabadsag” fontos szerepet jatszik a nemtrividlis geometriaju rend-
szerek geometriai vagy Berry-fazisanak fellépésekor. Esetiinkben azonban a projektorok
képzésekor ez a fazisfaktor kiesik, ezért (a 4.37) projektorok mar egyértelmtek.

Szamitsuk ki a (4.25) képletben szereplé ZB-amplitudokat a sajatvektorok segitségével!
Képezziik a (4.37) projektor p szerinti derivaltjat:

0 _ 9u(p))

Q"(p) = %Iub(pﬂ (u"(p)| = T(U’)(p)l + [u’(p))

0

9 0 (u'(p)|
op '

5 (4.39)

Ha ezt a kifejezést balrol beszorozzuk a b-t6l kiilonb6z6 a indexhez tartozd QQ® projektor-
ral, akkor a projektorban masodik tényezéként szerepls (u®(p)| bra-vektor a (4.39) formula
méasodik tagjaban allo |u®(p)) ket-vektorral megszorozva nullat ad, igy csak az els§ tag
marad meg:

O |ub)
Ip

A skalaris szorzas eredményét kiemelhetjiik a ket és a bra vektorok koziil. A Z% ZB-
amplitudéhoz még szoroznunk kell i h-sal, definialjuk ezt bele a skalarszorzat eredményébe,
és vezessiik be a kovetkezd matrixot:

Q"L = ut) (| L (). (4.40)

Au(p) = ih (u(p)| % (D)) (4.41)

Az A, mennyiséget a Berry-konnerid matrixanak nevezziik. (Az A,, mennyiségek az
energia-sajatalterekre utald ab indexeket viselik, emellett harmasvektorok — erre utal vastag
szedésiik —, ki nem irt vektorindexiiket a p szerinti gradiensképzéskor kapjak.)

A Berry-konnexié matrixanak neve a kozismert geometriai vagy Berry-fazisra utal. (Az
Gsforras Berry cikke [71]. A grafén esetén tapasztalhato igen nagy amplitud6jo Berry-fazis
fizikajarol lasd [72].) Ennek képletében a (4.41) formuldhoz hasonlo kifejezés szerepel, azzal a
kiilonbséggel, hogy a derivalast a rendszer egy kozelebbrsl meg nem hatarozott kiilsé paramé-
tere szerint kell végezni. Ennek a paraméternek a szerepét esetiinkben az impulzus jatssza.
A Berry-konnexié szokasos képleteiben a skalaris szorzat mindkét tényez&jében ugyanaz a
sajatvektor szerepel: tgy is mondhatjuk, hogy a Berry-fazis elméletében az altalunk be-
vezetett Agy(p) matrix diagonalis komponensei jatszanak szerepet, mig a Zitterbewegung
képleteiben a nemdiagonalis méatrixelemek 1épnek fel.

Ha a sajatvektorokon végrehajtjuk a (4.38) képlet szerinti U(1) mértéktranszformaciot,
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4.6 Az eredmény alternativ alakjai

a Berry-konnexié matrixelemeinek (4.41) definiciojaban szerepld derivalt két tagbol fog allni,
az elsé az eredeti sajatvektor, a masodik a fazistényezd p szerinti derivaltjat tartalmazza.
Az utobbi azonban az (u®(p)| vektorral megszorozva a sajatvektorok ortogonalitdsa miatt
zérust ad (benniinket most csak a matrix nemdiagonalis komponensei érdekelnek!). Végered-
ményben a Berry-konnexi6 (4.41) nemdiagonalis matrixeleme a mértéktranszformacio soran
egy (vp» — @a) fazistényezét kap.

A bevezetett jeloléssel a (4.25) ZB-amplitudok a kivetkezs alakba irhatok:

Z% = Au(p) [u*(p))(u’(p)|. (4.42)

A fenti képletben szerepls |u®(p))(u®(p)| diad az U(1) mértéktranszformécié soran egy
(pa — p) fazistényezovel szorzodik. E diad és az A, (p) matrixelem (4.42) szorzata tehat
mértékinvarians lesz, mint az a képlet tisztan mértékinvarians projektorokkal kifejezett (4.25)
alakja alapjan el is varhato.

A Heisenberg-képbeli helyoperator Berry-egyiitthatokkal kifejezett teljes alakja a kdvet-
kez6 lesz:

(1) = %(0)+ 130 Ve @@+ Y 3 (= 1) Aalp) @) (44

a b#a

Eredménytlinknek ez az alakja akkor lesz kiilonosen hasznos, ha a vizsgalt rendszerben
a Zitterbewegung mellett més olyan jelenségeket is tanulményozunk, amelyek leirasaban
ugyancsak feltiinnek a Berry-konnexié maétrixelemei. Ilyen pl. a Kubo-formula alapjan
vizsgalt vezetGképesség, Hall-effektus [C|, sorétzaj és mas transzportjelenségek.

4.6.3. A Zitterbewegung-amplitudék atalakitasa

Egyes esetekben bonyolult a projektor-operatorok derivéiltjainak alakja, egyszeriibb maga-
nak a Hamilton-operatornak a derivaltjat kiszamitani. Szerencsére van egy egyszerd kép-
let, amely lehetévé teszi a (nem azonos energia-sajatértékhez tartozo) Z® ZB-amplitudok
kozvetlen kifejezését a Hamilton-operator p szerinti gradiensével (az azonos sajatértékhez
tartozo ZB-amplitudokat a (4.32) formulaban szorzo idéfiiggvény azonosan nulla, igy ezeket
az amplitudokat ki sem kell szamitanunk). Az atalakitas kozismert, ezért a D. fiiggelékben
bemutatott révid ismertetésre hivatkozunk.

A fiiggelékben leirt atalakitas felhasznéalaséaval a nemdiagondlis (a # b) (4.25) ZB-
amplitudok egy olyan alternativ forméaba irhatok at, amelyben nem a projektorok vagy a
sajatvektorok, hanem az eredetileg adott Hamilton-operator p paraméter szerinti gradiense
szerepel:

Qb Q“ o Q
N E,, E ’
A ZB-amplitudoknak ez az alakja kiilonosen hasznosnak bizonyul majd, amikor a
kvézispin-rendszerekre kapott korabbi eredményeinket probaljuk elhelyezni az e fejezetben
targyalt altalanosabb keretek kozott.

A fentihez hasonl6 modszerrel atalakithatjuk a Berry-konnexio (4.41) (a#b) matrixele-
meit is:

= ihQ" 0 Ey#E, . (4.44)

u® 0H(p) b
A(p) = ih <U“(p)|%|ub(p)> = iﬁ< (p)’Eb EL (p)) : E, #E, . (4.45)
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

4.7. 7ZB-mentes allapotok

Az el6z6 részekben lattuk, hogy mind a Schrodinger-féle Zitterbewegung, mind a kvazi-
mégneses térben mozgd kvazispin-rendszerek esetében igaz az az allitas, hogy tiszta energia-
sajatallapotban a helyoperéator Zitterbewegungot leiré részének varhato értéke zérus, azaz a
Heisenberg-képbeli helyoperator varhato értéke egyenes vonalud, allandé sebességii mozgast
végez.

A Schrodinger-féle Zitterbewegung esetében a 2.4 fejezetben bemutatott hosszabb —
és nem tulsadgosan transzparens — levezetés eredménye volt a fenti allitds. A kvazispin-
rendszerek esetében a 3.8 fejezetben a spinoperatorok specialis tulajdonsagaira kellett hivat-
koznunk. Az ebben a részben bemutatott altalanos elmélet lehetévé teszi e korabbi eredmé-
nyek altaldnos kontextusba helyezését és magyarazatat.

A helyoperator altalanos elméletbsl kovetkezd alakjaibol, kiilonosen pl. a (4.21) vagy
még inkdbb a (4.43) képletbsl kozvetleniil latszik, hogy az energia-sajatéllapotok bézi-
san felirt helyoperator-matrix oszcillalo részének minden diagonalis komponense azonosan
nulla, hiszen az 0sszegezés csak a nemdiagonalis komponensekre terjed ki. A tiszta energia-
sajatvektorokkal torténd varhatoérték-képzés pedig épp e métrix diagonélis elemeit csip-
pentené ki. Ezek az elemek azonban nem szerepelnek az Osszegben, igy az az energia-
sajatallapotokban az oszcillalo rész varhato értéke minden rendszerre azonosan nulla. Joggal
mondhatjuk tehéat, hogy a Zitterbewegung az azonos impulzusértékhez tartozo kiilonbozd
energia-sajatallapotok kozotti interferencia, lebegési jelenség. Ezt méar a Schrodinger-féle
7ZB-gal kapcsolatban is felismerték, részletes vizsgalataink megmutattak, hogy az allitas al-
talanosan is igaz.

4.8. Kifejtés altér-parok szerint

Mint az el6zGekben levezetett formulaink, pl. a (4.43) mutatjak, a Heisenberg-képbeli
helyoperator ZB-ot leir6 tagja a Hamilton-operator sajataltereibdl képzett parokra vonat-
kozo Osszegként allithato els. Erdemes tehat bevezetni az altér-parok jellemzésére szolgalo
mennyiségeket, az

Mab — Qa o Qb — _Mba (446)

operatorokat. Az A. fiiggelék A.3 szakaszaban részletesen megmutatjuk, hogy egy linearis tér
két ortogonalis alterére vetits Q* és Q° projektorokbol a (4.46) képlet altal szarmaztatott
M operator gyengén involutérikus, azaz kielégiti az

(Mab)B — Qa _ Qb — Mab (447)
egyenletet, négyzete, a
Pab — (Mab)2 — Qa + Qb (4.48)
operator pedig projektor,
(Pab>2 — (Mab)4 — Qa + Qb — (Mab)Z — Pab 7 (449)

amely a Q% és Q" projektorokhoz tartozo alterek direkt dsszegére (linedris burkara) vetit.

A gyengén involutérikus operatorok és fiiggvényeik, valamint az ilyen operatorokbol allo
paraméteres operator-seregek derivéltjainak legfontosabb tulajdonsagait az A. fliggelék A.3
szakaszaban foglaltuk Gssze.
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4.8  Kifejtés altér-parok szerint

A Q® és Q" projektorok egyszertien kifejezheték az M métrixokkal:

Q= (P™ + M) /2 , Q" = (P — M™)/2 . (4.50)

kombinacioja az A. fliggelék (A.46) és (A.47) kepletel alapjan szmten kifejezhets az M és
P maéatrixokkal:

8Qb B Pab + Mab aMab
op 4 op

a ab __ ab ab
M@ Qbaa?) _ P M oM M® (4.51)

@ 4 op

Alakitsuk 4t most a helyoperator (4.21) alakjaban, illetve annak sszevont (4.33) forma-
jaban a Zitterbewegungot leiro, (4.32)-beli Z(t) tagot! Els6 lépésként vonjuk Gssze a kettds
osszeg (ab) és (ba) (a+#b) indexparokhoz tartozo tagjait, hiszen mindketts ugyanazon két
altérre hato operatorokat tartalmaz, majd irjuk fel a Z(t) egyes tagjaiban szerepls expo-
nencialis id6fiiggvényeket szinuszos és koszinuszos tagok Osszegeként, és kozben hasznaljuk
ki az wp, = —wyp Osszefiiggést:

Z(t) = ) > 2P (e — 1) = %Z d o[zt (et — 1) + 2 (et - 1)) =

ba

1 Zab+Zba Zab_Z o
=3 ; Eb: [T (cos (wept) — 1) + T(@ sm(wabt))} :

(4.52)

Helyettesitsiik be most a (4.25) Z* ZB-amplitudok helyébe a (4.51) alakokat:

: ab ab
Z(t) = % Sy {Pab% M (cos (wmpt) — 1) + Mabaaﬂ M (i sin (wabw)] |

op P
(4.53)
Az egyes tagokbol kiemelhetjiik a gradienst és az utolsé M matrixot:
L h aMab
Z(t) = % Z zbj [P (cos (wapt) — 1) + M (i sin (wap 1)) | - M®™ . (4.54)

A szogletes zardjelben &llo kifejezésben felismerhetjitk a A. fiiggelék (A.38) képletével értel-
mezett exponencialis matrixfiiggvényt:

Z Z ( iy M 1) <zhag§b M“b> . (4.55)

A (4.53) képlettsl masképp is tovabbléphetiink. Hasznaljuk ki az A. fiiggelék (A.44)
képletei koziil az els6t, ekkor (4.53) igy irhato:

_% Z Z Mabaalpa [P (cos (wapt) —1) — M® (i sin(wat))] . (4.56)
a b
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

A szogletes zarojelben allo kifejezés ismét az (A.38) exponencialis alakba irhato:

_ 1 Z Z ( g S ) (eremt®t_1) . (4.57)

Jp

A Zitterbewegungot leiro Z(t) kifejezést tehat sikeriilt az egyes altérparokon mintegy egy-
méstol fiiggetleniil megvalosulo lebegési jelenségek Osszegeként elGallitanunk: az egyes tagok-
ban csak az wg, lebegési frekvencia, valamint az altérparra jellemzé M gyengén involuto-
rikus operator, illetve ennek p szerinti gradiense szerepel. A kettds Osszeg tagjainak a (4.57)
kifejezésben szerepld alakja erGsen emlékeztet az eredeti Schrodinger-féle Zitterbewegungot
leiré (2.23) képletre.

A helyoperétor Heisenberg-képbeli mozgasat leird (4.21) formuldban szerepld W sebesség
is felirhat6 az egyes altérparokra vonatkozo Osszegként. Ehhez elsd 1épésként Osszegezziik az
M matrixok (4.46) definialo egyenletét a b indexre (a diagonalis M9 elemet tekintsiik

nullanak):
N N N
ZMab:ZQa_ZQb:NQa_
b b b

ahol az utols6 lépésben figyelembe vettiik a projektorok (4.16) teljességét (a képletben I az
N x N-es egységmatrix). Ebbdl:

Q" = % (Z M + I) . (4.58)

b

Ezutan vezessiikk be az FE, energia-sajatértékek atlagat, azaz a (4.2) Hamilton-operator
spurjanak N-ed-részét:

N
By = Z E, . (4.59)
Az egyes E, energiaszinteket az atlagos Ey értékhez is viszonyithatjuk:
E =FE, — Fy. (4.60)

Az eltolt energiaszintek Gsszege nulla:

N
Y E, =0 (4.61)

Az energiaszintek hw,, kiilonbsége természetesen eltolasinvarians:
hwab = E Eb E Eb . (462)

Irjuk fel a (4.24) W sebességet az eltolt energiaértékek segitségével:

N N

D I D Y RS S L

a
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4.9 Két energiaszintd rendszerek

Az els6 tagban ismét hasznaljuk ki a projektorok (4.16) teljességét, és vezessiik be a

_ O0Ey(p) 10 Sp H(p)
W, = T SN op (4.64)

atlagsebességet, a méasodik tagba pedig helyettesitsiik be a Q* projektor (4.58) alakjat:
N

1 e~ 0B, [~ .
W:W01+Nz 5p (;Mu]):

a

(ZN ) (4.65)
NN o o (>N B
:WOI+%Z;%_%MM+T]_

Az utolso tagban levs osszeg (4.61) szerint nulla. Alakitsuk tovabb a kifejezést, irjuk fel a
kettSs Osszeg felét az a és b indexek felcserélésével, majd hasznaljuk ki az M méatrixok
antiszimmetriajat:

(4.66)

Sikeriilt tehat a W driftsebességet is kifejezniink a W, atlagsebesség, valamint az egyes
altérparokhoz tartozo tagok Osszegeként: az utobbiakban az w,, lebegési frekvenciak gradi-
ense, valamint az altérparra jellemzd M gyengén involutorikus operétor szerepel.

Az el6bbivel megegyezs szamitési lépésekkel maga a (4.2) Hamilton-operator is felirhato
hasonlé forméban, az altérparokra vonatkozo Osszegként:

N N
1 ab
H:E0]+ﬁ2a:zb:hwabM . (4.67)

A driftsebesség W operatoranak (4.66) alakjaban kénnyti felismerni a kvazimagneses tér-
ben mozgd kvéazispin-rendszerek (3.31) driftsebességének altalanositasat. A W atlagsebes-
ség a kvazispin-rendszerek V atlagsebességének felel meg, amely a (3.3) Hamilton-operator
skalaris”, az egységmatrix aranyossagi tényezdjeként felleps e(p) tagjanak gradiense. E tag
altalanositasa a (4.59) képlettel bevezetett atlagenergia, amely a (4.2) Hamilton-operator
(4.67) alakjaban maga is az egységmatrix egyiitthatoja.

Az ebben a szakaszban levezetett Osszefliggések kiilondsen akkor bizonyulnak hasznos-
nak, ha jol ismerjiik az egyes energia-sajatalterek fizikai jellemzéit, illetve ha a rendszernek
Osszesen két energia-sajataltere van.

4.9. Két energiaszinti rendszerek

A szilardtestfizikai és nanofizikai irodalomban el6fordulé kvantummodellek jelentds része
csak két energiaszinttel rendelkezik. Ez kétféleképpen valosulhat meg:
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4. rész  ZB tobbkomponensii kvaziszabad kvantumrendszerekben

e A (rogzitett p értékhez tartozo) Hamilton-operator csak 2 x 2-es matrix. Ebben az
esetben az altalanos, NxNN -es (4.2) Hamilton-métrix helyett elég a dolgozat 3. részében
targyalt (3.3) matrixszal foglalkoznunk, hiszen — mint a (3.1) fejezetben megmutattuk,
minden 2 x 2-es, csak p-tdl fiiggd matrix felirhaté a (3.3) alakban. Az ilyen rend-
szerek altalanos leirasara tehéat elegendd a kvazispin-rendszerekre kapott eredményeket
2 X 2-es matrixokra, azaz az S = 1/2 esetre specializalni.

e Erdekesebb, tanulsagosabb, és 0j eredményekhez vezethet a masik eset. Ekkor a
Hamilton-matrix 2 x 2-esnél nagyobb méretd — azaz a targyalas soran ketténél tobb
szabadségi fokot vesziink figyelembe — am a Hamilton-matrix spektruma degeneréalt,
és csak két kiillonboz6 energia-sajatérték jelenik meg, a megfelels sajatalterek pedig
tobbdimenzidsak. Az 5. részben latni fogjuk, hogy ebbe a kategoriaba tartozik pl. az
eredeti Schrodinger-féle ZB esete (5.5 fejezet), valamint a nevezetes szilardtestfizikai
modellek koziil a Luttinger-modell (5.6 fejezet) is.

A két energiaszinttel jellemezhets rendszerek leiraséra az altalanos elmélet ekvivalens
matematikai dtfogalmazasai koziil a 4.8 fejezetben ismertetett, altér-parok szerinti kifejtés
kinalkozik a legjobb kiindulépontnak. Esetiinkben Osszesen két sajataltér, tehét egyetlen
sajataltér-par szerepel. Ennek kozvetlen kdvetkezménye, hogy az ilyen rendszerekben felépd
Zitterbewegung csak egyetlen egy lebegési frekvencidval rendelkezik, az eredeti Schrodinger-
féle (és a kvazispin-rendszerekben felléps) ZB-hez hasonléan.

Esetiinkben a Z(t), illetve a W mennyiségek (4.55) vagy (4.57), illetve (4.66) képleteiben
(valamint a Hamilton-operator (4.67) alakjaban) csak egyetlen Gsszeadando, azaz egyet-
len we(p) lebegési frekvencia, valamint egyetlen M(p) gyengén involutérikus operator
lép fel. Ezért az altér-parokra utald (ab) indexek el is hagyhatok. (Ne felejtsiik el, hogy
a (4.55) és (4.66) jellegti Osszegekben minden (ab) tag kétszer szerepel, ezért a kifejezések
behelyettesitesekor szoroznunk kell egy kettes faktorral.) Mi tobb, mint az A. fiiggelékben
megmutatjuk, ebben az esetben M (p) nem valédi gyengén involutérikus operator, hanem
a az (A.6) Osszefliggeést kielégits tiikroz6 operator, hiszen négyzete épp az egységoperator:
P=DM?*=Q,+Qy=1. Az el6z6 fejezetben szerepls levezetések soran nem hasznaltuk ki
az M® gyengén involutérikus operatorok valddi gyengén involutérikus voltat, ezért az ott
leirtak esetiinkben is valtozatlanul érvényesek, csak egyszertibb formaban. A specialis eset
targyalasara mindazonaltal érdemes specialis jeloléseket bevezetni.

Irjuk fel a kétszintes rendszer Hamilton-operatorat a kovetkezd alakban:

H = E,(p) Q+(p) + E_(p) @-(P) , (4.68)

ahol E, és E_ a két energia-sajatérték (feltessziik, hogy E, > E_), Q, és Q, pedig
a megfelels (egy- vagy tobbdimenzios alterekre vetitd) projektorok, amelyek természetesen
kielégitik a Neumann-féle ortogonalitasi és teljeségi Osszefiiggéseket:

Q)=Q+, (Q)=0Q., QQ-=Q-Q.=0, Q. +Q_=1I1. (469

Vezessiik be a (4.46) definicionak megfeleléen a projektorok kiilonbségét:

T=Q+-Q-, (4.70)

amely most involutorikus operator:

T2:Q++Q—:]7
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4.9 Két energiaszintd rendszerek

és amellyel maguk a projektorok is kifejezhetdk:

I+T I1-T
Qi="r, Q. =""-. (4.71)
2 2
Vezessiik be ezen feliil a kovetkezs jeloléseket:
E,+FE_ E,—F_
5:%, w= 22 (4.72)

E jelolések és projektorok a (4.71) alakjanak felhasznélasaval a (4.68) Hamilton-operator is
atirhato a (4.67) képletnek megfelels alakra:

H(p)=¢(p) I +

T(p) . (4.73)

Helyettesitsiilk be a Hamilton-operator (4.73) alakjat a helyoperator Heisenberg-képbeli
(4.28) alakjaban megjelend W és Z(t) mennyiségek (4.66) és (4.55) képleteibe, majd hasz-
naljuk ki a tiikr6z6 operatorok derivaltjaira vonatkozo (A.20) Gsszefiiggést:

Oe 1 0hw
W=—7+-——T 4.74
op +2 op (4.74)
h . oT ih oT
Z(t) = 5 Sin (wt) % + 5 (1 — COS (wt)) T % . (475)

Az utobbi képletet a (4.55) vagy a (4.57) formula mintajara atirhatjuk exponenciélis
alakra is, kihasznalva az A. fiiggelék (A.17) Osszefliggését:

Z(t) = —% (Tt —1) (ihT%—i) = —% (z’hT%> (et —1) .  (4.76)

E formulak kozvetleniil is megkaphatok a 4.8 fejezet (4.55) és (4.57) képletébsl, N = 2
helyettesitéssel, figyelembe véve a fentebb mar emlitett kettes szorzotényezét és az (A.19)
Osszefiiggést.

Képleteink most levezetett alakja kozvetleniil alkalmazhatd konkrét kétszintes rendszerek
vizsgalatara. Ilyen rendszereket elemziink részletesen az 5. rész elsé néhany fejezetében.
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5. rész

Alkalmazas kulonbozd
kvantummodellekre

E részben az eddigiekben részletesen kifejtett elméletet alkalmazzuk speciélis, a szilardtest-
fizikai és nanofizikai irodalomban gyakran elGfordulé kvantum-modellekre. E modellek egy
részében a szakirodalom maér vizsgélta a Zitterbewegung felléptét, és a szerzdk egymastol je-
lentGsen kiilénbozd, dltalaban az adott rendszerre kidolgozott ad hoc modszerekkel levezették
a helyoperator, illetve annak varhato értéke idéfiiggésére vonatkozo formulakat. A modellek
jelentds része beleillik a 3. részben leirt kvazispin-rendszerek csaladjaba. FElGszor ezekkel
foglalkozunk az ott leirt séma alapjan, majd megvizsgalunk az e csaladba nem illeszkedd,
tobbkomponensi kvantum-modelleket is, és ezekre is megadjuk a ZB kifejezését.
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

5.1. A szilardtestfizikAban és a nanofizikAban szerepld
egyszeri kvazispin-rendszerek

Az 5.1 téblazatban osszefoglaltuk ( [A] cikkiink nyoman) az irodalomban gyakran szerep-
16 szilardtestfizikai és nanofizikai modelleket, amelyek Hamilton-operatora egységesen a
(3.3) alakba irhato. (A mezoszkopikus fizika legfontosabb fogalmait és modelljeit ismer-
teti [73], [74] és [75].) A téblazatban megadtuk a modell nevét, a Hamilton-operator iro-
dalmi alakjat az ott értelmezett paraméterekkel és jelolésekkel, a (3.3) alakba torténd atiréas
soran felleps €(p) vektor és az e(p) fliggvény kifejezését az eredeti adatokal, valamint meg-
jeloltiink néhény irodalmi hivatkozast, ahol a szoéban forgé modellt, illetve az abban felléps
Zitterbewegungot vizsgaljdk (az utobbit altalaban ad hoc, az adott modellre kidolgozott
modszerekkel).

Az 5.1 tdblazatban oL = o' +io?, py = p,+ip,, D pediga modell térbeli dimenzioinak
szama (a tombi modellekre D = 2, a sikbeli modellekre D = 2).

A téblazatban szereplé modellek — térbeli dimenziojuktol fiiggetlentil — mind 2 x 2-es
Hamilton-operatorral irhatok le, igy beleillenek a 3. részben tanulmanyozott rendszerek
sémajaba. A felléps Zitterbewegung vizsgalatara tehat elég azonositani a (3.3) képletben
felleps e(p) atlagenergiat és a kvazi-mégneses tér szerepét jatszo (p) vektort — ez a tab-
lazat feléllitasaval mindegyik esetben megtortént. A kévetkezd 1épésben néhany derivalassal
ki kell szamitani az €(p) és az €2(p) mennyiségek p szerinti gradiensét, majd ezeket behe-
lyettesiteni a shift, a driftsebesség és az oszcillalo tagok (3.30), (3.31) és (3.32) képleteibe,
végiil a ZB kapott alakjat osszehasonlitani az irodalomban szereplével. Sajnos egyes esetek-
ben ez nem ilyen egyszerid, ugyanis az irodalomban levezetett alakok mas jellegli szamitas
alapjan jottek létre, és a fizikailag Gsszetartozo tagok (pl. a driftsebesség) a levezetés soran
kiilonb6z6 tagokra szétbontva jelentek meg a cikkekben. Ezért, hogy kénnyebb legyen az
osszehasonlitas (f6leg a [43] cikkben t6bb rendszer esetén levezetett) ZB-formulakkal, kissé
atalakitjuk a 3. rész kozponti (3.28) végeredményét (az ott szerepls S° vektort mostantol
egyszeriien S-sel jeloljiik):

(1) = %(0) +$K<n X s)+ (V+ %(nS)) t o+
SinQQt K(S-nms)) - COSQQt K (n x s)] - -

=x(0) + Vt + KSt+

+$K<n X S) (1 —cos Qt) + éK(n X (n x S)) (Qt — sin Qt)

ahol kihasznaltuk a (3.26) osszefiiggést. A képletben az S° spinoperator mindegyik rendszer
esetében az S = 1/2 spinhez tartozik, ezért helyébe mindentitt (h/2) o irhato.

Ha képletiinknek ebbe az alakjaba helyettesitjiik be az egyes vizsgalt rendszerek adatait,
az eredmény méar kozvetleniil sszehasonlithatova valik az irodalomban szereplé formulakkal.

A tablazatban szereplé modellek koziil néhényat részletesebben is megvizsgalunk.
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5.1 A szilardtestfizikiban és a nanofizikaban szerepld egyszerii kvazispin-rendszerek

rendszer D Hamilton-operator Q(p) e(p) hivatkozasok
Rashba- P’ | «a —apy — Bps
5=+ 5 (PzOy — PyOx Y 2
Dresselhaus- 2 2m 5 h (PO = Py0s) ﬁ% apy + Bpy > [25, 30, 76-83]
modell +i (Pyoy = Pr0s) 0
2 _ 2
Nehéz lyukak , Dy (3px - py) ;
kvantum- 2 | Bt isks (pPoy —ploo) |33 | pe (302 —12) 21 [30,80-83,88-92
volgyben
Tombi w5 [owps () — p2) + pe (02 —12)
Dresselhaus- | 3 +oyp, (P2 —D2) + 20 vy 02— p2) 0 [76-83]
modell +o.p. (p2 — p2)] p- (P2 — p?)
Egyrétegtt (a0 + Pyoy) w (o 0 |[39,93 99,102 106]
grafén VP20 7 PyOy h i%y ; ;
Kétrétegt 2 2
grafén 1 (pi+p? P2 —p3 1 P = Py
B2 R (B - 5e)| & 2 0 (39,107, 108]
modellje 0
A
Cooper-parok | 3 (;’—m _ EF> 0.+ Ao, |2 0 0 129,109, 110]
) p§+p§+P§ E
2m
. o R{Va)
K
BRSNS I T B - A s —3{Vy} 0 26-28, 33|
szabad Vi e
elektronok % (Extq — €x)

5.1. tablazat. A (3.3) alakt Hamilton-operatorral leirhaté kiilonb6z6 rendszerek.
Jelolések: oy = 0" £i0Y, py = p, £ip,, D pedig a modell térbeli dimenziéinak szama.
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

5.2. Az egyrétegii grafén

A grafén 2004-es felfedezése 6ta a nanofizika divatos csodaanyaga. Ennek oka egyrészt maj-
dani karrierje, amit kutatoi az elektronikai alkalmazasokban szdméara befutni remélnek (és
amihez mar csak a makroszkopikus méretd grafénkristalyok kontrollalt nagyiizemi elGalli-
tasat, no meg a kristalyban zajlo folyamatok elektromos térrel torténd vezérlésének aprd
kérdéseit kell megoldani), masrészt unikalis fizikai tulajdonsagai, elsGsorban a grafénben
mozgd elektronoknak a relativisztikus Dirac-egyenletre emlékeztets diszperzios relacioja. A
grafén felfedezésének, elGallitasanak és elsé vizsgalatanak tudomanytorténeti jelentGségét is-
merte el az André Geimnek és Konstantin Novoselovnak {télt 2010. évi fizikai Nobel-dij.
A grafén elektronszerkezetét mar jo elére, az anyag tényleges létezésérsl mit sem tudva ki-
szamoltak [93], a grafén felfedezését és elss fizikai vizsgalatat lasd [102,103], a részleteket
lasd: [94-101]. A grafénban megjelens ZB-rol [39] szamol be. A grafénben mozgo6 elekt-
ronok ballisztikus tulajdonsagai és a sorétzaj diffuzios jellege kozti ellentmondast vizsgalja
a [111] cikk - a szerzok az ellentmondas feloldasat a ZB megjelenésének tulajdonitjak. A
kétdimenzios hullamcsomagok terjedésének nemtriviélis tulajdonségait vizsgalja [112]. Az
egy- és kétrétegi grafén elektronszerkezetérsl és szamos més érdekes fizikai tulajdonsigairol
részletes leiras olvashato magyarul pl. Cserti Jozsef akadémiai doktori értekezésében [113].

A(z egyrétegii) grafén a tombos grafitbol szarmaztathato: egyetlen, szénatomokbol &llo
hatszoges szerkezet atomsik alkotja. A szénatomok négy elektronjabol harom sp? hib-
ridizacioval hozza létre a 120°-os szogben allo sikbeli kotéseket, igy minden atomnak marad
egy elektronja, amely a racs sikjara meréleges atompalyan helyezkedik el. Ezek mozgésa, ug-
ralasa, kolecsonhatésa okozza a grafén szamos érdekes elektronikus és transzport-jellemzdjét.

A szoros kotéstd (tight-binding) modell alapjan végzett szamitasok szerint az idealis
végtelen grafénrics vegyérték- és vezetési savja a Brillouin-zéona tn. K- és K’-pontjaiban
érintkezik. E pontok kornyékén a diszperzios relacié linearisan fiigg a K-ponttol szamitott
(kvéazi-)impulzustol. Az igy kialakulé un. Dirac-kipok a szabad, tomeg nélkiili fermionok
szennyezésmentes esetben) a Fermi-energia épp a Dirac-kupok csticsanal helyezkedik el, ezért
elsé kozelitésben a bonyolult energiasav-feliiletnek csak ez a része jatszik szerepet a grafén
elektronikus jellemz&inek, vezetési jelenségeinek kialakitasaban. Igy a grafén a relativisztikus
kvantumelmélet nanofizikai laboratériumokban megvalosuld tesztelésének ideélis anyaga. A
grafén elektronszerkezetének kiilonbozé kvantum-modelljei a diszperziés relacié Fermi-szint
koriili részét, azaz a Dirac-kiapokat probaljak reprodukalni, lehetSleg minél egyszeriibb szer-
kezeti, analitikusan is kezelhet$ effektiv Hamilton-operator segitségével, kozben a valodi
grafén szamos tulajdonsagat (pl. az elektronspint vagy a diszperzios relacioé hatszoges sik-
beli anizotrop iranyfiiggs szerkezetét) elhanyagolva.

A kovetkezSkben a grafén legegyszertibb effektiv kvantum-modelljét hasznaljuk. A hat-
szoges struktira elemi cellajaban két, nem ekvivalens helyzetd atom helyezkedik el. Ezért a
grafén elektronszerkezetét leird effektiv Hamilton-operator 2 x 2-es matrix lesz, melynek di-
agonélis elemei az egyes atomokhoz kotott elektronok sajatenergiajat, nemdiagonélis elemei
pedig a két alrécs kozti kolesonhatast irjak le. Mindkét tipusti matrixelem csak a p kvézi-
impulzus fiiggvénye. (Az elektronok spin-szabadségi foka ebben az egyszerii modellben nem
jelenik meg, az csak kiils6 mégneses tér alkalmazasa esetén jatszik szerepet.) Az egyrétegii
grafénnek ez a modellje tehét beillik a 3. részben targyalt kvazispin-rendszerek kozé, és az
ott leirt modszerekkel vizsgalhato.

Az egyrétegii grafén effektiv Hamilton-operatora az 5.1 tablazatban szereplé rendszerek
koziil a legegyszertibb alaku:
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H=v(po), (5.2)

ahol p a kvéazi-impulzusnak a Brillouin-zéna K (vagy K’) pontjatol szamitott értékét je-
lenti. E vektor harmadik, a rendszer (zy) sikjara meréleges p, komponensét azonosan
meghatarozott értéke kb. 10°m/s, azaz v ~ ¢/300, ahol ¢ a vakuumbeli fénysebesség .

Azonnal lathato, hogy az (5.2) Hamilton-operator sajatértékei (£ovp), ahol p a kétdi-
menziés p vektor abszolut értéke.

Az (5.2) Hamilton-operatort a relativisztikus elektron Dirac-féle (2.2) Hamilton-
operatoraval szoktak Osszehasonlitani. A hasonlosag szembeszoks, ezért beszélnek a gra-
fénban Dirac-kuproél, ezért nevezik a grafént a relativisztikus kvantumelmélet nanofizikai
probaterepének stb. Am a két operator kiilonbségei is felttingek:

e A Dirac-esetben a Hamilton-operator 4 x4-es matrix, a grafén esetében csak 2 x 2-es.
Ennek megfelelGen a négy Dirac-féle 4x4-es of és [ matrix szerepét a harom 2x2-es
o Pauli-métrix veszi 4t (ténylegesen csak o' és o2 jelenik meg).

e A Dirac-egyenletben az egyik kettésséget a (2.1) relativisztikus energia pozitiv és ne-
gativ értéke, masképp fogalmazva az elektron- és pozitron-sav jelenléte adta, a masik
kettGsség az elektronspin két lehetséges beallasat tiikrozte, igy lett az allapotvektor
négy komponensti. A grafén esetében a kettGsség a hatszogracs két alracsara utal, a
spin mint szabadsagi fok nem jelenik meg. A formélis parhuzam mogott tehat nincs
mély fizikai hasonlosag.

o A leglényegesebb kiilonbség az m tomeget tartalmazoé tag hianya a grafén Hamilton-
operatoraban. Ezt szoktak tgy fogalmazni, hogy a grafén kvazirészecskéje tomegtelen
Dirac-fermion. Ennek kovetkezménye a Dirac-pont megjelenése, ahol az alsé és fels6
sav, azaz a vegyértéksav és a vezetési sav gap nélkiil érintkezik. A két sav kozti ugra-
sokra tehat tetszélegesen kis energiakiilonbséggel sor keriilhet.

e A Dirac-elektron Hamilton-operatoraban az impulzust tartalmazo tag egyiitthatoja
¢, a vakuumbeli fénysebesség. Ezzel szemben a grafén esetén a megfelels helyen allo
v paraméter a Dirac-pontbeli Fermi-sebesség, ami kb. 300-szor kisebb a vakuumbeli
fénysebességnél. Ezért remélik azt, hogy a Dirac-elektron esetén kimutathatatlan frek-
venciaju és amplitudoju (részletesen lasd a 2.5 fejezetben) Zitterbewegung a grafén (és
més hasonlo rendszerek) esetén kisérletileg kimutathatova valik.

Az egyrétegii grafénban felléps Zitterbewegung vizsgalatahoz szamitsuk ki az ¢(p) és az
Q(p) mennyiségeket, valamint p szerinti gradiensiiket! Az ¢(p) atlagenergia nulla, ezért a
driftsebesség reguléris tagja is eltiinik. Az effektiv kvazi-magneses tér egyszertien aranyos a
p impulzussal:

20 Dz
Qp)=— | 2 |- (5.3)
0

ezért a K derivaltméatrix allando, nevezetesen az (xy) sikra vetitd projektorral aranyos
méatrix lesz:
20 1 0 0
K="(0o10]. (5.4)
" \o 0 0
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

A Zitterbewegung frekvencidja az €2(p) vektor abszolut értéke:

2v
Q= —np. 5.5
Py (5.5)

Az anomaélis sebességben ennek p szerinti gradiense jelenik meg:

=Kn=—n, (5.6)

ahol n a p vektor iranyaba mutato egységvektor.

Az anomalis sebesség (3.31) képletében ezt még szorozni kell az (nS) = H/Q operétorral.
Ha a spinmétrixbol levalasztjuk a (h/2) szorzot, az anomélis sebességre, és a vele egyenld
driftsebességre a kovetkezdt kapjuk:

W=V+W,=W,=—(1nS) =vn(no). (5.7)

Az (no) operator sajatértékei +1. A grafén effektiv (5.2) Hamilton-operatoraban sze-
repl6 v paraméter tehat nem csak a Fermi-sebességet, azaz a Dirac-kip meredekségét jelenti,
hanem egyben a részecske driftsebességének abszolut értékét is. A driftsebesség iranya par-
huzamos a p impulzusvektorral, a pozitiv energidju sajatallapotban ugyanabba az irdnyba,
a negativ energiaju sajatallapotban ellenkezé iranyba mutat, mint az impulzus.

Veégiil irjuk fel a helyoperator oszcillalo tagjainak egyiitthatoit:

K(nxSO):% —(fbx S*=v(nxe)o® =v(nxe)(eo), (5.8)
K(SO— (n x S%) n) :2% —(fzm (nyS'—n, 5% =v(nxe)((nxe)s), (59)

ahol bevezettiik a rendszer (ry) sikjara merdleges e = (0, 0, 1) egységvektort.

Ezekkel mar felirhatjuk a helyoperator oszcillalo részét:

C(t) = %(n X e) [((n X e) a) sinQt — (eo) cosQt| . (5.10)

Az (n x e)o operdtor n, = 0 esetben kénnyen &tirhaté i¢®(no) alakra. Ezzel az
egyrétegi grafénben mozgo elektron helyoperatoranak teljes alakja Heisenberg-képben:

x(t) = x(0) + vn(no)t + %(n x e)(eo) [(1 —cosQt) I 4+ i(no) sith] . (5.11)
Vezessiik be az n = p/p vektor komplex komponenseit a
Ny = Ny T in,

definiciéval. A Pauli-matrixok és az e vektor konkrét alakjat behelyettesitve végeredmé-
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nylink a kovetkezé alakba irhato:

n —n
* 0 n_ v v cos Qt—1 —in_ sinQt
x(t) = x(0) + vt %y <n+ 0 ) * Q 785 (in+ sin 2t 1 —cos Qt ) - (5.12)

(Ebben és a késébbi hasonlo képletekben az n vektor és az 6t kovetd méatrix kozott nem
méatrixszorzas, hanem tenzori szorzas szerepel — ezt kiilén nem jel6ljiik. Mar a Dirac-modell
a (2.10) sebességvektoranak komponensei is az « matrixok voltak: fenti képletiinkben ez a
tomor jelolés jelenik meg vektor- és matrix-komponensekre bontva.)

Az (5.12) képlet — jelolésektol és a tagok csoportositasatol eltekintve — megegyezik Schlie-
mann et al. [30] cikkében ko6zolt, és az [A] cikkiinkben reprodukalt kévetkezd eredménnyel:

ho | 2 | h [2 2 1
z(t) = xo + vo,t + % 50 _1 — COos (% t)_ + %5 (ps0y — Pyos) %t — sin (% t)_ ,

pe b [ 2pv \|  p.h [2pv o (2pv ]
vy =0+ voyt = 55 0 _1“305(7’5)_ ~pog POy T pon) | St sin| SR )

Az (5.11) vagy az (5.12) formulédkbol leolvashatok az egyrétegt grafénban kialakulo elekt-
ronmozgas altalanos tulajdonsagai. Mar lattuk, hogy a e(p) atlagenergia-tag hidnyaban
(masképp megfogalmazva: mert az (5.2) Hamilton-operator spurtalan) a driftsebességnek
nincs regularis komponense. A teljes driftsebesség az anomalis tagbol szarmazik, ez parhu-
zamos a p impulzussal, irdnya pedig az energia-sajatérték elGjelének megfelelGen megegyezik
vagy ellentétes az impulzussal. Fellép az oszcillalo Zitterbewegung is. Ez — 1évén a rendszer
csak kétkomponenst — egyetlen frekvenciaval jellemezhetd.

A Zitterbewegung iranya ebben a rendszerben merdéleges a részecske p impulzuséra, azaz
a ZB itt transzverzalis jelenség. Ez azt jelenti, hogy ha a részecske helyoperatordnak var-
hato értéke irdnt érdeklédve a helyoperatorra kapott fenti kifejezést az allapotvektor kezdeti
értékével | szendvicseljiik”, az allapotvektor és a képletben szereplé matrixok egy-egy skaléris
amplitudot eredményeznek, a helyzet varhato értékének vektori jellegét pedig az impulzusra
merdleges, de a rendszer sikjaba es6 (e X p) vektor hatarozza meg. A helyoperator varhato
értékének rezgémozgasa ezért minden esetben merdleges lesz az impulzus — és igy a drift-
sebesség — iranyara. (Késsbb latni fogjuk, hogy mas rendszerekben longitudinalis, illetve
vegyes tipust ZB is fellép.) A ZB amplitudoja az egyrétegi grafénban (h/p) nagysagrend-
jébe esik (ne felejtsiik el, hogy a p kifejezés itt a Brillouin-zéndban a K ponttol, azaz a
Dirac-ponttol mért tavolsagot jelenti). Kis p, azaz a Fermi-szintt6l mért kis energia-értékek
esetén tehat a Zitterbewegung amplitudoja jelentGs lehet.

Az (5.12) formulat tovabb alakithatjuk, ha bevezetjik az (x,y) sikban fekvé p vektor
¢ azimutszogét: p = p(cosp,sinp,0). Ezzel a jeloléssel a Heisenberg-képbeli helyoperator
a kovetkezd lesz:

vp [0 e 1—cos Qt ie ™ sinOt

h
x(t) =x(0) + t? (ew 0 ) . 2_p?(p x e) (—z‘ew sin Ot cos Qt — 1) - (5.13)

Eredménytinknek ezt az alakjat érdemes Osszehasonlitani a kétrétegli grafén egyszertisitett
modelljének Hamilton-operatora alapjan levezetett (5.32) képlettel.
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5.3. Néhany tovabbi egyszeri rendszer

Ebben a fejezetben harom tovabbi, az 5.1 tablazatban szerepls egyszerd rendszert vizsgalunk
meg. A szamitasok nem nehezek, az eredmények interpreticidéja azonban a ZB néhéany 1]
jellemzGjére mutat ra, ezért érdemes ezeket részletezni.

A harom vizsgalt egyszeri rendszer kozos tulajdonsiga, hogy a/ két energiaszintes és
degeneralatlan, azaz a modell 2 x 2-es méatrixokkal dolgozik; b/ kétdimenzios, azaz a mo-
dellbeli részecskék mozgasa egy sikban (a koordinatarendszer célszert vélasztésa mellett az
(x,y) sikban) torténik, a p impulzusvektos harmadik, p, komponense zérus.

A vizsgalando harom modell beleillik a 3. részben vizsgalt kvazispin-rendszerek kozé,
a spinparaméter S = 1/2 valasztésaval, masrészt a 4.9 fejezetben téargyalt két energia-
szint rendszerek kozé is. Igy mindkét, a dolgozat megfelel§ helyén bemutatott altalanos
modszer alkalmazhato leirasukra. Mi most a 3. rész formalizmusét, nevezetesen a (3.27)
képletet hasznaljuk az egyes rendszerekben felléps ZB kiszamitasara. Elegendd lenne egy-
szertiien az egyes rendszerek Hamilton-operatorat és az abbodl szarmaztatott mennyiségeket
behelyettesiteni e formulaba. A 2 x 2-es spinmatrixok most aranyosak a Pauli-méatrixokkal:
S = (h/2)0, ezek fellépte viszont tovabbi egyszertisitést tesz lehetdve.

k m

Induljunk ki a Pauli-méatrixok jellegzetes o o' = diI + i pym 0™ szorzésszabalyabol, és
szorozzuk meg ezt az n egységvektor n; komponensével (ezt automatikus szummazas koveti
az | indexre):

of (o) = npl + icmn o™, (5.14)

vagy vektoros alakban:
oc(no) =nl +in X o. (5.15)

Fejezziik ki ebbdl a (3.27) formulaban is szerepld n x S kifejezést:

nxs = 2£ <o(na) — nI) : (5.16)

]

[rjuk fel az I egységmatrixot mint az (no) matrix négyzetét, majd emeljiik ki jobbrol az
(no) matrixot, és hasznaljuk ki, hogy (nn) = 1! A kifejezésben felismerhetjiik a kétszeres
vektorialis szorzatot:

nx§ = Q—FLZ (a(nn) - n(na)) (no) = —i <n>< (S ><n)> (no) . (5.17)

Szorozzuk meg a képletet jobbrol a i(no) kifejezéssel:
S—nnS)=nx(Sxn)=i(nx8S)(no). (5.18)

A (3.27) képlet oszcillalo tagjaban szerepld szinuszos és koszinuszos tag egyiitthatomatrixa
tehéat csak egy i(no) szorzoban kiilonbozik egyméstol. Ez Gsszhangban van a 4.9 fejezet
eredményével is, mely szerint a kétszintes rendszerekben a koszinuszos és a szinuszos tagok
egylitthatoi csak egy (i1 szorzoban kiilonboznek, ahol T involutérikus, tiikkr6z8 méatrix,
melynek négyzete az egységméatrix — ezt a szerepet most az (no) matrix jatssza. A fentiek
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alapjan tehat 2 x 2-es spinmaétrixok esetén a (3.27) formula a kovetkezsképp alakul:

x(t) =x(0) + (V + iLa—Q(na)) t+
2 Op
(5.19)
+ é K(nxS8S) [(1—(:05(275)[ + i(no) sinQt| .

Az (no) matrix egyszeriien kifejezhets a (3.3) képletbeli H Hamilton-operator mésodik,
spurtalan H' tagjaval: (no) =2 H'/hQ. Ezért az egyes konkrét rendszerekre csak az (5.19)
formulédban szerepls tovabbi néhany kifejezést kell kiszamitanunk. E fejezetben ezt a képletet
alkalmazzuk harom konkrét kvantummodell vizsgalatara.

E modellek kétdimenzios rendszereket irnak le, azaz az elektronok, illetve mas vizsgalt
kvézirészecskék mozgasa az (z,y) sikra korlatozodik. Ezért a p (kvazi-)impulzus-vektor
harmadik, z-irdnya komponensét nullanak tekintjiik. Igy e vektor iranyanak jellemzésére
elegends az (x,y) sikbeli ¢ azimutszog. Ennek segitségével a p vektor igy irhato fel:
p =p(cosy, siny,0). Hasznos lesz bevezetni a p vektor ,,gémbi” komponenseit is:

Pr = potip, = petiv (5.20)

valamint az (x,y) sikra merdleges e = (0,0, 1) egységvektort.
Az (5.19) képlet szogletes zarojelében szerepld kifejezés a Pauli-matrixok konkrét alakja
és a ¢ azimutszog felhasznalasaval a kovetkezs alakra hozhato:

(5.21)

A _ 1—cos Qt ie ™ sinQt
(1—cosQt) I + i(no) sinQt = (iew sin Qt 1 — cos Qt) '

Ha ezt a matrixot balrél megszorozzuk a ¢ = (eo) matrixszal, az eredmény megegyezik az
egyrétegl grafénra kapott eredményiink utolso, (5.13) alakjaban szerepld oszcillalo taggal.
Ezen nem kell csodélkoznunk, hiszen a 5.2 fejezetben részletesen targyalt egyrétegt grafén
is beillik a jelen fejezetben vizsgalt 2 x 2-es méatrixokkal leirt kétdimenzios modellek kozé.

5.3.1. A kétrétegi grafén egyszeriisitett modellje

A kétrétegii grafén két hatszoges szerkezet szénatom-réteghdl all, melyek egymaéashoz képest
elcstsztatva helyezkednek el. Az anyag felfedezésérdl és els6 vizsgalatarol lasd [107], fizikai
tulajdonséagairol lasd [108], a kétrétegi grafénban megjelend ZB-rol [39] szamol be, magyar
nyelvii attekintés [113|. A rendszer kiilonbz6 modelljeiben a rétegeken beliili elsGszomszéd-
kolesonhatéason kiviil a két rétegben egymas f6lott elhelyezkeds atomok kozt fellépd kdleson-
hatast veszik figyelembe. A rendszer természetes modellje négy komponensti, mert mindkét
réteg A és B alracsaiban elhelyezkedd atomok hullamfiiggvényeit hasznalja bazisul. E modellt
az 5.8 fejezetben vizsgaljuk meg részletesebben. A modell tovabbfejlesztett valtozataban mar
a két réteg mindkét alracsaban elhelyezkeds atomok egymassal vald kolcsonhatasait is figye-
lembe veszik. Szemben az el6z6 modellel, ebben a véaltozatban mar megsziinik a rendszer
(x,y) sikjaban fennall6 izotropia, és a valodi rendszer hatszoges szerkezetét jobban tiikrozd,
haromfogast szimmetriaju szogfiiggés jelenik meg. Ezzel egyiitt a diszperzios relacio feliilete
is jellegzetes topologiai valtozast szenved, a korszimetrikus Dirac-kipok kozelében 3-3 1j,
anizotrop, elliptikus Dirac-kup jelenik meg (,trigonal warping”, ,trigonalis torzulas”). Mint a
[D] cikkben megmutattuk, ez a topologiai médosulés a grafén minimélis vezetSképességében
az tjonnan bevezetett csatolasi allandotol nem analitikus modon fiiggd 1ényeges valtozashoz
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vezet. A rendszerben felléps ZB meghatéarozasara az 5.8 fejezetben leirt szamitas erre az ani-
zotrop rendszerre is kiterjeszthetd, sok technikai nehézség aran, és viszonylag kevés elméleti
ujdonsagot eredményezve.

Ebben a szakaszban a kétrétegii grafén legegyszertibb modelljével foglalkozunk. E mo-
dellhez tigy juthatunk, hogy az el§z6ekben vazolt négykomponensid modellben a rétegek kozti
kolcsonhatas erGgsségét leird paraméter szerint perturbéacioszamitast hajtunk végre, és az els@
rendben megallunk. Az eljaras hasonlit ahhoz, ahogy az elektroméagneses térben mozgé elekt-
ronok Dirac-elméletének nemrelativisztikus kozelitésekor az E energia és az mc® nyugalmi
energia kiilonbsége szerint fejtiink sorba, a négykomponensi bispinorokat pedig ,nagy” és
,Kkis” spinorokra bontva végiil a kétkomponenst spinorokra vonatkoz6 Pauli-egyenlethez ju-
tunk. Hasonloképp kapjuk a kétrétegii grafén egyszertisitett modelljét. A diszperzios relacid
nyelvén is megfogalmazhatjuk az eljarast. Mint az 5.8 fejezetben részletesen latni fogjuk, a
kétrétegl grafén izotrop modelljében a diszperzios relacié négy parabolabdl all, melyek ko-
ziil kettd (egy felfelé és egy lefelé nyitott parabola) az origoban érinti egymast, a masik két
parabola pedig az el6z6 kettd allando értékkel eltolt kopiaja. Az egyszertsitett modell csak
a két érintkez6 parabolat veszi figyelembe, a masik két parabola ,tul messze van”, ezért az
6ket érint6 elektron-atmeneteket, azaz a két ,tavoli” parabolat elhanyagoljak. Az egyrétegi
grafén origoban (pontosabban a Brillouin-zéna K és K’ pontjaiban) csticsukkal érintkezd
,Dirac”-kipjai helyébe tehat az ugyancsak e pontokban csticsukkal egymast érinté ,,Newton-
parabolak 1épnek. Ezért a diszperzios relacio a linearis kvaziimpulzus-fiiggés helyett p-ben
kvadratikus lesz (a kvaziimpulzust az érintkezési ponttol szamitjuk).

A kétrétegd grafén egyszertsitett Hamilton-operatora a fenti eljaras eredményeképpen a
kovetkezd alaki lesz:

. 1 2 2 2 .2 1 0 p2 2 0 e2i¢
- — (Px +p_0x_p_ »p+0y _ p _ P '
2m 2 21 2m pi 0 2m \ g2ty 0

(5.22)
E Hamilton-operator energia-sajatértékei, mint az kénnyen ellenérizhets: +p?/2m . Ez két,
egymast az origbba érinté parabolaval dbrazolhato, melyek az egyrétegii grafén Dirac-kupja
eltorzult valtozatanak tekintheték. Mindazonaltal az érintés kovetkeztében energiahézag,

T s

gesek.

E modell jellegzetessége, hogy a kvadratikus p-fliggés kivetkeztében nem tartalmaz sem-
miféle, az egyrétegii grafén elméletében szereplé v-hez hasonlé sebesség-dimenzidji paramé-
tert, igy a kisérleti adatokhoz valé illesztés kizarolag az m effektivtomeg-paraméter segitsé-
gével lehetséges. Igen figyelemre méltod, hogy az egyszertisitett modell els6 kozelitésben igy
is helyesen adja vissza a kétrétegd grafén elektronikus és transzport-jellemzsit [108].

Az (5.22) Hamilton-operator beleillik a 3. részben vizsgéalt kvazispin-rendszerek kozé,
és az ott leirt modszerrel targyalhato. Mivel a diszperzios relacid — az egyrétegti grafénhez
hasonloan — tovabbra is két, egymastol csak elGjelben kiilonbozs agbol all, a (3.3) Hamilton-
operatorban az egységmatrix egyiitthatojaként felleps e(p) atlagenergia most is elttinik. Az
effektiv (kvéazi-)mégneses térként viselkeds € (p) vektor pedig a kovetkezs lesz:

1 O o [ cos2¢
Q(p) = h 2p.py = sin2¢ | = Q(p)n(p), (5.23)
0 0
ahol
Q = p?*/mh (5.24)
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az Q(p) vektor irdnydba mutaté n(p) egységvektor pedig a (cos 2y, sin 2p,0) vektor lesz.
Ezutén a (3.16) képletben definialt derivalt-matrixot kell kiszamitanunk:

2p, 2p, O cosp singp 0
oN 1 2p .
K = ETY = — —2p, 2p, 0] = | sine cosy 0] . (5.25)
0 0 O 0 0 O

Az anomaélis sebességhben a frekvencia p szerinti gradiense jelenik meg:

0Q(p) 2 20
op R p? p (526)

Az anomalis sebesség operatoranak (3.31) képletében ezt még szorozni kell az (nS) = H/Q
operatorral:

W:Wa:a—Q(ns>:§p:R< ) e_m) _ P o (5.27)

Az (no) operator sajatértékei +1. A driftsebesség iranya tehat a kétrétegd grafén
egyszertsitett modelljében is parhuzamos a p impulzusvektorral, a pozitiv energiaju sa-
jatallapotban ugyanabba az irdnyba, a negativ energiaji sajatallapotban ellenkezd iranyba
mutat, mint az impulzus.

Végiil irjuk fel a helyoperétor oszcillalo tagjainak egyiitthatoit:

—S, sin2¢ —sin 2¢
nxSs = S, cos2p =S, cos 2p : (5.28)
—Sy cos2¢p + S, sin2¢p i(no)

ahol az S, operator kiemelésekor kihasznaltuk a Pauli-métrixok szorzasanak ismert sza-
bélyait. Az (5.25) képletben szerepls K maétrixszal szorozva:

sin ¢ 20

2
K(nxS):m—];LSZ —Cos ¢ —F(pxe) S, . (5.29)
0

Most mar felirhatjuk a helyoperator oszcillalo részét:

C(t) = JI%(e X p)S, (coth — i(no) sith) . (5.30)

A kétrétegti grafén egyszertsitett modelljében az elektron helyoperatoranak teljes alakja
Heisenberg-képben:

x(t) = x(0) + %t + Z%(p xe)S, [(1 — cosQt) + i(no) sinﬂt} : (5.31)

A n vektort az azimutszoggel kifejezve, valamint a Pauli-matrixok konkrét alakjanak
behelyettesitése utan a helyoperator kdvetkezd forméjéhoz jutunk:

B p/ 0 ei% h 1—cos Qt ie 2 ginQ)t
x(t) =x(0) + m <ei2¢ 0 > + P2 (p x e) (—z’e”“’ sin Qt cos Qt—1 ) ° (5.32)
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Ezt az eredményt kozvetlentil 6sszehasonlithatjuk az egyrétegii grafénra kapott (5.13)
képlettel. A hasonlosag szembeszoks. A kiilonbségek: a) a driftsebesség nagysédga nem a
Dirac-jellegi modellben szereplé v paraméter, hanem a kvadratikus impulzusfiiggésti model-
lekben megszokott p/m érték; b) az oszcillalo tagok egyiitthatojaban megjelenik egy kettes
faktor; c¢) az impulzusvektor ¢ azimutszoge helyett mindentitt annak kétszerese szerepel
(ez a p vektor helyett a € vektor azimutszoge); d) a rezgés frekvenciajat az (5.5) helyett
az (5.24) formula adja meg. A két rendszer alapvet hasonlosiga a Zitterbewegung {6 vo-
néasaiban is megnyilvanul: a driftsebesség mindkét esetben parhuzamos az impulzussal, az
oszcillaldo mozgés pedig transzverzalis, mer6leges az impulzusra.

A kétrétegii grafén egyszertsitett, kétkomponensti modelljében tehat jellegében az egy-
rétegi grafénhez hasonlo Zitterbewegung jelenik meg. Az 5.8 fejezetben latni fogjuk, hogy
a kétrétegii grafén tobb szabadsagi fokot figyelembe vevd, realisztikusabb négykomponensti
modelljében 1ényegesen bonyolultabb, komplexebb struktirat mutato Zitterbewegung 1ép fel.

5.3.2. Nehéz lyukak kvantumvolgyben

A kétdimenziosnak tekinthetd félvezetS-rendszerek egyik tipusaban nehéz (nagy effektiv to-
megii) lyukak mozognak egy kiils6 elektromos tér altal kialakitott potenciadlvolgyben (lasd
pl. [80-83,88-92], a rendszerben felléps ZB-rol [30]). E rendszer tanulmanyozasara hasznal-
jak a kovetkezs, kobos impulzusfiiggést mutato effektiv Hamilton-operatort:
3 3 2 p’ B3 3
/ .
H = Hy+ H :%+z§(p_a+—p+a_) : (5.33)
A képletben py = p, £ip,, a oL = o' £i0® matrixok pedig a Pauli-matrixok hasonlo
kombinaciéi. Az impulzusvektor harmadik komponense ismét zérus. A 5.1 tablazatban
szerepld, az irodalombol szarmazo jelolést egyszertsitve az &/h® egyiitthatot [-val jelsltiik.
A fentieket behelyettesitve leolvashatjuk az €2 vektor alakjat:

Py (3]93; - p@2/>
Q = AR (3p2—p2) | - (5.34)
0

A késébbi szamitasokat jelentGsen leegyszertisiti, ha ismét bevezetjiik a p impulzusvektor
@ azimutszogét. Ezzel a Hamilton-operator, illetve az €2 vektor a kovetkezd alakba irhato:

2 2 —3i
fI:2p—m+z'§ (—?ﬁ pg) :2p—m+i§p3 <_£w 63%’) , (5.35)
sin3 o
Q= %pg —cos3¢p | . (5.36)
0
Ennek abszolut értéke:
0=y (5.37)

Az Q vektor irdnyaba mutatd n egységvektor tehat n = (sin3 ¢, —cos3 ¢, 0) lesz.
Ezutén a (3.16) képletben definialt derivalt-matrixot kell kiszamitanunk:
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2D Dy pz—pi 0 sin2¢ —cos2¢ 0
oN 3 3
K = 7 = fﬁ pa—p, 2ppy Of = ?ﬁpQ cos2¢ sin2¢ 0] . (5.38)
0 0 0 0 0 0

Az anomalis sebességben a frekvencia p szerinti gradiense jelenik meg:

oQ(p) 3B 30
71 —Kn—hpp— 5P - (5.39)

Az anomalis sebesség (3.31) képletében ezt még szorozni kell az (nS) = H'/Q operatorral:

W==—I+—_—mnS)=—1+ = =1+ — }
(nS) P Pl s

> il > el P 30y oo (5.40)
m op m P2 m 2 S

Az (5.40) képletben szerepl méatrix sajatértékei +1. Ezért a driftsebesség operatoranak
sajatértékei, azaz az (5.33) Hamilton-operator egyes sajatallapotaiban megvalosuld sebesség-
varhatoértékek (melyek megegyeznek a (4.23) képletben definialt parcialis sebességekkel) a

kovetkezdk lesznek: ;
W:R<1i mﬁp). (5.41)

m 2

Az anomaélis sebesség iranya tehat a most vizsgéilt modellben is parhuzamos a p impulzus-
vektorral, és hozzaadodik az ugyanilyen iranyt reguléris sebességvektorhoz, illetve levonodik
abbodl. Az, hogy az eredd driftsebesség azonos, vagy ellenkezd iranyba mutat, mint az im-
pulzus, mar az impulzus p abszolut értékétdl fligg: ha p kisebb a pg = 2/(3mf) kritikus
értéknél, mindkét parcialis sebesség ugyanabba az iranyba mutat, mint az impulzus, ha az
impulzus nagyobb a kritikus értéknél, akkor a kisebbik energiasajatértékhez tartozo parciélis
sebesség az impulzussal ellentétes iranyba mutat.

Végiil irjuk fel a helyoperator oszcillalo tagjainak egyiitthatoit:

-5, cos3 ¢ cos 3¢
nx§S = -5, sin3 ¢ =-S5, | sin3¢ | , (5.42)
Sy sin3 ¢ + S, cos3 ¢ i(no)

ahol az S, operator kiemelésekor kihasznaltuk a Pauli-métrixok szorzasanak ismert sza-
béalyait.
Az (5.38) képletben szerepls K maétrixszal szorozva:

30 i 30
KnxS)=-—S5. [ —cosp | = — (pxe)S., (5.43)
p 0 p

ahol ismét bevezettiik a rendszer (zy) sikjara meréleges e = (0, 0, 1) egységvektort.

Most mér felirhatjuk a helyoperator oszcillalo részét:

C(t) = ]%(e X p)S, (coth — i (no) sith) . (5.44)
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A kvantumvolgyben mozgd nehéz lyukak modelljében az elektron helyoperatoranak teljes
alakja Heisenberg-képben:

x(t) = x(O)—I—tR <] N Bmgl> +}%(pxe)52 [(1 —cost) +i(no) sinQt| . (5.45)

m p?

A n vektort az azimutszoggel kifejezve, valamint a Pauli-méatrixok konkrét alakjanak
behelyettesitése utan a helyoperator kovetkezd forméajahoz jutunk:

1 1

p 3Bmp ,—i3¢p
) = %0+t 2 (a1, )

. (5.46)
N 3_( < ¢) 1—cos Qt e "3% sinQt
2p2 \P +e3% sin Ot cos Qt—1 ) °

Ezt az eredményt kozvetlentil 6sszehasonlithatjuk az egyrétegi grafénra kapott (5.13),
illetve a kétrétegli grafén egyszertisitett modelljébdl levezetett (5.32) képlettel. A hason-
losag szembeszoks. A kiilonbségek: a) a driftsebességben a nehéz lyukak esetén reguléris
és anomadlis tag is megjelenik, az (5.33) Hamilton-operator két tagjanak megfelelGen; b)
az oszcillalo tagok egyiitthatojaban megjelenik egy harmas faktor; ¢) az impulzusvektor ¢
azimutszoge helyett mindeniitt annak haromszorosa szerepel (ez a p vektor helyett a €
vektor azimutszoge); d) a rezgés frekvencidjat az (5.5) helyett az (5.37) formula adja meg.
A harom rendszer alapvetd hasonlosaga a Zitterbewegung {6 vonasaiban is megnyilvanul:
a driftsebesség mindharom esetben parhuzamos az impulzussal, az oszcillalo mozgas pedig
transzverzalis, merdleges az impulzusra.

5.3.3. Cooper-parok kétdimenziés szupravezetékben

A szupravezetés BSC-elmélete szerint a szupravezet§ anyagokban az ellentétes kvaziimpul-
zusu és spinvetiiletti elektronokat a fononok kozvetitette kolesonhatas Cooper-parokka kap-
csolja Ossze (lasd pl. [109, 110], a szupravezetSkben felléps ZB korai megsejtésérsl [29]).
A kétdimenziés szupravezetSkben mozgd Cooper-parok dinamikajanak lefrasara elterjedten
hasznaljak a kovetkezd effektiv Hamilton-operétort:

. 2 o
m

ahol m az effektiv témeg, FE, a Fermi-energia, A pedig a gap nagysiga, mindharom pa-
raméter valos allando. (A modell kiterjeszthets a A paraméter komplex értékeire is, ekkor
az (5.47) matrix Hs; komponense helyére a paraméter komplex konjugaltjat, A*-ot kell irni.
A kovetkezSkben levezetetnds eredmények ekkor csak minimalisan médosulnak, ezért ettdl
az altalanositastol most eltekintiink.) A p impulzusvektorrél most is feltételezziik, hogy az
(z,y) sikban fekszik, harmadik komponense zérus.

Az (5.47) Hamilton-operator beleillik a 3. részben vizsgalt kvazispin-rendszerek kozé,
és az ott leirt modszerrel targyalhato. Mivel a diszperziés relacio — az egyrétegi grafénhez
hasonloan — tovabbra is két, egyméastol csak elGjelben kiilonbo6zé agbol &ll, a (3.3) Hamilton-
operatorban az egységmatrix egytitthatojaként felleps (p) atlagenergia most is elttinik. Az
effektiv (kvéazi-)mégneses térként viselkeds Q(p) vektor pedig a kiovetkezs lesz:
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0 , (5.48)

2 p? 2
Q= - — — F A2 4

az n egységvektort pedig most is az n = Q/Q egyenl6ség definialja. Az (5.47) Hamilton-
operator sajatértékei £h /2.
Ezutan a (3.16) képletben definialt derivalt-méatrixot kell kiszamitanunk:

melynek abszolut értéke:

00 ps
00 2
K=—=-—"100 . :
op  mh by (5:50)
00 0

E maétrixot kell az n egységvektorra hattatnunk, az eredmény:

2 4 p?

Végiil ezt a vektort meg kell szoroznunk az (nS) = H /§) operatorral, hogy megkapjuk a
driftsebesség operatorat:

_ _ ~(2H) 2 (p? p
W—V—f—wa—wa—(h—Q)h—Q(ﬁ—E())E (552)

Az (2H/hQ) operator sajatértékei 1. A driftsebesség iranya tehat a kétdimenzios
szupravezet$ egyszerti modelljében is parhuzamos a p impulzusvektorral, a pozitiv energiaji
sajatallapotban ugyanabba az irdnyba, a negativ energidju sajatallapotban ellenkezd iranyba
mutat, mint az impulzus. A sebesség abszolut értéke azonban a szokdsos p/m értékhez
képest egy 1-nél kisebb szorzofaktort is tartalmasz.

Az oszcillalo tagok egyiitthatoinak kiszamitasa nagyon hasonlit a korabban vizsgélt egy-
szerd modelleknél kévetett szamolashoz. Az eredmény:

K (S xn) = —%pr . (5.53)

A fentieket behelyettesitve a (3.27) képletbe megkapjuk az elektron helyoperatoranak
teljes alakjat Heisenberg-képben:

() A
B p 2m 2H p 2A 2H |

Erdekes tjdonsag a korabban vizsgalt rendszerekhez képest, hogy az oszcillald tagok
egyiitthatovektora parhuzamos a p impulzusvektorral. Az igy mozgd részecske tehat
nem hagyja el a klasszikus mozgas egydimenzios, egyenes palyajat, mint a tobbi egyszerd
kétdimenzios rendszerben felléps transzverzalis Zitterbewegung esetén, hanem a mozgas ira-
nyaban elGresiet, illetve hatramarad az allandé sebességli mozgashoz képest. Az ilyen, az
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egyenes vonalil egyenletes mozgasra rakodo longitudinélis rezgést ciklois-jellegli mozgasnak
nevezhetjik, mert egy gordiils kerék (kozonséges, roviditett vagy hosszabbitott) cikloismoz-
gast végz6 pontjanak a mozgas iranyara vett vetiiletével modellezhetjiik. A kétdimenzios
szupravezet$ egyszert modelljében tehét ciklois-jellegii ZB 1ép fel.

5.4. A Rashba—Dresselhaus-modell

A Rashba- és Dresselhaus-modelleket gyakran alkalmazzék a szilardtest-fizikaban, illetve
a nanofizikdban (kvézi-)kétdimenzios elektronrendszerek spin—pélya-kolcsonhatésanak leira-
sara (lasd pl. [25,30, 76-84|, az elektronok dinamikajarol lasd [85], [86], [87]). A vizsgélt
rendszer allapotvektorai két komponenst komplex vektorok, a két komponens a spin két
beallasanak felel meg. Ennek megfelel6en a Hamilton-operator 2 x 2-es matrix lesz. Az
elektron mint (kvazi-)részecske racsbeli mozgasat egy (a savszerkezeti szamitasokbol leszar-
maztathato) effektiv e(p) diszperzios relacio irja le (ezt a legegyszertibb esetben a szabad
sikjara merdleges p, komponensét nullanak tekintik), a spin—palya-csatolast pedig a két
spinéllapot kozott felléps, a palyamozgas p impulzusatol fiiggs csatolési taggal veszik fi-
gyelembe. E tagok a rendszer inverzids szimmetriajanak sériilésével allnak kapcsolatban.
Az impulzusfiiggést Rashba levezetése nyomén linearisnak vélasztjak. A két modell csak a
csatolasi tag alakjaban kiilonbozik egymastol.
A Rashba-modell Hamilton operétora a kovetkeza:

2 .
p o 0 —Py — 1Dz
H = —71 4+ = . Y .
ao) = 2 S (L0, ) (5.5

a Dresselhaus-modellé pedig:

2

_ p_ é O _px_ipy
Hp(p) = 5 -1+ 7 (_pﬁipy 0 , (5.56)

ahol I a 2x2-es egységmatrix, p, és p, az impulzusvektor megfelel komponensei (a har-
madik komponens nulla), o és § pedig a spin—pélya-csatolasra jellemz§ valos egyiitthatok
(koziiliik « értéke a vonatkozo kisérletekben kiilsé elektromos térrel hangolhato).

A kapott 2 x 2-es Hamilton-operatorok tehat csak a p impulzustol fiiggnek, igy bele-
illenek a 3. részben targyalt modellek csaladjaba. Ha a kolcsonhatési tagokat osszeadjuk,
a kombinalt Rashba—Dresselhaus-modellt (RD-modellt) kapjuk, melynek az eredeti model-
lek specialis esetei. Ezért sokkal egyszertibb régton a kombinalt modellt vizsgalni, ez nem
jar extra matematikai nehézségekkel, majd az egyes modellekre vonatkozo eredményeket a
megfelel§ egyiitthatok nullava tételével kaphatjuk meg.

A kombinélt RD-modell Hamilton-operétora:

p2

Hrp(p) = o 1T Hpp(p) , (5.57)
ahol a spin—palya-kolcsonhatast leird rész:
Ho(p) = & < 0 —(apy + Bps) —i(aps + Bpy)
o h \ —(ap, + Bp:) +i(ap. + Bpy) 0

(5.58)
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A késibbi kifejezések egyszertisitése céljabol most is érdemes a p impulzusvektort

cos

= p | siny
0

alakba frnunk, valamint bevezetni a p és v paramétereket a kivetkezd definicioval:

2
u:?\/oﬂ—i—ﬁ?, tgﬁzg. (5.59)

A fenti jelolések felhasznalasaval az (5.58) Hamilton-operator a kévetkezs alakba irhato:

Hyp(p) = gup (— sin (p+19) o' + cos (p—1) 02) , (5.60)

ahol 0% a szokésos Pauli-métrixokat jeloli.

Mint a 3.2 fejezetben kozolt tablazatban is lathato, a kombinalt RD-modell kézvetleniil
beilleszthets a 3. részben targyalt, a (3.3) Hamilton-operatorral leirhaté modellek csalad-
jdba. Az e(p) diszperzios relaci6 egyszertien p?/2m , lesz, a kvazi-magneses tér funkciojat
betolts Q(p) vektor pedig a kévetkezd:

—apy — Bps —sin (¢ + )
Q(p) = =] apy + Bpy =up cos (¢ — 1) ) (5.61)
0 0

A RD-modellben felléps Zitterbewegung leirdsahoz a fenti kifejezéseket egyszertien be
kell helyettesitentink a (3.27) egyenletbe.

A 'V reguléris sebesség a kvadratikus diszperzios relaci6 miatt p/m-mel egyezik meg.
A K(p) derivalt matrix a linearis p-fiiggés miatt allando:

9 -6 a 0 —sind cosv 0
K = = | B 0] =p | —cos? sind 0] . (5.62)
0 00 0 0 O

Az Q(p) fiiggvény p szerinti derivaltja tehat a konstans K matrix, igy az eredeti fiiggvény

igy irhatjuk: B
Q(p) = Kp, (5.63)

ahol K a K matrix transzponaltjat jelenti. Ezt az Osszefliggést a késébbiekben fel fogjuk
hasznalni.

Erdemes kiszamitani a K matrix és transzponaltjanak késébb tobbszor szerepls szorza-
tat:

B —sin?y cosv 0 —sinty —cos?d 0 1 sin29 0
KK =p*| —cos? sind 0 cos? sind 0] =p*|sin29 1 0. (5.64)
0 0 O 0 0 0 0 0 0

A fent bevezetett jelolésekkel a Zitterbewegung frekvencidja, azaz az €2 vektor abszolut
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értéke a kovetkezd alaki lesz:

Qp) = |9 = VQQ = /pKKp = pup+/1 + sin 20 sin 2¢ (5.65)

Az anomaélis sebesség

_ 09Q(p) B 1 1 ~ B
Wa - 8p (1’1 S) - (K 1’1) (l’l S) - 0?2 (K Q) (Q S) - 02 (K K p) (Q S) -
KK q cos sin @ (5.66)
= —~p "D = : . ];Df,l 5 sing | + sin 29 [ cosp ,
(PKKp) p(1 + sin sin 2 ) 0 0

ahol Hp, az (5.58) képletben definialt matrix, a Hamilton-operator kélcsénhatasi tagja.
Végiil az oszcillalo, Zitterbewegungot leird tagokra a (3.32) képlet és a fenti szamitasok
alapjan, néhany algebrai dtalakitas utan a kovetkezd alakot kapjuk:

() = |2 K(S-nms)) - COS'Qm K (n s)] _

Q

(5.67)

h _cosQt ) sin ¢
= p? cos 20 (p x e) o® <§IT + ZH}EDT) :

ahol bevezettiik a rendszer sikjara merdleges e = (0,0, 1) egységvektort. A fenti, az (5.66) és
(5.67) képletekben Gsszefoglalt eredmény — jelolésbeli kiilonbségektdl eltekintve — megegyezik
a [30] cikk (7) és (8) képletével.

Az (5.67) képlethdl jol latszik, hogy a Rashba—Dresselhaus-rendszerben felléps Zitterbe-
wegung iranya merdleges a részecske p impulzusara, azaz a ZB itt is transzverzalis jelenség.
A helyzet varhato értékének vektori jellegét az impulzusra meréleges, de a rendszer sikjaba
es6 (p x e) vektor hatarozza meg. A varhato érték rezgémozgésa ezért minden esetben
merdleges lesz az impulzus irdnyéara.

Erdekes tulajdonsaga e rendszernek, hogy az (5.66) anomalis sebességben viszont a p =
(pz, Py 0) vektorral parhuzamos komponens mellett megjelenik egy masik, a p’ = (py, . 0)
vektorral parhuzamos komponens is. Ezt a vektort az eredeti impulzusvektornak az (z+y, z)
sikra tiikkrozottjeként foghatjuk fel. A teljes W driftsebesség tehat nem lesz parhuzamos
a p impulzussal: a Rashba—Dresselhaus-rendszer az elektronokra nézve ,kett&storéként”
viselkedik. Ez a jelenség nyilvanvaléan a rendszernek a modell felallitdsakor figyelembe
vett jellegzetes tulajdonsagat, az inverzids szimmetria hidnyat tiikrozi. Masként kifejezve:
bar az oszcillald mozgas iranya meréleges az impulzusra, de nem lesz merdleges az eredd
driftsebességre. Igy a hullamcsomag kozéppontja rezgémozgasanak van a driftsebességhez
képest longitudinalis, cikloidalis jellegti komponense is. Erdemes megjegyezni, hogy az (5.66)
képlet szerint az anomalis sebességnek ez a p’ = (p,, p, 0) vektorral parhuzamos komponense
aranyos a sin 29 mennyiséggel, azaz az «af szorzattal, igy ez a komponens csak a kombinalt
RD-modellben jelenik meg, a ,tiszta” Rashba-, illetve Dresselhaus-modellekben nem.

5.4.1. A kombinalt RD-rendszer speciilis szimmetriija

A kombinalt RD-modellnek tovabbi érdekes tulajdonsaga a kovetkezs: ha a modellben az «
és [ paramétereket egyforma abszolut értékiinek valasztjuk (a gyakorlatban ezek a paramé-
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terek kiilsé elektromos terek alkalmazasaval hangolhatok, tehat a degenerélt eset kisérletileg
megvalosithato), akkor az (5.59) képlettel bevezetett ¥ szog m/4-gyel vagy 3w /4-gyel lesz
egyenld, és az (5.67) képletben megjelend cos 29 egyiitthaté nullava valik. Ebben az esetben
tehat a Zitterbewegung egyaltalan nem lép fell Ezt a jelenséget mar a [25] cikk szerzdi is
észrevettek, és egy extra (iddtiikrozési) szimmetria miatt fellépd j megmaradasi tételnek
tulajdonitottak.

Kozvetlen behelyettesitéssel valoban konnyen belathato, hogy a rendszer sikjaba esd spin-
komponensek (S*+5Y) 0Osszegének, illetve (S* —SY) kiilonbségének idéderivaltja, ami
a rendszer (5.57) Hamilton-operatoraval valé kommutélassal szamithato ki, aranyos lesz
(cos¥ —sin ), illetve (cosv +sind), azaz (a — ), illetve (a+ 5) értékével. A paraméterek
egybeejtésével degeneraltta valo RD-modellben tehéat a spinnek az x és y tengelyek egyik
vagy masik szogfelezGjére esG vetiilete megmaradd mennyiséggé valik. Ez a megmaradasi
tétel azonban nem 1j, hiszen lattuk, hogy a (kvézi-)spin precesszidja soran az € vektor
iranya altal meghatéarozott n tengelyre es§ (nS) spinvetiilet allandé marad. A helyzet
specialitasa masban rejlik.

Ha a K matrix (5.62) definiciojaba behelyettesitjiik az o = 3, azaz a ¢ = 7/4 érté-
ket, lathatjuk, hogy a matrix az (z,y) tengelyek 135%-os szogfelezGje és a z-tengely éltal
meghatarozott sikra vetité projektorral lesz ardnyos (hasonlo a helyzet az a=—f esetben
is, csak ekkor a 45°-os szogfelezs szerepel). Az €2(p) fliggvény tehat igen specilissa valik:
az ) vektor p-tél fliggetleniil egy fix, a kristalyracs altal meghatarozott iranyba mutat,
az €1 irdnyaba es6 n egységvektor tehat p-tdl fiiggetlen allando (esetiinkben specidlisan
n = (1, —1, 0) egységvektor. Mint a 3.4 fejezetben lattuk, a spin precesszidja e tengely
koriil torténik, az idében valtozo, oszcillald tagok tehat merélegesek az n vektorra.

A (3.24) egyenlet szerint a sebességoperator meghatarozasahoz a spinoperator
Heisenberg-képbeli, id6ben valtozo alakjat meg kell szorozni a K matrixszal. Ha viszont az
n vektor irdnyara vetité K projektort a fent leirt alaka spinoperéatorra alkalmazzuk, az n
iranyra meréleges oszcillalo tagok azonnal lenullazodnak. Igy e rendszerben nem lép fel a Zit-
terbewegung. Ez a tény szamitasainkban formalisan tgy jelenik meg, hogy a (spin-precesszio
alapjan kiszamitott) Zitterbewegung amplitudoja nullava valik.

Lathato, hogy ez a mechanizmus nem a Rashba—-Dresselhaus-modell sajatossdga, minden
esetben ez a helyzet, ha az Q(p) fliggvény K derivaltméatrixa egy fix vektorra vetité pro-
jektorral aranyos. A kvazispin-formalizmus keretében ennél mélyebb magyarazathoz nem
juthatunk. Ha viszont a 4. részben vizsgalt altalanos elmélethez fordulunk, azonnal megért-
hetjiik a jelenség okat. A ZB-amplitudok a (4.27) formula szerint a Q® projektorok impulzus
szerinti derivaltjaval aranyosak. Ha az n vektor az impulzustél fiiggetlen allandéd vektor,
akkor vele egytitt a (3.3) Hamilton-operator €2(p)S kolecsénhatasi része, tehat ennek sajat-
vektorai és a rajuk vetité projektorok sem fiiggnek az impulzustol. Igy a projektorok p
szerinti derivaltjai, azaz az Osszes ZB-amplitudo6 is zérussal egyenlék. Az ilyen esetekben
tehat nem lép fel a Zitterbewegung.

Tanulsagként megjegyezhetjiik, hogy bar a Zitterbewegung igen altalanos, sok kvantum-
rendszerben felléps jelenség, egyes specidlis esetekben a koriilmények (tipikusan bizonyos
szimmetridk megjelenése) tiltotta tehetik a ZB mint szabadsagi fok aktivalodasat.

Az oszcillalo tagok hidnya azonban még nem jelenti a ZB-gal kapcsolatos jelenségek teljes
hidnyat. Az anomaélis sebesség a (3.31) képlet szerint nem az Q(p) vektor irdnyara, hanem
abszolut értékére érzékeny. Ez pedig fiigghet az impulzustél azokban az esetekben is, amikor
az $) vektor irdanya alland6. Ez a helyzet az RD-modell most vizsgalt specialis degeneralt
esetében is. Az az (5.66) anomalis sebességben felléps sin 2 egyiitthato éppen 1 vagy —1
lesz, és a W, anomalis sebesség épp a fizikailag kitiintetett = és y tengelyek valamelyik
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szogfelezGje irdnyaba mutat. Oszcillalo Zitterbewegung tehat ebben az esetben nincs, de az
anomalis sebesség, az effektiv kettéstorés ilyenkor is megjelenik az elektronok mozgasaban,
ezen at a rendszer transzport-tulajdonsagaiban.

5.5. A Schrodinger-féle ZB szarmaztatasa

Ebben a fejezetben beillesztjitk a 2. részben térgyalt eredeti, Schréodinger-féle Zitterbewe-
gung leirasat a 4. részben leirt altalanos elméletbe. Megvizsgaljuk, mennyire illik bele a
Schrodinger-féle ZB az altalanos keretekbe, és melyek a specialis tulajdonségai.

[rjuk fel ismét a (2.2) Dirac-féle Hamilton-operatort:

Hp = cap +md®p . (5.68)

Ennek alapvetd jellemzGje — hiszen épp ezen az tton konstrualtak — hogy négyzete meg-
egyezik a (2.1) relativisztikus energia négyzetével:

H? = E? (5.69)

E =\/2p?+ (me2)? . (5.70)

Az (5.68) operator nem fiigg az x helyoperatortol, csak a p impulzustol, beleillik tehat a
kvazi-szabad Hamilton-operatorok kategoriajaba. Rogzitett p impulzus esetén Hp 4x4-es
matrixszal reprezentélhat6. Tudjuk, hogy sajatértékei épp a + E(p) relativisztikus energiak,
és mindkettd kétszeresen degenerélt. A szabad Dirac-elektron tehat a 4.9 fejezetben targyalt
két energiaszintii rendszerek kozé tartozik (a 3. részben vizsgalt kvazispin-rendszerek kézé
viszont nem illeszthetd be). Leirasahoz ezért meg kell keresniink a (4.70) tiikroz6 operétort
és a (4.72) jellemzs paramétereket.

Vezessiik be a kovetkezd operétort:

ahol

T=H/E, (5.71)
mely nyilvanvaléan involutorikus:
T*=H*/E*=1, (5.72)
és megegyezik a (2.28) formulaban szerepls operatorral, valamint az
Q(p) =2E(p)/h (5.73)

frekvenciat. E jelolésekkel a Hp, Hamilton-operétor a kivetkezs alakba frhato:

H= ? T. (5.74)
A (4.72) képletben értelmezett ¢ mennyiség, az atlagenergia most azonosan nulla, hiszen
az azonos impulzushoz tartozo pozitiv és negativ energia atlaga épp zérus: ¢ = 0, a (4.72)
képletbeli w pedig azonos a (2.21) definiciéval megadott  frekvenciaval.

A Dirac-féle Hamilton-operator (5.74) alakja kozvetlen kiindulopontul szolgélhat a hely-
operator meghatéarozasédhoz. Els6 lépésként a (4.74) és a (4.76) képletekben szerepls derival-
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takat kell kiszamitanunk:

< Ot 10hQ . 10h(2E/Rh) ., OE(p) »
W=_—71+-—"T=01+ T = T . 5.7
op - 2 Op * 2 Jp Jp (5.75)
Az (5.70) relativisztikus energia gradiense:
OF 1/ 2p? + (me2)? 2
(p) _ _“p _ v, (5.76)

op op E

ahol a most bevezetett V mennyiség megegyezik a (2.15) relativisztikus sebességgel.
A W driftsebesség-operator tehat a kovetkezd alakba irhato:

2
w="LPr_vr. (5.77)

E
Hasznéljuk ki a T =T¢esa Hh=ET osszefiiggéseket: ezek kovetkezményeképpen

T/E=(ET)™" = H;', igy a W driftsebesség atirhato:

W = ZpH;L. (5.78)

altalanos formalizmus is reprodukalta a korabbi elmélet eredményeit, koztiik a (2.35) képlet
utan emlitettet, mely szerint a Dirac-elektron driftsebességének abszolut értéke megegyezik
a klasszikus relativisztikus V' sebességgel, (az impulzus irdnyahoz képesti) elGjele pedig
azonos az energia-sajatérték elGjelével (azaz a T operator sajatértékével).

Szamitsuk ki a 7T operator gradiensét is! A 3. részben bemutatott szamolassal szem-
ben most az v = 0H /Op = ca operatort nem tekintjitk idéfiiggének: a most kovetkezs
szamitasokban v a kezdeti pillanatbeli, Schrodinger-képbeli v(0) operéatort jelenti. A 4.
részben bemutatott altalanos eljaras ugyanis kiilonvalasztja, részletesen targyalja az opera-
torok idofiiggéset, ezért az operatorok manipulaciojat (kommutéalasokat, derivalasokat stb.)
az id6fiiggetlen, allando, Schrodinger-képbeli operatorokon kell elvégezni:

T OH/E) 10H 1 L0E 1 . v(0) - W
a__u__a___ﬂa___(ca(o)_Tv) _ V() -W
Jop op Eop E?2 0p E
ahol V(0) = ca(0) a (2.10) képlet szerint a kezdGsebesség operdtora.

Helyettesitsiik most be T" gradiensének (5.79) alakjat a két energiaszintii rendszerekben
felleps Zitterbewegungot leird Z(t) operator (4.76) altalanos képletének masodik alakjaba:

Z(t) = —% (ihT%—Z) (e—iwft—1> :—% (nmv(o)T_W) (e—iﬂf’t—1> .
(5.80)

Az oszcillalo tag egyiitthatojanak atalakitasahoz elGszor cseréljik fel a T operatort az
utana allo torttel (ez, mint lattuk, egy elGjelvaltast eredményez), majd ismét hasznaljuk
kia T JE = ﬁgl Osszefliggést, végiil a kitevében irjuk at a ¢ idG elStti tényezét a ko-
vetkezGképpen: QT = (2E/h) (H/E) = 2H /h. Igy a Z(t) operator kivetkezs alakjat
kapjuk:

Z(t) = % (¥(0) — W) Hp! (e*i%t/hq) . (5.81)
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

Ez a kifejezés megegyezik a Schrodinger-féle Zitterbewegungot targyalo 2. rész (2.23)
képletével, ha figyelembe vessziik az Q frekvenciaoperator (2.21) definiciojat.

A dolgozat 4. részében bemutatott altalanos targyalas tehat pontrol pontra visszaadta a
Schrodinger-féle Zitterbewegung ismert jellemzsit. Kézben viszont néhany fontos, korabban

rejtve maradt tényezdre is fény deriilt:

e A szamitas soran sehol sem volt sziikség annak kihasznélasara, hogy a Dirac-féle
Hamilton-operator a specialis relativitaselmélettel kapcsolatban definialt mennyiség.
Csak azt hasznaltuk ki, hogy az operétor

— tobbkomponenst hullamfiiggvényre hat,

— kizardlag a p impulzustol fligg.

A Zitterbewegungnak (dltaldban, és ezen belil a Schridinger-félének is) semmi koze
a relativitdselmélethez, a ZB nem relativisztikus jelenség! Puszta torténeti véletlen,
hogy a fizikusok elGszor a szabad elektron relativisztikus kvantumelméletében botlot-
tak ZB-hez vezets tobbkomponenstd hullamfiiggvényekbe, illetve hogy e rendszerrel
kapcsolatban tették fel a szabad részecske helyoperdtoranak idéfiiggésére vonatkozo
kérdést.

o A levezetés soran fel se meriilt a spin-szabadsagi fok! A szabad Dirac-elektron
Hamilton-operatoranak spektruma spinben degeneralt, ez a degeneracié nem oldédott
fel, a szamolasi modszer nem érzékeny ra, hiszen csak az (altalaban tobbdimenzios)
energia-sajatalterekre vetits projektoroktol fiigg, ezen alterek bels strukturajatol nem.
Az a varosi legendaként terjedd, és egyes szerzék altal komolyan kidolgozott gondolat,
hogy a Zitterbewegung, mint valamiféle bels§ térben (esetleg a kézonséges térben)
torténd spiralis mozgés impulzusmomentumot hordoz, és ezzel a spin jelenségének rej-
tett, de kozvetlen okozoja, teljesen hamis! A Zitterbewegungnak semmi koze a spinhez!
Puszta torténeti véletlen, hogy az a kontextus, amelyben a fizikusok el6szor talalkoztak
ZB-hez vezets tobbkomponenst hullamfiiggvényekkel, egyben a feles spin (és a hozza
kapcsolodd mégneses momentum) automatikus leszarmaztatasanak zsenialis, meglepd,
és ezért sokakat lenytigozd, tovabbgondolésra késztets diraci elmélete volt. De a Dirac-
elmélet e két kovetkezményének, a spinnek és a Zitterbewugungnak semmiféle kauzélis
kapcsolata sincs. (Természetesen azt is lattuk — a 4.2 fejezet (4.12) képleténél — hogy
egykomponenst, skalar hullamfiiggvény esetén nincs Zitterbewegung. Nem nulla spin
részecske hullamfiiggvénye mindig tobb komponensti. De ehhez formalisan hasonlo,
ugyancsak tobb komponenst hullamfiiggvény léphet fel a spintél fizikailag gyokeresen
eltéré okbol, pl. a grafén alrdcsai vagy rétegei altal képviselt szabadsagi fokok leira-
sara. Ezért a hullamfiiggvény tobbkomponenst jellege és a spin értéke nincs egyméassal
sziikségszerd kapcsolatban. A Schrédinger-féle ZB most bemutatott levezetése élesen
ramutat arra, hogy magét a spin jelenségét ennek a rendszernek a targyalasa soran
sem kell felhasznalni a ZB leirasara.)

e A szabad elektron Dirac-elmélete a korabban targyalt két energiaszintii rendszerek csa-
ladjaba tartozik. Az a specialitdsa, hogy a két energiaszintnek megfelels F(p) disz-
perzios relacié egymas ellentettje, ezért az adott p impulzushoz tartozé két energia-
sajatérték atlaga, a 4.8 fejezet (4.72) képletében szerepld e atlagenergia azonosan
nulla. A Schrodinger-féle Zitterbewegung W driftsebessége tehat teljesen a masodik
tagbol, az energiaszintek kiilonbségének gradiensébdl szarmazik. A 3. részben targyalt
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5.5 A Schrédinger-féle ZB szarmaztatasa

kvézispin-rendszerek tanulsagaként ezért a teljes driftsebességet az anomalis sebesség
kategoriajaba kellene sorolnunk. Ennek azonban ellentmondanak a 3.7 fejezetben leir-
tak, hiszen ott lattuk, hogy a kvéazispin-rendszerek anomalis sebessége az M gyengén
involutorikus operator magterébdl szarmazik. Két energiaszinti rendszerek esetében
viszont a megfelel§ T' operator involutorius, magtere nulla. E driftsebesség tehat nem
anomalis.

A Schrodinger-féle ZB-nak az a korabban magatol értetédének tartott tulajdonsaga,
hogy egyetlen hatarozott 2 frekvencia jellemzi (ezért lehetett kedves dugohuzo-
abrakkal illusztralni), csak esetlegességnek bizonyult: ez a helyzet minden két ener-
giaszintl kvazi-szabad rendszerben, de vannak tobb energiaszintes rendszerek is.

Ezzel szemben a Zitterbewegung altalanos tulajdonsaganak, minden ZB-ot mutato
rendszer kozos jellemzGjének bizonyult az a szintén a Schrodinger-féle esetben felis-
mert jellegzetesség, hogy tiszta energia-sajatallapotokban a helyoperator Zitterbewe-
gungot leiré részének varhato értéke azonosan nulla. A Schrodinger esetben ezt a 2.4
fejezetben hosszabb szamoléssal kellett megmutatnunk. A helyoperator altalanos elmé-
letbdl kovetkezd alakjaibol, kiilonosen pl. a (4.43) képletbdl kozvetlentil latszik, hogy
az energia-sajatallapotok bazisan felirt helyoperator-matrix oszcillalé részének minden
diagonalis komponense azonosan nulla. Ezért az energia-sajatallapotokban a ZB véar-
hato értéke minden rendszerre nulla. Joggal mondhatjuk tehat, hogy a Zitterbewegung
az azonos impulzushoz tartozo kiilonbozé energia-sajatallapotok kozotti interferencia,
lebegési jelenség. Ezt mar a Schrodinger-féle ZB-gal kapcsolatban is felismerték, rész-
letes vizsgalataink megmutattak, hogy az allitas altalanosan is igaz.

Van azonban a Schrodinger-féle Zitterbewegungnak egy olyan vondsa is, ami csak erre
az esetre igaz, a tobbi — altalaban szilardtestfizikai, nanofizikai rendszerben felléps —
rokon jelenség esetén nem all fenn. Ez pedig a rendszer Galilei- (vagy Lorentz-) transz-
forméciokkal szembeni viselkedésével kapcsolatos. Képzeljiik el, hogy egy adott iner-
ciarendszerben a Dirac-egyenlet altal leirt szabad elektron hullamfiiggvényének csak
pozitiv energias komponensei vannak, ezért a helyoperator varhato értéke egyenes vo-
nala egyenletes mozgast végez (lasd a 2.4 fejezet (2.42) képletét), nincs Zitterbewegung.
Vizsgaljuk ugyanezt a részecskét az eredetihez képest allando sebességgel mozgd masik
inerciarendszerbsl! A Dirac-bispinorok transzformacios szabalyai szerint az eltransz-
formalt hullamfiiggvényben fellépnek a negativ energids komponensek is, ezért e masik
inerciarendszer megfigyelGje ZB-ot tapasztal. Dirac-elektronra tehat a ZB hidanya vagy
jelenléte nem objektiv, Lorentz-invaridns kijelentés. Mi a helyzet a tobbi, ZB-t mu-
tato szilardtestfizikai rendszer esetén? Ezekben az esetekben a Lorentz- (vagy akar
csak a Galilei-) transzformacio kérdése nem relevans, nem vethetd fel értelmes keretek
kozott. A vizsgalt modell-Hamilton-operatorok bonyolult szilardtestfizikai szamitésok
egyszerisitett végeredményei. A szamitasokat pedig nyilvanvaléan abban a kitiinte-
tett koordinatarendszerben végezték el, amelyben a vizsgalt anyagdarab nyugszik. Az
eredményiil kapott (viszonylag egyszerti) Hamilton-operatorok Galilei- vagy Lorentz-
féle eltranszformalasanak kérdése tehat fel sem meriil. Ezért ezekben a rendszereken a
Zitterbewegung fellépte vagy hidnya — a modellalkotés adott szintjén — objektiv, egy-
értelmiien megvalaszolhato kérdés. (A jelenség tényleges — kozvetlen vagy kozvetett —
észlelése természetesen tovabbi megfontolasokat igényel.) Az eredeti, Schrodinger-féle
Zitterbewegung ezért még ma is, szamtalan hasonlé jelenséget mutatod rendszer felfe-
dezése és vizsgéilata utén is specidlis, a tobbi rokon rendszertdl eltérs szerepet jatszik.
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

5.6. A Luttinger-modell

A Luttinger-modell a félvezets rendszerek egyik gyakran hasznalt kvantummodellje, kétféle
effektiv tomeggel rendelkezs kvazirészecskék (konnyt és nehéz lyukak) mozgasanak és kol-
csonhatasainak leirasara hasznaljak (lasd [114], a rendszerben felléps ZB-rél [35,36]). A
Hamilton-méatrix négykomponensi spinorokra hat, de az energiaszintek kétszeresen dege-
neraltak. A modellbe foglalt egyik kettGsség a kétféle kvazirészecskét kiilonbozteti meg, a
masik kettdsség a spin-szabadségi fokhoz tartozik: ez alapesetben nem nyilvanul meg, csak
ha explicit szimmetriasértéssel (pl. kiils6 magneses térrel) feloldjuk a degeneraciot. A szabad
Luttinger-modellben tehat a spin degeneralt, igy a modell csak két energiaszinttel rendel-
kezik. A négyszer négyes méatrixok felbukkanésa miatt a 3/2-es spinoperatorok hasznalata
kézenfekvs, de tisztan formalis 1épés.

A négydimenzios spinortéren haté matrixokat a modellben az S = 3/2 spin operéto-
rainak nemlineéris fiiggvényeivel adjak meg. A modellben két numerikus paraméter jelenik
meg, ezekrdl feltessziik, hogy v > 279 > 0. (E fejezetben a modell targyalasakor szokasos
jelolésekhez igazodva legyen A =1.) A Luttinger-féle Hamilton-operator szokasos alakja:

H= % [(% + g”yz) p’ — 272(1)5)2] (5.82)

A képletben p a haromdimenziés impulzusvektort jeléli. A Luttinger-modellt f6leg két-
dimenzids rendszerek vizsgalatéra szoktak hasznalni, ebben az esetben a p vektor harmadik
(a rendszer sikjara meréleges) komponense azonosan zérus, de formalisan ilyenkor is harom-
dimenzios vektornak tekintjiik. Az S jelolés az S = 3/2 spin operétoraibol alkotott vektort
takarja. Ezek az operdtorok 4 x 4-es méatrixok, melyeknek konkrét alakjara a szamitas soran
nem lesz sziikség. A minden spinoperéatorra kotelezd SU(2) kommutécios relaciokon feliil
az egyetlen kihasznalando6 tulajdonsaguk az, hogy sajatértékeik +3/2 és +1/2, ezért az
operator valamilyen tengelyre vett vetiilete négyzetének sajatértékei 9/4 és 1/4. A p és
S operatorok mas altereken hatnak, ezért kommutéalnak egyméassal.

Az (5.82) Hamilton-operator nem fiigg a helykoordinatatol, a p impulzus tehat mozgés-
allando. Most is érdemes a p impulzusvektort felbontani p abszolut értéke és egy n(p)
egységvektor szorzatara:

p = pn(p). (5.83)

Ezzel a jeloléssel az (5.82) Hamilton-operator (és szamos késébb szerepls kifejezés) egysze-
riibb alakba irhato:

H= % K% + gyg) — 272(118)2} (5.84)

A rogzitett p értékhez tartozo altérben az (5.84) kifejezésben szerepld egyetlen operator
az (nS) matrix. Ez nem maéas, mint az S spinoperatornak az n egységvektorral megadott
tengelyre es6 vetiilete. Ennek négyzetének sajatértékei tehat az S = 3/2 spin tulajdonsagai
kivetkeztében 1/4 és 9/4 . Ezért az (nS)? operator kielégiti a kovetkez6 minimélegyenletet:

9

<(nS)2 - i[) <(nS)2 - ZI) = (nS)" — g (nS)* + G1=0. (5.85)

ahol I a 4 x 4-es egységmatrixot jelenti. Kzt az Osszefiiggést a késGbbiekben t6bbszor
kihasznaljuk.

A két energiaszintd rendszerek targyalasanak altalanos, a 4.9 fejezetben bemutatott sé-
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5.6 A Luttinger-modell

maja, azaz a (4.68) képlet alapjan irjuk fel az (5.82) Hamilton-operatort a kovetkezs alakban:

H = Ex(p)Qu(p) + Er(p)QL(p) . (5.86)

ahol az H és L indexek a nehéz (Heavy), illetve konnyt (Light) lyukakra, mint az adott
energiasavhoz tartozo kvazirészecskékre utalnak. A két energiaszint, azaz az (5.82) Hamilton-
méatrix két sajatértéke a kovetkezo:

7+ 27 =27 o
E == _ = E == < 5.87
.(p) 5 P 1(P) 5 P (5.87)
a megfelel6 projektorok pedig:
1. (nS)? 9  (nS)’
Q) =~ 1+ 0 gupy=T1- 0L (5.5%)

Ezek 0sszege lathatoan az egységoperator, ortogonalitasuk pedig az S = 3/2-es spinmatrixok
algebraja, azaz az (5.85) Osszefiiggés alapjan lathato be.

5.1. dbra. A Luttinger-modell diszperzios relacioja.

Felirhatjuk a rendszert generalo (4.70) tiikrozésoperatort, azaz a két projektor kiilonbsé-
gét:
)
T=Qi-Q-=71- (nS)? . (5.89)

A rendszer jellemz paraméterei, a (4.72) egyenldségekkel definialt atlagenergia és lebegési
frekvencia is leolvashatok az (5.87) képletekbdl:

Ei+E_ m 272
— - =F - B =252 5.90
£ 5 5P w=Ey P (5.90)
(lathato, hogy az (5.82) Hamilton-operator szokdsos paraméterezése is eleve ehhez a felbon-
tashoz igazodik.)
Most méar csak a T'(p) projektor p szerinti gradiensét (illetve ennek T-vel vett szorzatat)
kell kiszamitanunk:

or 9 (5[—(nS)2) _ 9 <_(ps)2> _2p(PS)°  S(pS) + (pS)S

dp Op \4 P2 p P2 B
(5.91)

2n (nS)> —S(nS) — (nS)S  (nS) [n x (nx S)] + [n x (n x S)] (nS)

p p
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5. rész Alkalmazéas kiilonbozd kvantummodellekre

A kifejezés legutolso alakjabol latszik, hogy ez a gradiens transzverzalis a p impulzus
irdnyara: n-nel skalarisan szorozva azonosan nullat kapunk.

A most kiszamitott gradienst jobbrol és balrol is megszorozhatjuk az (5.89) képletbeli
T(p) matrixszal:

T?—;ﬂ’ = % { (2 (nS)” -2 (nS>4> n— Z (S(0S) + (nS)S) + (nS)* (S (mS) + (nS)S) } ,

op P 2

0Ty _ 1 { (§ (nS)? — 2 (ns>4) n— Z (S(mS) + (nS)S) + (S (mS) + (n8)S) (nS)” } |
Az n egységvektor egytitthatojat az (5

.85) azonossag alapjan atalakithatjuk:

) 2 4 9 5 2
3 (nS)” — 2 (nS)” = gf ~ 5 (nS)” . (5.92)

Ha a T?=1 egyenlSség gradiensét képezziik, lathatjuk, hogy a fenti két kifejezés dssze-
gének azonosan nullanak kell lennie:

0 T+ T=—. (5.93)

~9dp 9p Op op

Ez egy azonossagot szolgéaltat a szereplé mennyiségek kozott:

(g (nS)? — gz) n—g (S(nS)+(n8)8) = (n8)* (S (mS)+(n8)S) + (S (nS)+(nS) S ) (nS)* .

Az (5.93) Osszefiiggés és a benne szerepls két tagra kapott fenti eredmények segitségével
egyszer(ibb alakra hozhatjuk a két energiaszint rendszerekben felléps ZB-ot leiro (4.75)
képletben szerepld kifejezést:

O 1 (p2L T
op 2

) = @S (3(08)+ (18)8) ~ (S(u8) + (1S)S) (uS)"
(5.94)

A jobbldalon szereplé kommutator a spinoperatorok éaltalanos SU(2) algebréaja alapjan
néhény lépésben tovabb alakithato, a végeredmény:

[(nsf , (s (nS) + (nS) s)} = ((n x'S) + 4(nS)? (n x S) (ns>2) . (5.95)

Ennyi el6késziilet utan a 4.9 fejezetben szerepld (4.74) és (4.75) képletek kozvetlentil
megadjak a Luttiger-modellben fellépd driftsebesség és ZB alakjat:

o m+ir  2pp(PS)  2H
Wt 2ep@S) 28 (5.96)

(nS) [n x (n x S)] + [n X (n x S)| (nS) N

2p
(n X S) + 4 (nS)2 (1’1 % S) (IIS)2 | (597)

4dp

Z(t) = sin (wt)

+ (cos(wt) — 1)

Az utoébbi formulabdl azonnal latszik, hogy a Luttinger-modellben a Zitterbewegung
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5.7 (S)-kvédzispin-rendszerek

transzverzalis jelenség: ha az (5.97) képletet skalarisan megszorozzuk a p impulzusvektorral,
azonosan nullat kapunk. A W driftsebesség azonban a Luttinger-modell esetében (5.96)
szerint mindig parhuzamos a p impulzussal.

Az (5.96) és az (5.97) formulakat a két energiaszintes rendszerek 4.9 fejezetben ismertetett
altalanos formalizmusabol, kozvetlen behelyettesitéssel és némi algebrai dtalakitassal kaptuk.
Eredményiink — az utols6é néhany atalakitastol és egyszertisitéstol eltekintve — megegyezik a
Winkler et al [43] cikkében szerepld részeredménnyel, valamint a J. Schliemann [115] magéan-
levelében kozoltekkel: mindketten az adott rendszerre kidolgozott specialis formalizmussal
(Clifford-algebraval, illetve a kommutatorok kézvetlen kiszamitésaval) jutottak eredményiik-
hoz. Az &altalanos modszer sokkal egyszertibb és kézenfekvsbb utat szolgaltatott, egyben
bedgyazta az eredményt a hasonld rendszerek kontextusaba.

5.7.  (S)-kvazispin-rendszerek

Ebben a fejezetben ismét megvizsgaljuk a 3. részben targyalt kvéazispin-rendszereket, és le-
vezetjiik az ezekben felléps Zitterbewegung tulajdonsagait a 4. rész altalanos elméletébdl.
Egyben ramutatunk a kvézispin-rendszereknek azokra a matematikai és fizikai sajatossigaira,
amelyek speciélissa (egyebek kozott egyfrekvenciassé) teszik a ZB-ot.

Idézziik fel ismét a kvazispin-rendszerek (3.3) Hamilton-operatoréat:

H=¢p)I+Q0p)S. (5.98)

Itt e(p) és Q(p) a p impulzus skalar, illetve harmasvektor-értéki fiiggvénye, melyek foly-
tonossagat és differencidlhatosagat feltételezziik. S az S spinhez tartozé spinoperatorokbol
(ezek (25 + 1) x (25 + 1)-es matrixok) alkotott vektor, I pedig a megfelel6 méreti egység-
matrix. A 3. részben bemutatott szamoléssal szemben most az S operéatort nem tekintjiik
idsfiiggének: az e fejezetben kovetkezs szamitdsokban S mindeniitt a kezdeti pillanatbeli,
Schrodinger-képbeli (a 3. részben S°-lal jeldlt) operatort jelenti. A 4. részben bemuta-
tott altalanos eljaras ugyanis kiilonvalasztja, részletesen targyalja az operatorok idéfiiggését,
ezért az operatorok manipulaciojat (kommutéalasokat, derivalasokat stb.) az idéfiiggetlen,
allando, Schrodinger-képbeli operatorokon kell elvégezni.

Az S operator komponensei kielégitik a szokasos SU(2) csererelaciokat:

A p és a S operatorok a Hilbert-tér mas-mas alterein hatnak, ezért egymassal kom-
mutélnak. Az (5.98) Hamilton-operator nem fiigg az x helyoperatortol, ezért a p, és igy
a {2 operatorok is kommutalnak H-val, tehiat mozgasallandok. Egy adott p-hez tartozo
altéren beliil konstans numerikus vektoroknak tekinthetjiik ket. Az €2 vektort a szokasos
modon felbontjuk az € abszolut érték és egy n egységvektor szorzatara. Ezzel az (5.98)
Hamilton-operator a kovetkezd alakba irhato:

H =¢(p)I + Qp) (n(p)S) . (5.100)

A 4. részben leirt altalanos modszer a Hamilton-operator sajatértékeibdl és a sajatalte-
rekre vetité projektorokbol indul ki. ElGszor tehat ezeket kell meghataroznunk.

Jol lathato, hogy az (5.98) Hamilton-operator sajatvektorai egybeesnek a (nS) operator
sajatvektoraival. Az utobbi viszont az S spinnek az n egységvektorral jellemzett tengelyre
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esé vetiilete. A spin egyes vetiileteinek sajatértékei ismert moédon a —S és S kozé esd,
egymast egyesével koveté m szamok, h-sal szorozva. Feladatunk soran a spinoperator tobbi
komponense is szerepet kap, ezért elGszor a z-tengely helyett a ,ferde” n-tengelyre mint
kvantalasi tengelyre vonatkozo spin-algebrat kell felirnunk (lasd pl. [23]).

Egy rogzitett n vektorhoz vezessiink be két n-re és egymasra is merdleges e(n) és
f(n) egységvektort (az n-fiiggést a tovabbiakban nem jeloljiik) ugy, hogy ezek (e, f,n) sor-
rendben jobbsodrasu ortonormélt bazist alkossanak. (Latni fogjuk, hogy a végeredmény —
varakozasunknak megfeleléen — nem fog fliggeni az e(n) és f(n) vektorok speciélis valasz-
tasatol: a végss képletekben csak a fizikai jelentéssel biré n vektor szerepel.) A 3 x 3-as [
egységmatrix kifejezhetd a bazisvektorokbol alkotott diadokkal:

I =eoce+ fof + non. (5.101)
Alkalmazzuk ezt az azonossagot az S spinvektorra:
S=(eS)e +(fS)f + (nS)n.. (5.102)
Vezessiik be a kovetkezd ideiglenes jeloléseket:
S = (eS), SP =(fs), S® = (n8). (5.103)

Nyilvanvalo, de az (5.99) relaciokbol kénnyen le is vezethets, hogy a felsé indexes S®*)
spinkomponensek az (5.99)-fel megegyez6 alaki kommutécios relaciokat elégitenek ki:

(S, SO] = i heg, ST™ . (5.104)

Térjiink a4t a spinoperéatorok ,,gémbi” komponenseire, azaz vezessiik be a kdvetkezs ope-

ratorokat:
So=S® =mS), S.=5U+i5% = (exif)S. (5.105)

A most bevezetett gombi komponensekkel az (5.102) spinoperéator a kovetkezd alakban

fejezhetd ki:
e—if e+if
5 + S-

Jeloljik az Sy spinvetiilet-operator sajatvektorait |m)-mel (a sajatvektorok p-
alterenként kiilonboznek, de a p-fiiggést nem jeloljiik):

S:S+

+ Son . (5.106)

So|m) = mh|m) , (5.107)

ahol az m sajatérték —S és S kozott egyesével valtozhat. Az |m) vektorokbdl konstrual-
hato

Q"(p) = |m) (m| (5.108)

projektorok teljes rendszert alkotnak, és segitségiikkel maga az Sy operétor is elGallithato:
> Q") =) |m)(m| =1, (5.109)
Y mQm(p) =hY_ mlm)(m| = S = (nS). (5.110)

(Az Osszegezés hatarait nem jeloljiik, az értelemszertien —S-t6l S-ig tart.)
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Az Sy operatorok az |m) vektorokon léptetnek:
Sy|m) = a, hlm+1) , S_|m) = Bnhlm—1), (5.111)

ahol az «,, és [, numerikus egyiitthatok a spin-algebrabol ismeretesek.

Maguk az Sy és S_ operatorok a kovetkezs alakban allithatok el az |m) sajatvekto-
rokkal:

Se =h) amlm+1)(m|, S =h) Bulm—1)(m|. (5.112)

Erre az alakra a késGbbiekben sziikségiink lesz.

A most megkonstrualt |m) spinvetiilet-sajatvektorok egyben az (5.100) Hamilton-
operatornak is sajatvektorai:

H |m) = E,, |m) , E.(p) = e(p) + mhQ(p) . (5.113)

A megfelels projektorok egyszertien az (5.108) diadok. E jelolésekkel a Hamilton-operator

H =" E,m)(m| (5.114)

alakba irhat6. Ez az alak maris alkalmas a W driftsebesség-operator elGallitasara, csak
a (4.24) és a (4.23) képletekbe kell behelyettesitentink, és a végén fel kell hasznalnunk
az (5.109) osszefuggéseket:

(5.115)

00
— ZQ’"+—RZ Qm——I—i—%(nS).

Az utolso atalakitasnal felhasznaltuk az (5.109) Osszefiiggéseket.

A kapott kifejezés megegyezik a kvéazispin-rendszereket targyalo 3. rész (3.31) képletével.

A (3.32) képlet vagy valamelyik megfelelGje levezetéséhez irjuk at az altalanos targyalas
(4.25) képletében szerepls matrixokat a D. fiiggelék (D.3) képlete alapjan, és a nemdiagonalis
elemekbe helyettesitsiik be az energia-sajatértékek (5.113), azaz a kiilonbségi frekvencidk
Wom = (0 —m)Q értékét:
an Qn 8H Qm Qn BH Qm

— ih — . (5.116)

h/ n
@ Em—En Q(m—n)

Az (5.116) képletben szerepls derivalt kiszamitasdhoz a Hamilton-operator (5.98) alak-
jabol indulunk ki: o1 5 20
€ l

o = o I+ ok S, =Vl + Ky S; (5.117)

ahol a most bevezetett V) sebességkomponensek, illetve a Kj; matrix megegyeznek a 3.3

fejezetben hasznalt (3.15) atlagsebesség-komponensekkel, illetve a (3.16) derivaltmatrixszal.

Ezt az alakot az (5.116) képletbe helyettesitve a nemdiagonalis komponensek (m # n) esetén

a QM és Q" projektorok ortogonalitdsa miatt az elsd tag kiesik, és a kovetkez6t kapjuk (a
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K matrix Kj; komponensei, mint — a spinmétrixok szempontjabol — skalarok kiemelheték
a matrixszorzas elé):

Ky
Q(m—n)

Helyettesitsiik be ebbe a formulaba az S spinoperator (5.106) eldallitasat, valamint a Q™
projektorok (5.108) diadikus alakjat:

Zrm = Q" S, Q™ . (5.118)

e —1ifi
2

€l+ifl

K
Zmm — ki

+ (n| Sy |m) n;| (m| .
(5.119)

n) [ (nl S fm)

A szereplé méatrixelemek az (5.107) és az (5.111) képletek alapjan
(n| Sy |m) = amonmsr, (n|S—|m) = Bndpm-1, n|Solm) = md,m .  (5.120)

Mivel csak a nemdiagonalis komponensek (m # n) irant érdeklédink, az (5.119) kifejezés
utolso tagja a tovabbiakban nem jatszik szerepet. A maéasik két tag esetén viszont a nevezében
szereplé (m — n) tényezd —1, illetve +1 értéket vesz fel. Helyettesitsiik be ezeket az
értékeket, és kozben térjlink vissza a Kj; matrixelemek és az ey, fr vektorkomponensek
vektoros jellésére:

e—if e+if
S Jm 4 1) (] + BB

i
nm
7" = —K |~ Opms

a Im—1) (m|| . (5.121)

A (4.32) altalanos formulankban az (e?“»m* — 1) kifejezésekkel kell megszoroznunk a most
kiszamitott Z"™ ZB-egylitthatokat. Az egyiitthatokban szerepld Kronecker-deltak viszont
csak a szomszédos, n = m + 1 indextd allapotok fellépését engedik meg. Ezért az wy,
kiilonbségi frekvencidk értéke minden esetben csak +€) lesz. Ez az alapveté oka annak,
hogy a kvazispin-rendszerekben felléps Zitterbewegungban minddssze egyetlen 2 frekvencia
jelenik meg.

Kovessiik tovabb a szamolast, helyettesitsiik be az (5.121) ZB-egytitthatokat az oszcillalo
tagok a (4.32) képletébe:

Z(t) = Y >z (et — 1) =

i ; e—if
- SKY > [—(e = 1) G —5— [m + 1) (m] + (5.122)
| f
1) B By S fm = 1) (] ]

A spin-sajatértékekre torténs osszegezés alol mind az id6fiiggd oszcillalo fiiggvények, mind
az e és f vektorokat tartalmazo tényezSk kiemelhetSk, hiszen egyik sem tartalmazza az
m vagy n spin-kvantumszdmokat. A megmaradé kifejezésekben végezziik el az n-re vald
Osszegezést:

e+t+if

S 1) (]

(5.123)
Az 6sszegekben felismerhetjiik az (5.112) kifejezéseket, azaz az S, és S, léptetd operato-

e—if
2

?

Z() = 5K [—(emt—l)

> ImA1) (m| + (e '-1)

m
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5.7 (S)-kvédzispin-rendszerek

rokat. Ezzel

e+if
2

. | e
Z(t) = ~K |[—(e% —1) % QZ

3 S+ + (e—iQt _ 1)

S_] . (5.124)

A levezetés zaro 1épéseiben irjuk fel az exponencialis fliggvényeket koszinuszos és szinuszos
tagokkal kifejezve, az S, és S, léptets operatorokat pedig fejezziik ki az (5.103) spinvetii-
letekkel:

. e .
Z() = LK [(cosm—n (—e 50 4 is@y 4 ¢ g —¢S<2>)) +
QO 2 2
i e—if oy, gy et oo 5.125
+ i sinQt (— (SYW +iiSY) — 5 (Y —is ))} = (5.125)

_ éK [(COSQt— 1) (S(z)e — s f) + sin Q¢ (S(I)e + 9@ f)} .

A spinvetiiletek (5.103) definicioit behelyettesitve a vektorkifejezések egyszeriibb alakra
hozhatok:

SPe - SWf = (fS)e — (eS)f = (f xe)x S = —nx S, (5.126)

SWe + SOf = (eS)e + (fS)f = (eoe+fof)S=(J —non)S =

(5.127)
=S —-—(Sn)n=(nxS)xn.

Kifejezéseinkbdl — varakozasunknak megfelel§en — kiestek az ideiglenesen bevezetett e
és f vektorok, és csak a fizikai jelentéssel bir6 n vektor maradt meg. A helyoperator Z(t)
oszcillalo tagjanak végss kifejezése tehat a kovetkezs:

1
Z(t) = K [(1-cosQ) (n X s) n sith((n x S) x n>] . (5.128)
Ez a eredmény pedig megegyezik a kvazispin-rendszereket targyalé 3. részben levezetett

(3.27) formula megfelels tagjaval.

A 4. részben leirt altaldnos, projektoros formalizmus tehédt visszaadta a kvazispin-
rendszerekre specialis modszerekkel, a kvézispin-precesszio (3.19) egyenletére alapozva le-
vezetett ZB-formulédkat. Ez a targyalas ugyanakkor azt is megmutatta, hogy — az S = 1/2
kvazispin trividlis esetén tilmenden — miért 1ép fel tetszéleges S kvazispin esetén is csak
egyetlen ZB-frekvencia. Ennek oka a spin-operdtorok azon sajatossagabol kovetkezik, hogy
az Sy és S_ léptets operatorok matrixanak csak a f6atlo mellett vannak nem eltding elemei,
és ennek kovetkeztében a Z™" ZB-egyiitthatok csak szomszédos n és m értékek esetén
kiilonboznek nullatol. A spinoperatorok ekvidisztans spektruma kovetkeztében azonban e
szomszédos allapotok kozti atmenetek mind azonos frekvenciajuak. Igy lehet a sokszintes
kvézispin-rendszereket is egyetlen frekvenciaji Zitterbewegunggal, illetve annak félklasszikus
,porgettyi”-modelljével leirni — szemben a tobbi sokszintes kvantumrendszerben felléps sok-
kal bonyolultabb, kevésbé szemléletes jellegii Zitterbewegunggal. Az utébbira a kévetkezd
fejezetben mutatunk egy nemtrivialis példat.
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5.8. A kétrétegii grafén izotré6p modellje

A kétrétegd grafén — mint mar az 5.3.1 szakaszban emlitettiik — két hatszoges szerkezeti
szénatom-rétegbdl all, melyek egymashoz képest elcsisztatva helyezkednek el. A rendszer
legegyszertibb modelljei csak a rétegeken beliili els6szomszéd-kolesonhatast, valamint a két
réteg egymashoz legkozelebbi atomjai kozti kolecsonhatast veszik figyelembe. Mivel mindkét
réteg két, egymashoz képest elcstsztatott elemi racsot tartalmaz (egy rombusz alakt elemi
cellahoz két szénatom tartozik), a modell négy komponenst lesz, hiszen mindkét réteg A és
B alracsaiban elhelyezkeds atomok hullamfiiggvényeit hasznalja béazisul.

Upper layer

Lower layer

5.2. dbra. A kétrétegt grafén szerkezete. Mindkét réteg minden elemi celldjaban két bazisatom
(két szénatom) van (az abran a kék korok az A tipusa, a piros korok a B tipust szénatomok).

A rendszer bonyolultabb modelljeiben a tavolabbi (mésod-, harmad- stb) szomszéd-
kolesonhatasokat is figyelembe veszik, az eredmény azonban megfelels ,renormalasi” techni-
kéval visszavezethets a négykomponensti modellre, csak az abban szerepls, a kvaziimpulzus-
tol fiiggs fiiggvények lesznek bonyolultabb, ,renorméalt” alakiak. A modellt egyszertsiteni is
lehet, és bizonyos kozelitésekkel kétkomponenst modellel lehet helyettesiteni — ennek maod-
szerét az 5.3.1 szakaszban ismertettiik, és ott vizsgaltuk meg az egyszertisitett modellben
felléps Zitterbewegungot, amely jellegében nem kiilonb6zott az egyrétegi grafénnél talélt
eredménytdl: a driftsebesség parhuzamos az impulzussal, az oszcillacié pedig transzverzalis,
merdleges az impulzusvektorra.

Jelen fejezetben a kétrétegii grafén négykomponensid modelljének legegyszertibb, izotrop
valtozatat vizsgaljuk. E modell a két réteg kozti kolesonhatésok koziil csak egyet, a leg-
erGsebbet veszi figyelembe, és ennek nemtrivialis kovetkezményeként a diszperzios relécid
felillete a K-pont kortl sikbeli forgasszimmetriat mutat, izotrop lesz. A kovetkezd kozelités
méar két kdlcsonhatés-erdsséggel jellemzi a két réteg kapcsolatat. Szemben az el6z6 modellel,
ebben a véltozatban mar megsziinik a rendszer (z,y) sikjaban fennallo izotropia, és a valodi
rendszer hatszoges szerkezetét jobban tiikr6z6, haromfogést szimmetridju szogfiiggés jelenik
meg. FEzzel egyiitt a diszperzios relacio feliilete is jellegzetes topologiai valtozast szenved,
a korszimetrikus Dirac-kupok kozelében 3-3 1j, anizotrop, elliptikus Dirac-kip jelenik meg
(,trigonal warping”). Mint a [D] cikkben megmutattuk, ez a topologiai modosulas a grafén
minimalis vezetGképességében az tijjonnan bevezetett csatolasi dllandotol nem analitikus mo-
don fiiggd 1ényeges valtozashoz vezet. Az anizotrép modellben felléps ZB meghatérozasara
a most bemutatando, a 4. részben leirtakon alapuld szamitas jelentGs elméleti ijdonsagok
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nélkiil, de sok technikai nehézség aran kiterjeszthetd.

A kétrétegii grafén izotrop modelljében szerepld adatok megfelels atskalazasaval elér-
hets, hogy a modell (atskalazott) Hamilton-operatora az (atskalazott) impulzuson kiviil
mindossze egyetlen numerikus paramétertdl fliggjon. Ezt a paramétert, amely lényegében
a két réteg kozti kolesonhatéas erdsségét (pontosabban ennek a rétegen beliili elsGszomszéd-
kolesonhatashoz viszonyitott nagysagat) jellemzi, a késébbi képletek egyszertsitése céljabol
2m-mel jeloljiik. A rendszert most is az (x,y) sikba fektetjiik, és feltételezziik, hogy a p im-
pulzusvektornak az e sikra meréleges p, komponense azonosan nulla. A Hamilton-operator
méatrixa a fenti feltételezésekkel és jelolésekkel a kovetkezd alaku lesz:

0 0 0 p_
10 0 po 0

P+ 0 2m 0

ahol py = p, +ip, = per’'¥ a szokasos modon a (K ponttol mért) kvaziimpulzus-vektor
gbémbi komponenseit jeloli, m pedig egy pozitiv allandé (¢ a szokasos médon a p vektor

(z,y) sikbeli azimutszoge). Megjegyezziik, hogy pip_ = p?. Erdemes bevezetni még a

kovetkezs jelolést:
Qp) = vVp? + m?. (5.130)

A késsbbiekben sziikségiink lesz az (5.129) matrix inverzére, ami kozvetlen modon kisza-
mithato:

0 —2me 2% 0 p_
1 | —2me?t¥ 0 py O

Hp) = 5 ; . N (5.131)
. 0 0 0

A kétrétegii grafén jelenleg vizsgalt modellje — szemben a korébbi fejezetekben szerepls
tobbkomponenst modellekkel — valoban tobbfrekvencias Zitterbewegungot fog mutatni. Ez
azt jelenti, hogy sem az energiaszintek degeneracidja, sem azok ekvidiszténs eloszlasa, sem
a ZB-egylitthatok eltiinése nem takarja el a Zitterbewegung alapvetGen multifrekvencias
jellegét. Ezért ennek a modellnek a leirasara a korabbi egyszertisité modszerek — beleértve
a 3. rész kvazispin-formalizmusat is — nem alkalmazhatok, egyediil a 4. részben bemutatott
altalanos elmélet és targyalasmod vezet célra.

Els§ lépésként meg kell hataroznunk az (5.129) Hamilton-operator sajatértékeit és
projektor-felbontasat. A méatrix negyedfoku karakterisztikus polinomja szerencsére egy mé-
sodfokil polinom négyzeteként irhato fel, ezért a sajatértékek egyszertien kiszamithatok. A
négy sajatérték a kovetkezd:

Elz—a, EQZ—B, Egzﬂ, E4:Oé, (5132)
ahol a kovetkezd jeloléseket vezettiik be:

a(p) = Q(p) + m, B(p) = Qp) — m. (5.133)

Az energiaszintek az E = 0 egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el, egy adott p
impulzus-értékhez tartozo négy energiaszint atlaga nulla. Ezért — a 4.8 fejezetben mondot-
tak és a (4.64) formula szerint — a driftsebesség ,regularis” Vi része nulla lesz, a teljes
driftsebesség ,anomalis” eredeti lesz.

Az a(p) és B(p), illetve a —a(p) és —5(p) gorbék (hiperbolak, amelyek az origod
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kozelében parabolakkal kozelithetSk) egymaéassal parhuzamosak, egyméas 2m értékkel valo
fiiggbleges eltoltjai.

A p =0 pontban az (p) fliggvény értéke m, ezért a G(p) fiiggvény itt nulla értéket
vesz fel. Ennek kovetkeztében az origoban a 5(p) és a —f(p) gorbék parabolikusan érintik
egymast. Ezt a strukturat ugy tekinthetjiik, mint az egyrétegl grafén esetében megismert
Dirac-kupoknak a két réteg kozt felléps kolesonhatas kovetkeztében ,Newton-parabolékka
torzult valtozatat. A két parabola érintkezése kovetkeztében viszont — akarcsak az egyrétegi
grafén esetében — tovabbra sincs energiahézag, ,gap” a két sav kozott, azaz tetszélegesen
fiiggvények frnak le, az origdban érintkezs savoktol véges, 2m tavolsagra huzodik, a két kozeli
savtol véges gap valasztja el 6ket. Kis energiajia kozelitésben ezért ezt a két sdvot el szokas
hagyni, és a csonkitott diszperzids relacié egy egyszeriibb, 2 x 2-es Hamilton-maéatrixszal is
reprezentalhatd, mint azt az 5.3.1 szakaszban lattuk.

c s

pont kozelében) az 5.3 abran mutatjuk be.

—Q

\7d

5.3. dbra. A kétrétegd grafén izotrop modelljének diszperzios relacidja a K pontok kozelében.

Az energiaszintek ismeretében rogton meghatarozhatjuk a (4.22) kiilonbségi frekvenciakat
is. Négy kiilonb06z6 energiaszint esetén — mivel barmelyik két szint kozott felléphet atmenet —
Osszesen hat atmeneti frekvenciat varhatunk. A kétrétegii grafén szintszerkezetének specialis
tulajdonsagai kovetkeztében azonban csak kevesebb frekvencia szerepel, hiszen az a(p) és
a [(p) szintek 2m tavolsidga megegyezik a —fF(p) és a —a(p) szintek kozti tavolsaggal,
és hasonloképpen az a(p) és a —f(p) szintek kozti 2Q(p) tavolsag is azonos a 3(p) és a
—a(p) szintek tavolsagaval. Igy dsszesen négy kiilonboz6 frekvencia lép fel:

Wa,—a = 2a(p) , wp,—5 = 2B(p) (5.134)

Wh—a = Wa—p =0+ =20Q(p) , Wga =W_q-g=F—a=2m.

Az egybeest frekvencidju rezgésekhez tartozo ZB-egyiitthatok osszeadddnak. A most tar-
gyalthoz hasonlo jelenség lépett fel az 5.7 fejezetben targyalt kvazispin-rendszerek esetében
is, azzal a kiilonbséggel, hogy ott sok ZB-egyiitthatd zérusnak adodott, a nem zérus egytitt-
hatokhoz tartozo frekvencidk pedig mind egybeestek.

A kovetkez§ 1épés a projektorok meghatarozésa. Ehhez a C. fiiggelékben leirt modszert,
a Lagrange-matrixpolinomok vagy mas néven a Frobenius-invaridnsok modszerét hasznal-
hatjuk, amely a Hamilton-operator polinomjaként allitja el a projektorokat. A polinomok
kiszamitasa kozben kihasznélhatjuk a Cayley—Hamilton-tételt, mely szerint minden méatrix
kielégiti a sajat karakterisztikus egyenletét:

(H—al)(H+al)(H—-BI)(H+BI) = H* — (o + B2 H* + o* BT = 0. (5.135)
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5.8 A kétrétegii grafén izotrép modellje

Négy kiilonbo6z6 egyszeres sajatérték, ennek megfelelGen négy egydimenzios sajataltér esetén
tovabbi egyszertsités érhetd el: a projektorok elgallithatok két involutorikus (titkr6z6) matrix
segitségével, melyek egyike az 1. és 4. sajatértékekhet tartozo alteret tiikrozi a 2. és 3.
sajatértékhez tartozo altérre, a masik pedig az 1. és 3. sajatértékhez tartozo alteret tiikrozi
a 2. és 4. sajatértékekhez tartozo altérre.

I+RI+T I—RI-T
Qa:TTa QBZTTy
(5.136)
o _I+RI-T o I-RI+T
D) 9 7 T T 9

Esetiinkben az egyik tiikr6z6 matrix igen konnyen megkaphato, hiszen a sajatértékek
ellentétes elGjellel parosaval fordulnak elg: o, illetve £/, ezért a Hamilton-operator H?
négyzetének sajatértékei o és (2. Igy a Lagrange-matrixpolinomok modszerét a H? ope-
ratora alkalmazva , kozvetleniil megkaphatjuk a két projektort, kiilonbségiikként pedig az
egyik involutérikus méatrixot:

H2_ 2[ H2_ 2[
T = (Qu+Qua) = Qo+ Qua) = "y — S =

2H? — (o> +6%)1  H?> — (m*+Q%)1
a? — 32 N 2m ) ’

(5.137)

ahol az utolso lépésben kihasznaltuk a sajatértékek (5.133) eldallitasat.

A masik tiikrozé matrix hasonlé modon, bar kissé tobb szamolassal vezethetd le, kozben
kihasznalhatjuk az (5.135) egyenlGséget. Az eredmény legegyszertibben az (5.131) képletbeli
H~! matrix segitségével fejezhetd ki:

3 (.2 2
RZ(Q&+Q—6>_<Q5+Q—Q):H (a +6 QB)H:

afa —p)
(5.138)
B H_1H4—(oz2—|—62—ozﬂ)H2 o H*-apl H—-p’H!
B af(a —p) B a—B 2m ‘

A Hamilton-operator (5.129) alakjat behelyettesitve végiil megkapjuk a projektorokat
generalo T' és R involutérikus matrixok konkrét alakjat:

-1 0 p_ 0 0 e2% 0 0
o -1 0 p e 0 00

T=1p o 1 ol B=1"9 0o o1 (5.139)
0 p. 0 1 0O 0 10

Mindezeket a technikai bonyodalmakat azért érdemes vallalni, mert a — viszonylag bonyo-
lult alakt — Q* projektorok az (5.136) egyenldségek alapjan kifejezhetsk az igen egyszertd
alaka T és R matrixokkal. Ezek utan a ZB-egyiitthatok (4.25) kifejezései is visszavezet-
heték a T és R métrixokra és p szerinti derivéiltjaikra. A hosszu, de elemi szamitast
nem részletezziik, csak a végeredményt kozoljiik. A kétrétegt grafén izotrop modelljében a
helyoperator Heisenberg-képbeli mozgésa a szokasos modon a kovetkezs alaku lesz:

%(t) = %(0) + Wt + Z(t) (5.140)
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ahol a W driftsebesség matrixa:

0 —me 2 0 p_

1 | —me?i¥ 0 pr 0O
W=prgp 0 D 0 m|’

D+ 0 m 0

az oszcillalo tagok pedig a kovetkezd alakuak:

2 p? 0 2mp_ 0
_ h exp 0 —2p? 0 —2mp,
Z(t) = T2 2 (cos2mt —1) 2mp, 0 o 0
0 —2mp_ 0 2p?
0 2p?e 2w 0 2mp_
. —2p?e2iv 0 —2mpy 0
+isin2mt 0 omp. 0 2 2
2mp, 0 —2p? 0
g2 0 —Bp- 0
0 —? 0 Bp+
+ (cos2at —1
( " =8p. 0 » 0
0 pBp- 0 —p?
0 B2e 2 0 —Bp_
. —[3%e2iv 0 By 0
+ ¢sin2at
0 —Bp- 0 P’
By 0 - 0
a? 0 ap_ 0
0 —a? 0 —ap,
+ (cos25t—1) ap. 0 » 0
0 —ap_ 0 —p?
0 —a?e”?% 0 —ap_
. a?e?iv 0 apy 0
+isin2pt 0 —ap. 0 _p?
ap+ 0 P’ 0
0 0 Qp_. 0
thm p 0 0 0 Qpy
t o0 p (cos2Qt —1) —Qp, 0 0 0
0 —Qp. 0 0
0 —p?e2i¥ 0 mp_
2 20 _
.. pe 0 mpy 0
+14sin20¢ 0 Cmp 0 »
—mpy 0 p? 0
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A végeredménybdl leolvashatjuk a kétrétegii grafén izotrop modelljében felléps Zitter-
bewegung alapvetd jellemzgit. A driftsebesség az (5.141) képlet szerint parhuzamos a p
impulzussal. Az (5.134) formula szerint négy kiilonb6z6 frekvenciaju oszcillalo ZB modus
lép fel, ezek koziil harom transzverzalis, az (e X p) vektorral parhuzamos irdnya, mig egy,
az () frekvenciaju rezgés longitudinalis, a p vektorral parhuzamos iranyt.

Lathato, hogy mar a viszonylag egyszert alaku (5.129) Hamilton-operator esetén is milyen
bonyolult (mindazonaltal egzaktul, kozelités nélkiil kezelhets) mozgéast végez a helyoperétor.
E mozgasformak igazi gazdagsaga természetesen akkor tarul fel, ha az (5.140) helyoperator
varhato értékét kiillonbozé kezddfeltételek, azaz kezdeti allapotvektorok esetén kiértékeljiik,
és a varhato értéket (amely pl. egy hullamcsomag kozéppontjanak mozgasat jellemezheti)
az id6 figgvényében, lehetSleg harom dimenziéban abrézoljuk. Ezt a munkat végezte el
TDK-didkunk, Széchenyi Géabor, aki az (5.140) helyoperator varhato értékét szamos kiilon-
boz6 kezddallapotra kiértékelte és abrazolta. TDK-dolgozatara [42] az ELTE TTK 2009-es
Tudomaéanyos Diakkori konferencidjan elsé dijat kapott.

5.9. Tanulsagok

Ebben a részben a kvazispin-rendszerekre kidolgozott, a 3. részben bemutatott elméletet,
illetve a 4. részben bemutatott altalanos formalizmust alkalmaztuk a fizika kiilonbo6zé aga-
iban, ezen beliil is a szilardtestfizikiban és a nanofizikaban felbukkant kiilonb6zé kvantum-
modellekre. E részletesen megvizsgalt modellek a legegyszertibbek kozé tartoznak, mégis a
Zitterbewegung szdmos valtozatos aspektusa tarult fel tanulmanyozasuk sordn. Nincs elvi
akadalya annak, hogy ugyanezeket az eljarasokat és formuldkat bonyolultabb rendszerekre,
még tobb komponenst allapotvektorokra haté Hamilton-operatorokat hasznalé modellekre
is alkalmazzuk. A technikai nehézségek matematikai programcsomagokkal, illetve nume-
rikus modszerekkel kénnyen legyézheték. Latjuk, hogy a Zitterbewegung fellépte nem a
Dirac-elektron vagy a relativitaselmélet kuriézuma, hanem a tobbkomponenst kvazi-szabad
kvantumrendszerek altaldnos tulajdonsaga.

A vizsgalt legegyszertibb kvantummodellek tanulméanyozésa a Zitterbewegung kvetkezd,
korabban nem ismert vagy nem eléggé hangsilyozott jellemzGire mutatott ra:

e A Zitterbewegung specialis kivételektsl eltekintve minden vizsgalt modellben fellépett.

c s

ség, hanem altalaban a kvazi-szabad rendszer adott impulzusértékhez tartozo kiilon-
b6z6 energiaszintjei kozotti kiilonbségi frekvencidk mindegyike megjelenik a helyope-
ratorban.

— A legegyszeriibb rendszereket 2 x 2-es effektiv Hamilton-operator irja le. Ebben
az esetben csak két energiaszint, igy evidensen csak egyetlen kiilénbségi frekvencia
jelenik meg.

— Vannak olyan rendszerek, amelyeket tobbdimenzios allapotvektor, ezért nagyobb
méretd Hamilton-méatrix ir le, de a sajatértékek degeneraltak, és végeredményben
csak két kiilonb6z6 energiaszint alakul ki. Ebben az esetben ismét csak egyetlen
ZB-frekvencia 1ép fel. Vizsgélt modelljeink koziil ide tartozik Schrédinger eredeti
7ZB-ja és a Luttinger-modell.

— Speciélis esetet képeznek az S > 1/2 spinértéki kvézispin-modellek. Ilyen-
kor (25 + 1) kiilonb6z6 energiaszint van jelen, de a koztik levs dtmenetekhez
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tartoz6 ZB-egyiitthatok jelentGs része a spin-algebra sajatossagai kovetkeztében
nulla, csak a szomszédos szintek kozotti &tmenetekhez tartoznak nem eltiing ZB-
egyiitthatok. A szomszédos szintek viszont ekvidisztansak, ezért minden lehet-
séges atmenet azonos frekvenciaju. Igy a ZB ismét csak egyetlen frekvenciaval
jellemezhetd.

Hasonlo, de részleges egybeesés elGfordul a leghonyolultabb megvizsgalt rend-
szer, a kétrétegld grafén izotrop modellje esetén is. Itt — a spektrum speciélis
szimmetridja miatt — a négy energiaszint kozotti hat lehetséges adtmenet koziil
kettének—kettének egybeesik a frekvenciaja, ezért Osszesen csak négy kiillonbozd
frekvenciaju ZB-oszcillacio 1ép fel.

Az altalanos esetben az N komponensi allapotvektorral leirhato rendszerben az
N energiaszint kozott N (N —1)/2 kiilonb6z6 frekvencidjiu ZB-modus jelenik meg.

o A 7B rezgések vektoridlisak. A rezgések amplitudévektorai a legkiilonbo6zébbek lehet-

nek.

— Schrédinger eredeti példajahoz hasonléan tobb rendszerben transzverzalis ZB lép

fel. A kétdimenzios rendszerek (pl. az egyrétegii grafén vagy a kvantumvolgyben
mozgd nehéz lyukak) esetében ez az impulzusvektorra merdleges amplitudovektor
a rendszer sikjaba esik. Maés, hidromdimenziés mozgasok esetén a polarizacid
merGleges az impulzusra, de konkrét irdanyat a kezddfeltételek szabjik meg. Ez
a helyzet a Luttinger-modell esetén. A Schodinger-féle ZB esetében a rendszer
ykihasznalja a harom dimenzi6ét”, a helyvektor varhato értéke dugohuzo alakua
palydn mozog az atlagos, egyenes vonalt, allandd sebességli mozgas koriil.

A kétdimenzios szupravezetGkben mozgd Cooper-parok egy masik lehetGségre, a
longitudinéalis, vagy cikloidélis ZB-re mutatnak példat. Ekkor a részecske nem tér
le az egyenes palyarol, de az allando sebességli mozgéashoz képest eléresiet, illetve
hatramarad.

Tobb szabadsagi fokt rendszerek esetén bonyolultabb esetek is elfordulhatnak.
A kétrétegt grafén izotrop modelljében négy ZB-modus 1ép fel, ezek koziil harom
transzverzalis, egymaéssal parhuzamos, a rendszer sikjaba esé irdnyt, a negyedik
modus longitudinalis. Ilyen rendszerek esetén a kezddallapottol fiiggéen a hely-
operator varhato értéke igen érdekes és bonyolult adbrakat rajzolhat ki. (Fzek
koziil sok megtekinthetd Széchenyi Gabor dolgozataban [42].)

Az eddig emlitett rendszerek — térben vagy sikban — izotropok voltak. Bo-
nyolultabb jelenségek léphetnek fel, ha a rendszer nem izotréop, a Hamiton-
operatorban explicit médon megjelennek a részecskemozgas hatteréiil szolgald
kristaly kitiintetett iranyai, szimmetriatulajdonsagai és anizotropiai. Vizsgalt
modelljeink koziil ilyen volt a Rashba-Dresselhaus-rendszer. Itt a kristaly z-
és y-tengelye kitlintetett szerepet jatszik. A ZB-rezgések itt is transzverzélisak,
de a driftsebesség mér bonyolultabb médon fiigg az implzus irdanyatol. Egy masik
anizotrop rendszer a kétrétegii grafén ,trigonalis torzulast” is tartalmazoé anizotrop
modellje, amelynek részletes leirasatol itt helyhiany miatt eltekintettiink (a vizs-
galat eredményeit késébb kivanjuk publikdlni). Ebben a modellben a ZB-rezgések
iranya bonyolult médon fiigg az impulzusvektor iranyatol és nagysigatol, mikoz-
ben ez a fiiggés tiikrozi a vizsgalt fizikai rendszer haromfogasta szimmetriajat.
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e Me¢ltatlanul kevés figyelmet forditottak kordbban a Zitterbewegung ,driftsebességére”.
A Schodinger-féle esetben ez nagysagra és iranyra megegyezett a klasszikus fizika (a
specialis relativitaselmélet) alapjan a p impulzust és E energiaju részecskének ,,jaro”
V sebességgel. Ezért magatol értetddének gondolték, hogy a ZB rezgései a klassziku-
san kiszamithato, alland6 sebességi részecskepalya koriil zajlanak le. Eredményeink
azt mutatjak, hogy a helyzet ennél sokkal komplexebb.

— A kvazispin-rendszerek esetén elkiilonitettiik a Hamilton-operator egységoperé-
torral aranyos tagjabol szarmazoé ,regularis” és a kvazimagneses térrel kdlcsénha-
tasban allo kvazispin-tagtol szarmazoé ,anomalis” tagjat. A 3.7 fejezetben megmu-
tattuk, hogy az anomalis sebesség fellépésének oka a (3.21) egyenletben szerepld
M id6fejlesztd” operator nemtrivialis, valodi gyengén involutorikus volta, nulla
sajatértékéhez tartozd magterének létezése. Sok rendszer esetén a Hamilton-
operator regularis tagja hianyzik, a teljes sebesség ,,anomalis”.

— Az ,anomaélis” sebességet leiré mennyiség (a klasszikus fizikai sebességgel azono-
sithato regularis sebességtdl eltéréen) operator. Més-mas értéket vehet fel attol
fligg$en, milyen allapotvektorra értékeljiik ki a helyoperatort. Ez a legegyszertibb
esetben, kétallapoti rendszerek esetén tigy jelenik meg, hogy a sebesség az egyik
energia-sajatallapotban ugyanabba az iranyba mutat, mint az impulzus, a masik
esetben pedig az ellenkezd irdnyba. Ezért szuperponalt allapotban is azt kapjuk,
hogy a driftsebesség varhato értéke parhuzamos az impulzussal, csak nagysaga val-
tozik az allapottol fliggden. Ezt a jelenséget nagyvonalian egy ,effektiv tomeg”
fogalommal lehetne leirni. Egy kissé bonyolultabb, anizotrép rendszerek esetében
azonban az anomalis sebességoperator sajatérték-vektorai mar altalaban nem par-
huzamosak az impulzusvektorral. Erre j6 példa a Rashba—Dresselhaus-modell.

— A 4. részben megmutattuk, hogy a driftsebesség operdtora az egyes energia-
sajatértékek impulzus szerinti gradienseként adodik. Ezek a vektorok — kellGen
bonyolult Hamilton-operator esetén — altalaban sem egymassal, sem az impulzus-
sal nem parhuzamosak.

— A vizsgalt rendszerekben felléps Zitterbewegungot a 4.8 fejezetben altérpéarok
szerinti felbontasban tanulmanyoztuk. Lattuk, hogy — akarcsak az oszcillalo tagok
— a driftsebesség is felbonthato az egyes altérparokhoz tartozo jarulékok, valamint
egy effektiv atlagos” sebesség Osszegére. Az utobbi kétallapoti rendszerek esetén
egybeesett a kordbban targyalt ,regularis” sebességgel. Ha a vizsgélt rendszernek
egyaltalan létezik klasszikus megfelelGje, csak az igy levalasztott atlagsebesség
azonosithato a klasszikus modellbeli sebességgel.

— A fentieknek megfelelGen a Zitterbewegung semmiképpen sem egyszertisithets le
,a klasszikus egyenes vonali egyenletes mozgés koriili oszcillacid” jelenségére —
hiszen az altalanos esetben sem az egyetlen sebességvektorral jellemezhats klasszi-
kus mozgas, sem az egyetlen frekvenciaju oszcillacié nem létezik. A Zitterbewe-
gung sokkal komplexebb jelenség, és az itt részletesen tanulmanyozott egyszeri
rendszereken tullépve azt varhatjuk, hogy az ismert leegyszertisitésekkel mar nem
élhetiink, a jelenség a maga teljes bonyolultsidgdban mutatkozik meg.

e A kombinalt Rashba—Dresselhaus-modell specilis esetében, a paraméterek megfeleld
valasztasakor azt tapasztaltuk, hogy egyaltalan nincs Zitterbewegung. Ez az érdekes
eset arra utal, hogy az altaldnos sémaéval ellentétben bizonyos specidlis szimmetriak
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elnyomhatjik a ZB jelenségét. Kiilonosen figyelemre méltd, hogy a RD-modell egyik
paramétere kisérleti koriilmények kozott kiilsé elektromos térrel hangolhatd. Ez lehets-
séget nyudjthat a ZB ,vezérlésére”. Mivel a dolgozat megirasa 6ta végzett szamitasaink
(lasd a |C] cikket) arra utalnak, hogy a ZB fontos szerepet jatszik a szilardtestek és na-
noszerkezetek transzponttulajdonsagaiban, ez a hangolhatosag érdekes perspektivakat
nyujthat a majdani nanoelektronikai és spintronikai eszkézok szabalyozasa tekinteté-
ben.

98



Konklazio

Dolgozatom a Zitterbewegung immar nyolcvan éve felfedezett, de még ma sem eléggé is-
mert jelenségének fizikai és matematikai alapjairol szolt, kiilonos tekintettel az utobbi évek-
ben szamos kiilonbo6zd szilardtestfizikai és nanofizikai rendszerben felbukkant, az eredeti
Schrodinger-féle ZB-hez hasonlo, de téle sok tekintetben eltérs jelenségekre. Fébb megalla-
pitasaim a kovetkezdk:

e A 7B igen altalanos kvantumjelenség, szdmos kvantumrendszerben elGfordul. Fellépé-
sének sziikséges feltételei a kovetkezdk:

— Tobb komponensi kvantumrendszer, melynek Hilbert-tere a szokéasos végtelen
dimenzios tér (pl. fiiggvénytér) és egy véges dimenzios komplex vektortér tenzori
szorzata. A hullamfiiggvény tobb komponense altal leirt véges sok szabadsagi fok
fizikailag igen eltérs lehet (pl. a Dirac-elektron spinor-komponensei, az egyrétegii
grafén elemi cellajanak két nem ekvivalens helyzetd atomja, a kétrétegii grafén
rétegei, szilardtestek vegyérték- és vezetési savja, a méasodrendi Klein—Gordon-
egyenlet elsérendiire visszavezetésekor megjelens komponensek stb.).

— Kvazi-szabad kvantumrendszer. Ez azt jelenti, hogy a rendszert leir6, dinamikajat
megad6 Hamilton-operéator csak az impulzustol (vagy kvéaziimpulzustol) fligg, a
helyoperatortol nem. Ez kétféleképp fordulhat el6: a rendszer ténylegesen elto-
lasinvarians (pl. a relativisztikus szabad elektron), vagy a rendszer matematikai
leirasa formalisan kikiiszoboli a helyfiiggést (a szilardtestek savelmélete, amely
a bonyolult helyfiiggs részleteket a soksavos diszperzios relacio fliggvényalak-
jaba transzformalja). Megjegyzés: ez a feltétel nem azt jelenti, hogy helyfliggs
Hamilton-operator esetén nem léphet fel a ZB-hez hasonlo, vagy még bonyolultabb
mozgés, hanem inkabb arra utal, hogy ilyen esetben nincs egyértelmi modszer a
klasszikusnak megfelels ,sima” mozgas és az arra rakodo oszcillaciok szétvélasz-
tasara.

— A bels6 szabadsagi fok és a transzlacios szabadsagi fok Osszekapcsoldodéasa. Ezt
a legegyszeriibben az impulzusfiiged matrixelemeket tartalmazé nemdiagonélis
Hamilton-operatorral tudjuk megvalositani. Ezt a kapcsolatot nevezhetjiik ,alta-
lanositott spin—palya-csatolasnak’” is.

A fenti feltételek fennallasa esetén — hacsak specialis extra szimmetria nem tiltja — a
rendszerben fellép a Zitterbewegung.

e A dolgozat 4. részében bemutatott eljaras a fenti alaka Hamilton-operatorok esetén

megadja a ZB jelenségének teljes leirasat, azaz a Heisenberg-képbeli helyoperator eg-
zakt 1d6fliggését. A helyoperator a kovetkezd tagokbol all:
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— A kezdeti helyzet operatora, amely megegyezik a Schrodinger-képbeli helyopera-
torral, azaz az impulzus szerinti gradienssel.

— Lineéris, alland6 sebességii mozgas. A sebességoperator a Hamilton-operator
egyes energia-sajataltereire vetité projektorok és a megfelel6 energia-sajatérték
impulzus szerinti gradienseként elGallo parcialis sebességek szorzatainak Osszege.
E parcialis sebességvektorok dltalaban nem parhuzamosok sem egymaéssal, sem az
impulzusvektorral.

— Allando eltolodas — ez a tag lényegében az oszcillalo tagok kezdeti értékének be-
allitasara szolgal, technikailag érdemes az oszcillalo tagokba beolvasztani.

— Oszcillalo tagok, azaz a tulajdonképpeni Zitterbewegung. A kordbbi vélekedés-
lenség, hanem az adott impulzus-értékhez tartozo Osszes energiaérték kozti kii-
16nbségi, lebegési frekvenciak megjelennek. Az egyes modusok egyiitthatoi az
energia-sajatalterekre vetit6 projektorokbdl és azok impulzus szerinti gradiensé-
bél konstrualhatok meg.

A Zitterbewegungnak a kozvélekedéssel szemben sem a specialis relativitaselmélethez,
sem a spin jelenségéhez nincs kozvetlen kdze. Pusztén torténeti véletlen, hogy a ZB
jelensége elGszor az elektron spinjét is leird relativisztikus Dirac-egyenletben bukkant
fel. Ez a jelenségkor is teljesiti a ZB fenti harom kritériumat — csak ennyi a kapcso-
lat. Igy mar érthets, hogy a szilardtestfizikai modellrendszerekben, ahol nincsenek
relativisztikus sebességek, de van tobbkomponensi hullamfiiggvény és altalanositott
SO-kolcsonhatas, miért oly gyakori a ZB megjelenése.

Mikor nem jelenik meg a ZB? Erre egy érdekes példat tudtunk mutatni: a Rashba—
Dresselhaus-modell specialis esetét, amikor csak a rendszer energa-sajatértékei fiiggnek
az impulzustol, a sajatalterek nem, 1évén azok fixek. Ebben az esetben a projektorok
impulzus szerinti gradiensei, igy az Osszes ZB-egyiitthato is zérus. Hasonlo jelenség
mas kvantumrendszerekben is eléfordulhat.

Altalanos targyalasunk konnyen alkalmazhato volt az irodalomban a ZB-re vonatkozo
Osszes korabbi, elszort, mas-mas ad hoc szamitasi modszerrel elGallitott részeredmény
rekonstrukciojara. Emellett természetesen korabban nem targyalt, bonyolultabb rend-
szerek vizsgalatara is alkalmaztuk. A kétrétegd grafén izotrép modelljében felléps ZB
jelenségét az irodalomban els6ként |B] cikkiink, illetve [B1| kiegészitése irta le (lasd
a dolgozat 5.8 fejezetét). A kétrétegi grafén anizotrép modelljére vonatkozo hasonlo,
még bonyolultabb eredményeink publikalasat a kozeljévében tervezziik.

Uj, megleps és fontos fejlemény, hogy a vizsgalt modellrendszerek transzportjelen-
ségeinek (elektromos vezetSképesség, Hall-effektus stb.) leirdsa soran ugyanazok az
egyiitthato-métrixok jelennek meg, mint a ZB esetén. Ez a két jelenségkor kozti mély
kapcsolatra utal. A részleteket [C| cikkiinkben irtuk le. A szamitas kulcslépése itt is a
Hamilton-operator projektor-felbontésa volt. Ez a kapcsolat egyrészt segithet a ZB —
kozvetett — kisérleti kimutatasaban, mésrészt lehet6vé teszi a nemtrivialis egyedi elekt-
ronmozgasi rendszerek bonyolult transzportjelenségeinek mélyebb megértését, esetle-
ges vezérlését is.

A kiilonb6z6 impulzust hullamok keveredése a gyakorlatban a ZB kioltasdhoz, gyors
lecsengéséhez vezethet. Altalanos elméletiink segithet megtaldlni azokat az eseteket,
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amikor a diszperzios relacié impulzusfiiggésének specialis alakja miatt a ZB nem cseng
le, hanem tartésan fennmaradhat. Ez a kérdés tovabbi tanulméanyozast igényel, valo-
szinlileg a masodkvantélt formalizmus felhasznélaséval.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonetemet fejezem ki baratomnak és kollégamnak, Cserti Jozsefnek, aki megismertetett
a témaval, bevont kutatésaiba, beavatott a modern szildrdtestfizika és nanofizika gondolat-
vilagaba, probléméiba, modszereibe, emellett tobb konferencian és iskolan Osszeismertetett a
téma hazai és kiilfoldi mtivelSivel. A téméarol folytatott megbeszéléseink, a kozos szamoléasok,
az egyénileg végzett szamitasok egyeztetése és Osszecsiszolasa, az eredmények interpretalésa-
rol folytatott diszkussziok, a kozosen irt cikkek elGkészitése és megirasa — mindez emlékezetes
és élvezetes munka volt.

Koszonom Csordas Andras segitségét, aki a dolgozat alapos elolvasésaval és hasznos
tanéacsaival elGsegitette a targyalas érthetGbbé és kovethetEbbé tételét.

Ko6szonom Kiraly Andrednak, hogy a dolgozat tobbszori atnézésével és részletekbe mend
javitasaval megszabaditotta azt szamos zavar6 technikai és formai hibatol. A kéziratban
most is benne maradt hibakért természetesen csakis engem terhel a felelGsség.

Koszonom Egri Gy6zének, hogy felhivta a figyelmemet a Mach-elv és a Zitterbewegung
feltételezett kapcsolatara.

Koszonetet mondok azoknak a kollégaknak, valamint szeminarium- és nyariiskola-
szervezdknek, akik az utobbi években, az anyag elkésziiltének kiilonb6zé fazisaiban tobbszor
is felkértek elGadasok tartasara. Fzek a felkérések rakényszeritettek az elkésziilt anyag at-
gondolaséra, letisztazasara, megfogalmazasara, ezzel nagyban hozzajarultak a jelen dolgozat
elkésziiléséhez is. Koszonom az emlitett el6adasok hallgatéinak, hogy érdeklGdésiikkel, kér-
déseikkel, megjegyzéseikkel, olykor értetlenségiikkel hozzajarultak az anyag csiszolasahoz,
érthetébbé formaléséhoz.

Utolag is koszonetet mondok a néhai Marx Gyorgy professzornak, akitsl az elméleti fizika
szeretetét, a vilag érdekességei iranti olthatatlan érdeklddést, a matematikai leiras eleganciaja
iranti (a megfelels pillanatban némi sziikséges lazasaggal enyhitett) rajongast és tiszteletet,
raadasként pedig az ismeretek atadasa iranti hatartalan vagyat és lelkesedést tanultam.

Végiil koszonetet mondok mindazon kollégamnak és bardtomnak (beleértve a fentebb
név szerint emlitetteket is), akik a cikkek és a dolgozat elkészitésének ideje alatt barati siir-
getésiikkel és noszogatasukkal a munka megkezdésére, folytatasara és miel6bbi befejezésére
Osztonoztek.

A munkat anyagilag a Marie Curie ITN NanoCTM (FP7-PEOPLE-ITN-2008-234970)
palyazat, illetve a 75529. és 81492. szamu OTKA palyazatok tamogattak.

103



5. rész  Alkalmazéas kiilonbozé kvantummodellekre

104



A. fuggelék

Involutérikus és gyengén involutorikus
operatorok

Az aldbbiakban a levezetéseinkben hasznélt néhany lineéris algebrai fogalmat és tételt fog-
lalunk Gssze. A részleteket illetGen Rozsa Pal kényveire [67,68] utalunk.

A.1. Egyszertl struktiraji operatorok és fiiggvényeik

Legyen V egy véges dimenzios, komplex, hermitikus skalaris szorzattal ellatott lineéris tér,
A pedig a V téren hato linearis operator. (A lineéris operatorokat altalaban maéatrixokkal
reprezentaljuk, a hasznalt fogalmak, jelz6k operatorok helyett értelemszertien méatrixokra is
alkalmazhatok.) Az A operator minimdlegyenlete az a legalacsonyabb foku algebrai egyenlet,
amelyet az operator kielégit. Ezt nullara rendezve és a fGegyiitthatot 1-nek valasztva kapjuk
a minimdlpolinomot. Ennek gyokei megegyeznek a karakterisztikus polinom gyokeivel, azaz
az operator sajatértékeivel, és mindegyik gyok szerepel, legfeljebb annyiszor, mint a karakte-
risztikus polinomban [67]. A kétféle polinom megkiilonboztetésnek tehat csak akkor van
jelentGsége, ha a karakterisztikus polinomnak tobbszords gyoke(i) is van(nak).

AV téren hato A lineéris operatort eqyszerd struktiurdjinak nevezzik, ha miniméalpoli-
nomjanak minden gyoke egyszeres multiplicitasi. Az egyszeri strukturaja operatorok leg-
fontosabb tulajdonsaga, hogy sajatvektoraik kifeszitik a linearis teret, amelyen az operator
hat, tehat a sajatvektorokbol bazist lehet alkotni. A kvantummechanikédban leggyakrabban
el6forduld hermitikus és unitér operatorok véges dimenzioju véltozatai mind az egyszeri
struktiraju operatorok kozé tartoznak [67]. A tovabbiakban csak egyszertd struktiraju ope-
ratorokkal foglalkozunk.

Vizsgaljuk meg a V téren haté A linearis operator analitikus fiiggvényeit! Olyan f(z)
komplex valtozos fiiggvényeknek az operatorokra altalanositasarol van széd, amelyeket hat-
vanysorukkal értelmeziink:

ahol a ¢, egyiitthatok rogzitett, altalaban komplex szamok.

A matrixfiiggvények alaptétele szerint (lasd [68]) ha egy A operator minden sajatértéke
az (A.1) hatvanysor konvergenciakorén beliil fekszik, akkor a z valtozo helyébe az A operator
behelyettesitésével kapott operator-hatvanysor is konvergens, és értelmezi az A operator f(A)
fiiggvényét:

flA) =col + A+ A+ .+, A" + .. (A.2)
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Az exponencialis fliggvény és szarmazékai (sin, cos, sh, ch) az egész komplex sikon konver-
gensek, ezek a fiiggvények tehat tetszdleges operatorra értelmezhetdsk.

Véges dimenzioju V téren hato, egyszerid struktiraju operatorok esetén a matrixelmélet
egyszerd konstruktiv eljarést is kinal a matrixfiiggvény kiszamitésara. Készitsik el az A
operator projektorfelbontésat:

A=) XQa. (A.3)

ahol a A\, szamok az A operator sajatértékei, (), pedig az a-ik sajataltérre vetits projektor.
E projektorok kielégitik a Neumann-féle ortogonalitasi és teljességi Osszefiiggéseket:

QaQp = 0 Qu , > Qu=1. (A4)

Ezeket felhasznalva (és hivatkozva a konvergenciara vonatkozo tételekre) konnyen belathato,
hogy
FA) =D f(A) Qa (A.5)

feltéve, hogy az A, sajatértékek valamennyien beliil vannak az (A.1) hatvanysor konver-
genciakorén. Az (A.5) konstrukci6 a linearis algebra egyik legalapvetébb és legsokrétiibben
hasznalhat6 Osszefiiggése, e dolgozatban is igen sokszor hivatkozunk ra.

Megjegyzés: A sajatalterekre vetité (), projektorokat altalaban a sajatvektorok diadikus
szorzataibol allitjak el. A matrixalgebra egy egyszertibb, direkt eljarast is szolgaltat, amely-
hez nem sziikségesek a sajatvektorok, elegendd az eredeti A operator és a A, sajatértékek
ismerete. Ezt az eljarast, amely a Lagrange-féle métrixpolinomokon alapul, a C. fiiggelékben
mutatjuk be. Az eljaras konnyen implementalhat6 szimbolikus programokba (pl. Mathema-
tica), és jelentGsen egyszertibbé teszi, ezzel meggyorsitja a matrixfiiggvények kiszamitasat.

A.2. Involutérikus operatorok és fiiggvényeik

Egy egyszert struktirdju 7' operatort tiikkrozs, vagy el6kel6bb széval involutorikus opera-
tornak (matrixnak), révidebben involicionak neveziink, ha minimalegyenlete a kovetkezs:

T? = Iy, (A.6)

azaz négyzete megegyezik a V tér egységoperatoraval (6 maga viszont nem az egységopera-
tor, hiszen akkor a A = 1 elséfoku egyenlet lenne a minimaélegyenlete). A tovabbiakban az
egyszertbb jelolés kedvéért az egységoperator V indexét nem irjuk ki, magat az egységopera-
tort pedig egyszerten I-vel jeloljiik. Az involiciok kozé tartoznak a pontra, egyenesre, sikra
vagy hipersikra torténé meréleges vagy ferde tiikrozések, innen az operator-osztaly neve.

Az involutérikus operatorokat definiald (A.6) osszefliggésbol kozvetleniil kovetkezik, hogy
a T operator minden paratlan hatvanya megegyezik T-vel, a paros hatvanyok pedig (beleértve
a definicio szerint az egységoperatorral azonositott nulladik hatvéanyt is) I-vel:

T2+ =T | T =1, aholn € {0,1,2,...} . (A.7)

Az involutérikus operatorok sajatértékeinek ki kell elégiteniiik a minimalegyenletet, azaz
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M o=1 (A.8)

egyenletet. Ennek gyokei 1 és —1. Mivel a minimalegyenlet gyokei kozt az operator Osszes
sajatértéke szerepel (és csak azok szerepelnek), a tiikrozs operatorok sajatértéke e két szam.
Ennek megfeleléen a V tér felbomlik két ortokomplementer altér direkt Gsszegére, amelyek
az 1, illetve a —1 sajatértékhez tartozod sajatalterek. Mindkét altér legalabb 1, legfeljebb
N—1 dimenzi6s, ahol N a V tér dimenzidja. A két altérre vetité projektorokat kénnyen
elgallithatjuk a T tiikr6z6 operator segitségével:

_I+T [-T

@1 o Q1 =—". (A.9)

Az (A.6) egyenlet alapjan konnyen belathatjuk a projektorokra vonatkozo alapvetd
Neumann-osszefiiggések teljesiilését:

Q% = Q1 , Q2_1 =Q-1, Q11 = Q1Q1 =0, Q1+ Q1 =1. (A.10)

Egyszertien kévetkeznek az aldbbi formulék is:

[+T  T+I [-T T-1I

5 5 = Q1 , Q=T = = —-Q_1. (A11)

TQ, =T
o 5 5

Egy tetszdleges w vektorbdl kiindulva a ()4, illetve ()_; operatorok kivetitik a wy , illetve
w_; vektorokat, melyek a w vektor két altérre vett vetiiletei. Az (A.10) relaciok alapjan
kénnyen belathato, hogy a két vetiilet merdleges, Osszegiik pedig a w vektor. Alkalmazzuk
ezutan wi-re és w_j-re a T tiikkr6z6 operétort, és hasznaljuk ki az (A.11) sszefiiggéseket:

TWl = TQlw = Qlw = Wi, TW,l = TQ,lw = —Qlw = —W_1, (A12)

azaz a Wi, illetve w_; vektorok valoéban a T tiikr6z6 operator +1, illetve —1 sajatérték-
hez tartozd sajatvektorai. A @) és (Q_; operatorok tehat valoban a T' tiikr6zé operator
sajataltereire vetitenek.
Az (A.9) definiciok alapjan maga a T tiikroz6 operator is elGallithato a két altér @ és
(Q_1 projektora segitségével:
T=Q - Q. (A.13)

A fenti konstrukcié6 meg is fordithaté. Bontsunk fel egy V véges dimenzids komplex
euklideszi teret két ortokomplementer V; és V, altér direkt Osszegére, és vezessiik be az
alterekre vetits @)1 és Q2 projektorokat. Ekkor ezek definiciojuk alapjan kielégitik (megfelels
jelolésmodositassal) az (A.9) egyenlGségeket. Az (A.13) egyenlGséggel definidlt T operator
ekkor kielégiti az (A.6) egyenletet, tehat tiikr6z6 operator lesz.

Egy tikrozé operator tehéat egyértelmiien definidl egy kételemd teljes ortogonalis
projektor-rendszert, és forditva, egy kételemt teljes ortogonalis projektor-rendszer megha-
tarozza a megfelel§ tiikrozé operatort. Az utébbi 1épés azonban nem egyértelmt, hiszen
a két projektor (A.13) kiilonbségének ellentettje, azaz a (—1') operator is — az eredetivel
egyenrangu — tliikroz6 operator lesz.

Ezzel anal6g konstrukciok végtelen dimenziés terekben is megadhatok, és a kvantum-
elméletben gyakran hasznaljak a fenti egyenlGségeket kielégits tiikrozs és projekcios opera-
torokat, pl. a Dirac-egyenlet Hilbert-terének pozitiv és negativ energiaju alterekre torténd
felbontasaval kapcsolatban.
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Térjlink vissza a véges dimenzids terekre, és vizsgaljuk meg a T" operator analitikus fligg-
vényeit! Alkalmazzuk a méatrixfiiggvények (A.5) alaptételét egy T' involutorikus operatorra,
és tegyiik fel, hogy a kiszamitando f(z) fliggvény konvergenciasugara nagyobb 1-nél! Ekkor
az (A.5) képlet alapjan a matrixfiggvény a @1 és ()_; projektorok linearis kombinacioja
lesz:

f(T) = f1)Q1 + f(-1) Q-1 . (A.14)

Helyettesitsiik be a projektorok (A.9) definicidit, igy megkapjuk az altalanos f(7') méat-
rixfiiggvény kifejezését a T involutorikus operéatorral:

f(T) = f(l)ﬂ + f(—1)] 2T _ Q) +2f< D 5 T. (A.15)
Figyelemre mélt6, hogy a T involutorikus operator tetszdleges f fliggvénye T-nek linedris
kifejezéseként adhaté meg. FEz ugyanakkor nem meglepd, hiszen az involucidkat definéld
(A.6) képlet értelmében T -nek minden elsénél magasabb fokt polinomjdban 72! a T
operatorral, 72" pedig az I egységoperatorral helyettesithetd, ezért T' magasabb hatvényai
nem lépnek fel a kifejezésben.

Alkalmazzuk most az (A.15) alatti eredményiinket egy, a kvantumelméletben gyakran
eléfordulo operatorfiiggvény, a paraméteres exponencialis fliggvény kiszamitasara! Azaz le-

gyen
f(z) = e¥*. (A.16)

Ekkor

- el 4 e iv v — el o
f(T):e“”T:TI—I—TT:COSgoI—i—zsmgOT. (A.17)
Ez az eredmény természetesen kozvetleniil, az altalanos métrixfiiggvény-tételre hivatkozés
nélkiil is megkaphato, ha az (A.16) exponencialis fiiggvény hatvanysoraba kozvetlentil behe-
lyettesitjitk a T" tiikkr6z6 operatort, felhasznaljuk az (A.6) osszefiiggést, majd dsszegyjtjik I
és T egyiitthato-hatvanysorat, és felismerjiik benniik a cos és sin fiiggvények definial6 sorét.

Tegyiik fel most, hogy nem egyetlen T involutérikus operatorunk van, hanem ilyen ope-
ratoroknak egy — egy vagy tobb komponensi — folytonos p paramétertsl fliggd halmazal
(Feltételezziik, hogy ez a fliggés folytonos, s6t differencialhato.) Ekkor az (A.6) definicio
alapjan Osszefiiggéseket vezethetiink le a T'(p) operatorok és a p paraméter szerinti 7'/(p)
derivéltjuk kozott. Irjuk fel el6szor az (A.6) egyenlSséget, majd differencialjuk le a p para-
méter szerint! Vegyiik figyelembe, hogy az operator és derivaltja altalaban nem kommutal
egymassal:

T(p)? =1, T'(p)T(p) + T(p)T'(p) = 0, (A.18)
T'(p)T(p) = —=T(p)T'(p) - (A.19)

Ezt az egyenlGséget jobbrol vagy balrol megszorozva T'(p)-vel kapjuk az Gsszefliggés gyakran
hasznalt valtozatat:

T(p)T'(p)T(p) = —T'(p) - (A.20)
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A.3. Gyengén involutoérikus operatorok és fiiggvényeik

Most az el6z6ekben vizsgalt involutorikus operatorok osztalyanak egy — az alkalmazéasokban
gyakran el6forduld — altalanositasaval, az Gn. gyengén involutdrikus operdtorokkal, algebrai
tulajdonsagaikkal és fliggvényeikkel foglalkozunk.

Egy V véges dimenzioju, komplex, hermitikus skalarszorzattal ellatott linearis téren hato
egyszeri strukturaju M operatort (illetve az 6t reprezentélé matrixot) gyengén involutdrikus
operatornak (méatrixnak), révidebben gyenge involicionak neveziink, ha kielégiti a kovetkezs
egyenletet:

M = M. (A.21)

Szorozzuk meg a fenti képletet M-mel, kovetkezik:
M* = M?* . (A.22)
A kovetkezd szorzas viszont visszavezet M-hez:
M° = M? = M . (A.23)

A gyengén involutorikus operatorokat definiald (A.21) Gsszefiiggésbol tehat kozvetlentil
kovetkezik, hogy az M operator minden péaratlan hatvinya megegyezik M-mel, a paros
hatvanyok pedig (ezuttal nem beleértve a definicio szerint az egységoperatorral azonositott
nulladik hatvanyt is) M?-tel:

MY =1, M*™ 1 = M, M*™ = M? | ahol n € {1,2,3,...} . (A.24)

Ha az M operatornak van inverze, akkor azzal megszorozva az (A.21) egyenletet az (A.6)
Osszefiiggést kapjuk az M matrixra. Latjuk tehat, hogy a tiikréz6 operatorok a gyengén
involutorikus operatorok halmazanak valodi részhalmazat alkotjék.

A gyengén involutorikus operatorok sajatértékeinek ki kell elégitenilik az operatorokat

definialo (A.21) egyenlet skalar megfelelgjét, azaz a
A=\ (A.25)

egyenletet. Ennek gyokei 0, 1 és —1. Ezek a szamok szerepelhetnek csak a miniméalegyen-
let gyokei kozott (mindegyik legfeljebb egyszer, hiszen feltettiik, hogy egyszert struktiraja
operatorrol van sz0). A kovetkezd esetek fordulhatnak eld:

e csak egyetlen gyok szerepel: ekkor az M operédtor vagy a nulloperator, vagy az egység-
operator, vagy ennek ellentettje — ezek meglehetGsen érdektelen esetek, de beleférnek
definiciénkba;

e csak két sajatérték fordul eld:
— ha ezek 1 és —1, akkor az el6bbiekben részletesen térgyalt tiikkrozé operatorrol

van szo;

— ha a két sajatérték 1 és 0, akkor projektorral taldlkoztunk, amely kielégiti az
M? = M egyenletet is, ennek trividlis kovetkezménye az (A.21) osszefiigges;

— ha a két sajatérték —1 és 0, akkor az M operator tn. antiprojektor, amely
az M? = — M egyenletet elégiti ki, ebbsl M-mel valé beszorzassal ugyancsak
kovetkezik az (A.21) Osszefiiggés;
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e mindharom sajatérték szerepel a minimalegyenlet gyokei kozott: ekkor az (A.21) defi-
nialé osszefiiggés maga a minimélegyenlet. Ezt az esetet nevezik valodi gyengén invo-
lutorikus operdtornak — a tovabbiakban csak ezzel az esettel foglalkozunk.

Az utébbi esetben, valodi gyengén involutérikus operatorok esetén a V tér felbomlik
harom, kolcsonosen ortogonalis altér direkt Osszegére, amelyek a 0, az 1, illetve a —1 sajat-
értékhez tartozo sajatalterek. Mindhérom altér legalabb 1, legfeljebb N—2 dimenzids, ahol
N a V tér dimenzidja. Keressiik meg a harom altérre vetité @)y, ()1 és Q_; projektorokat!

Definialjuk az M operator négyzetét, és jeloljiik P-vel:

P = M?*. (A.26)
Ezzel a jeloléssel az (A.21) alapegyenlet a kovetkezs forméaba irhato:

PM =MP =M. (A.27)
Az (A.22) egyenlet e jeloléssel igy irhato:

P =P, (A.28)

a P operator tehat kielégiti a projektorok alapegyenletét. Vajon tényleg valodi projektor?
A bevezetett P operator sajatértékei az M operéator sajatértékeinek négyzeteivel egyez-
nek meg, azaz értékiik 0 és 1. Mindkét sajatértékhez legalabb 1 dimenzios sajataltér tartozik.
P tehat projektor-operator, amely az M operator +1 és —1 sajatértékeihez tartozo alterek
direkt Osszegére vetit. Jeloljiik ezt a teret Vy-lal. Ez a tér az eredeti V térnek valodi al-
tere. Ha vizsgélatainkat a V, altérre korlatozzuk, észrevehetjiik, hogy e téren P jatssza az

egységoperator szerepét:
Iy, = P, (A.29)

az M és P operatorok viszonya az altéren pedig éppen olyan, mint az el6z6 szakaszban
vizsgalt T' és I operatoroké volt a teljes téren. Ezért e két operédtor segitségével azonnal
elgallithatjuk a @1 és Q)1 projektorokat:

P+ M P—M

QO =—— Q1= —5—. (A.30)

A harmadik projektor, mely a 0 sajatértékhez tartozé altérre vetit, egyszertien a P pro-
jektor kiegészitGje lesz:

Az (A.30) és az (A.31) képletekkel definialt harom operator Osszege azonnal lathatoan
az egységoperator, az pedig, hogy mindegyikiik négyzete 6nmaga, egymassal vett szorza-
tuk viszont a nulloperétor, az (A.21), az (A.27) és az (A.22) egyenlségek alapjan lathato
be. A harom (), operator tehat kielégiti az (A.4) Neumann-féle ortogonalitési és teljességi
reldciokat, azaz teljes ortonormalt projektor-rendszert alkot.

Egyetlen (valodi) gyengén involutorikus operator tehat definidlja az alaptér harom orto-
gonélis altérre bontéasat, egyben egyszeri képleteket szolgaltat a megfelel§ alterekre vetitd
projektorokra is. Vajon megfordithat6 ez a konstrukci6?

Tekintsiik a V linearis tér tetszéleges felbontasat harom, kolesonosen ortogonalis Vi, V,
és V3 altér direkt Osszegére, és jeloljiik a megfelel§ projektorokat @QQ1-gyel, QQo-vel és (Q3-mal.
Ezek természetesen kielégitik az (A.4) Neumann-féle ortogonalitési és teljességi relaciokat.

Definialjuk most az M operatort a kovetkezSképpen:
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M=Q -Q. (A.32)

Ennek négyzete az ortogonalitési Osszefiiggések alapjan konnyen megkaphato:

P=M=Q +Q=1-0Qs. (A.33)
Még egyszer szorozva M-mel:

PM =M =@ Q=0 ~Q=M. (A.34)

Az (A.32) képlettel definialt matrix tehat kielégiti az (A.21) Gsszefliggést, ezért gyengén
involutorikus operator. Az igy kapott konstrukcié6 megegyezik az el6z6ekben a M operator-
bol kiindulva felépitett rendszerrel. Az alterekbdl és a projektorokbél kiindulva viszont tSbb,
pontosabban hat kiilénb6z6 lehetdségiink van az M gyengén involutérikus operéator elGallita-
sara: Q1 és Q2 helyett masik projektor-part is tekinthettiink volna, és a (A.32) képlet helyett
annak (—1)-szeresével is definidlhattuk volna az M operétort.

Egy M gyengén involutorikus operator tehat meghatarozza az altereket és a projektoro-
kat, a tér harom ortogonélis altérre bontasa viszont nem egy, hanem hat gyengén involuto-
rikus operator definidlasat teszi lehetdveé.

Vizsgéljuk meg ezutan a (valodi) gyengén involutorikus operatorok analitikus fliggvé-
nyeit! Ismét tegytik fel, hogy a (A.1) hatvanysor konvergenciasugara nagyobb 1-nél, tehat
tartalmazza az M operator mindharom sajatértékét. Ekkor az altalanos (A.5) formula alap-
jan felirhatjuk M tetszGleges fliggvényét:

fM) = f0)Qo + f(1) @1 + f(-1) Q1. (A.35)

Felhasznalva a projektorok (A.30) és (A.31) definiciéit, az eredményt kifejezhetjiik az M,
P és I operatorokkal, valamint az f(z) fuggvénynek (feltevésiink szerint 1étezs) f(0), f(1)
és f(—1) értékeivel:

NUZN@U—M+me;M+f@DP;M:
(A.36)
= fO) I + <w—ﬂo)> P+MM.

Figyelemre mélto, hogy az M gyengén involutorikus operator tetszdleges f fliggvénye M-
nek kvadratikus kifejezéseként adhaté meg. Ez ugyanakkor nem meglepd, hiszen a gyenge
involiciokat definalo (A.21) képlet értelmében M-nek minden méasodiknal magasabb foku
polinomjaban M?"*! az M, M?" pedig az M? = P operatorral helyettesithets, ezért M
magasabb hatvanyai nem lépnek fel a kifejezésben.

Alkalmazzuk most az (A.36) alatti eredményiinket egy, a kvantumelméletben gyakran
eléforduld operatorfiiggvény, a paraméteres exponencialis fiiggvény kiszamitasara! Azaz le-
gyen ismét

f(z) = %% . (A.37)
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Ekkor

) X —i@ 1o =t
f(M)Ie“”M:eof—l—(—e re —60>P+—6 M=
2 2 (A.38)

=1+ (cosp —1)P +isinp M .

Ez az eredmény természetesen kozvetleniil, az altalanos matrixfiiggvény-tételre hivatkozas
nélkil is megkaphato, ha az (A.16) exponencialis fiiggvény hatvanysordba kozvetlentil be-
helyettesitjiik a M gyengén involutorikus operétort, felhasznaljuk az (A.21) Gsszefiiggést,
majd Osszegytjtjik I, M és P egyiitthato-hatvanysorat, végiil felismerjiik benniik az 1, a
(cosp—1) és sin y fiiggvények definialo sorat. Az altalanos (A.5) szabély ezt a hosszadalmas
algoritmust roviditi néhany lépésre.

Tegyiik fel most, hogy nem egyetlen M gyengén involutorikus operatorunk van, hanem
ilyen operatoroknak egy — egy vagy tobb komponenstd — folytonos p paramétertsl fiiggd
halmaza! (Feltételezziik, hogy ez a fiiggés folytonos, s6t differencialhato.) Ekkor a (A.21)
definici6 alapjan Osszefiiggéseket vezethetiink le az M (p) operatorok és p paraméter szerinti
M'(p) derivaltjuk kozott. Irjuk fel elészor a (A.21) egyenldséget, majd differencidljuk le
a p paraméter szerint! Vegyik figyelembe, hogy az operator és derivaltja altalaban nem
kommutal egyméssal:

M(p) = M(p)°, (A.39)
M'(p) = M'(p) M(p)* + M(p) M'(p) M(p) + M(p)* M'(p) . (A.40)

Szorozzuk meg az egyenletet jobbrol M (p)-vel:
M'(p) M(p) = M'(p) M(p)* + M(p) M'(p) M(p)* + M(p)* M'(p) M(p) . (AAl)
Az (A.21) osszefiiggéstink alapjan a baloldal egyenld a jobboldal elsé tagjaval. Kapjuk tehéat:
M(p) M'(p) M(p)* = — M(p)* M'(p) M(p) - (A.42)

Ha az (A.42) formulat (akar jobbrol, akar balrol) ismét megszorozzuk M (p)-vel, és ismét
kihasznaljuk az (A.21) Osszefliggést, a kovetkezs egyenldséget kapjuk:
M (p)* M'(p) M(p)* = — M(p) M'(p) M(p) - (A.43)

A p-fiiggeés jelolését elhagyva, és alkalmazva az (A.26) képletben bevezetett P jelolést
az M? projektorra, az (A.42) és az (A.43) formuldk egyszerd, konnyen megjegyezhets és
felhasznéalhato alakjat kapjuk:

MM'P=—-PM'M, MM'M =—-PM'P . (A.44)

Szamitsuk ki a fenti dsszefiiggések alapjan a Q1 Q' és Q_; Q' operator-kombinaciokat:

QL Q" = S(P+M)(P=M) = }l(PJrM)(M’MqLMM’—M’) _

(A.45)

g N

(P+M)(M'M)+ (P+M)(M—-I)M'] .

A (P+ M) (M —1I) szorzat az (A.21) definialo egyenlet kovetkeztében azonosan nulla.
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Hasonloképp nulla a (P — M) (M + I) szorzat is. Ezért — a fenti szamolast megismételve a
Q-1 Q' kifejezésre is — kapjuk:

Q1 QL = T (M) = S0 (0 M) (A.16)
Q1 @t = T ) = Lol (). (A.47)

A.4. Egy alkalmazas: haromdimenziés forgatasok

Legyen n a haromdimenziés geometriai tér egy egységvektora. (Ez a tér valos vektortér,
de a szamitasok soran ideiglenesen a valos vektorok komplex egytitthatos linearkombinacioit
is hasznaljuk — a geometriailag felhasznalhatd végss képletek valojaban csak valés mennyi-
ségeket tartalmaznak.) Ha a tér egy tetsz6leges w vektordhoz hozzarendeljiik a

w =nxw (A.48)

vektort (ahol a kereszt a kozonséges vektorialis szorzast jeloli), ezzel egy lineéris transzfor-
maciot definialtunk. Jeloljiik e transzformaciot leir6 matrix (—i)-szeresét M-mel:

Mw=—inxw. (A.49)

(Az i-vel vald szorzéasra azért van sziikség, hogy az M métrix hermitikus legyen. A negativ
elgjel kényelmi konvencio.)
Az M operator matrixa konnyen felirhato:

0 —ng N9
M = — ns 0 —nq 3 (A50)
—MNo ny 0

de a matrix konkrét alakjara nem lesz sziikségiink. Szamitsuk ki az M operator négyze-
tét (ezt természetesen kozvetleniil, métrixszorzassal is kiszamolhatnank, de nehezebb lenne
észrevenni az eredmény struktarajat):

Mw =M ((-i)nxw)= —nx(nxw) =

= (nn)w —n(nw) = (I3 — non) w = Pw, (A.51)

ahol I3 a 3 x 3-as egységmatrix, a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért csak I. Az utolsod
1épés definialja a P operétort,
P=( —non) , (A.52)

amelyben felismerhetjiik az n egységvektorra meréleges sikra vetité projektort. Az (A.49)
képlettel megadott M matrix négyzete tehat a P projektor. Szamitsuk ki M harmadik
hatvanyat is:

M*w =M (w—(non)w) = —inx (w — (non)w) = —inx w = Mw . (A.53)

Ez minden w vektorra teljesiil, az M matrix kobe ezért egyenlé magaval a matrixszal. Ered-
ményiink szerint az (A.49) képlettel megadott M matrix kielégiti a (A.21) egyenletet, tehat
gyengén involutérikus matrix. Nem tiikr6z6 matrix, hiszen van nulla sajatértéke (a hozza
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tartozo sajatvektor éppen az n vektor), a +1 és —1 sajatértékekhez tartozo (komplex egyiitt-

hatos) sajatvektorok pedig konnyen meghatérozhatok. Az M matrix tehat valodi gyengén

involutorikus operator, érvényesek ra tehéat az el6z6 szakaszban leirt Osszefiiggések.
Szamitsuk ki most az M matrixbol kiindulva az (A.16) fiiggvényt:

f(M) = €M = T+ (cosp—1)P+isinpgM = (I—P)+cosp P+isinp M . (A.54)

Alkalmazzuk ezt az operatort a w vektorra, majd helyettesitsiik be az M és P matrixok
(A.49) és (A.52) alakjat:

f(M)w = e*Mw = (I —P)w + cosp Pw +ising Mw = (A.55)
= (non)w + cosp (I —non)w +sinpnxw = R(p)w . '
Az utolso képletben felismerhetjiikk az n tengely koriili ¢ szogi elforgatas R(p) méatrixat.
Rogzitett n tengely koriili kiilonb6z6 ¢ szogt forgatasok egy SO(2) csoportot alkotnak: ennek
a csoportnak hermitikus generatora az (A.49) képlet altal megadott gyengén involutorikus
matrix.
A fenti példaban bemutatott szamolast alkalmaztuk a 3.7 fejezetben a kvazispin-
rendszerekben fellépd ZB tanulményozasara.

114



B. fuggelék

A kvazispin-precesszi6 egyenletének
megoldasa

Irjuk fel a (kvazi-)spin-precesszio (3.21) egyenletét a kovetkezs alakban:

dS(t)
dt

=Q(nx8S). (B.1)
A (B.1) operator-differencidlegyenlet-rendszerhez jarulo kezdeti feltétel szerint az S ope-
rator kezdéértéke a Schrodinger-képbeli SO spinoperétor:

S(0) = S°. (B.2)

Az n egységvektor és az S° (4llandd) operdtor-vektor felhasznalasaval vezessiik be a
kovetkez6 harom linearisan fiiggetlen operéator-vektort:

el = nnsY, e’ =nx8S%, e = (nx8% xn=8"-n(nS’ . (B.3)

A t id6ponthoz tartozo S (t) operator kifejezheté a harom e* vektor linearis kombinacioja-
ként:
St) =a)e' + 3(t)e* +v(t)e’. (B.4)

Az S (t) operator idGderivaltja

dS(t)
dt

= a(t)e + B(t)e* + 4 (t)e’. (B.5)

A (B.1) egyenlet jobboldalanak elgéllitasahoz sziikség van az nxS szorzat kiszamitésara.
Az n vektor és az e* vektorok vektorialis szorzata:

nxe' =0, nxe =-e, n x e = e%. (B.6)

Ezért
nxS=-03(te+v(t)e’. (B.7)

A (B.5) és a (B.7) egyenleteket behelyettesitve a (B.1) differencialegyenletbe a komponens-
egyiitthatokra kapunk egyenleteket:

a(t) =0, Bt) =21, Y(t) = —QB(1). (B-8)
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A fenti egyenletekhez jaruld kezddsfeltételek a (B.2) egyenletbdl kaphatok:
a(0) =1, p(0) =0, v(0) =1. (B.9)
A (B.8) egyenleteknek a fenti kezddsfeltételeket kielégité megoldasai:
a(t) =1, B (t) = sin Qt, v (t) = cos Qt . (B.10)

E fiiggvényeket visszahelyettesitve a (B.4) felbontasba megkapjuk a (B.1) egyenletnek
a (B.2) kezdofeltételhez tartozo megoldasat, azaz a (kvazi-)spin-operator Heisenberg-képbeli
S (t) alakjat:

S(t) = e' + sin Qt e* + cos Ot e* =
(B.11)
= n(n8SY + sin Q¢ <n X SO) + cos Qt (SO — n(nSO)>.

Ha ezt a végeredményt osszehasonlitjuk az (A.55) kifejezéssel, egyenletiink megoldasat
exponencialis alakba is irhatjuk:

S(t) = R(Qt)S% = Mt g0 (B.12)

ahol M az A. fuggelék (A.49) képletével értelmezett hermitikus matrix. Ennek felhasznala-
saval a (B.1) egyenlet is egyszeriibb alakba frhato:

dS(t)
dt
Az utoébbi egyenletnek a (B.12) képlet utolso, exponenciélis alakja jol lathatéan megoldasa.

—Q(nx8)=iQMS. (B.13)
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C. fuggelék

A projektorok el6allitasa
Lagrange-matrixpolinomokkal

A Zitterbewegungot leird képleteink a Hamilton-matrix (4.15) projektor-felbontasabol in-
dulnak ki, és a helyoperatorra Heisenberg-képbeli id6fiiggésére vonatkozo f6 eredményiink,
a (4.21) formula is a sajatalterekre vetité (Q® projektorokat, illetve azok impulzus szerinti
derivaltjait tartalmazza. A projektorok a (4.34) képlet szerint kifejezhet6k a Hamilton-
operator sajatvektoraival. A sajatvektorokat nagyobb méretdi Hamilton-métrix esetén alta-
laban csak numerikusan tudjuk elGéallitani. A sajatértékek meghatarozasa, azaz a karakte-
risztikus egyenlet gyokeinek megkeresése utan ez mar nem is tiinik nehéz feladatnak, hiszen
csak egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasarol van szo, amire jol miikods prog-
ramcsomagok allnak rendelkezésiinkre. Nehézséget jelent azonban, hogy esetiinkben nem
egy konkrét numerikus matrix, hanem egy p paramétervektortol fliiged maéatrixsereg — al-
talaban komplex — sajatvektoraira van sziikség. E vektorok — még ha meg is koveteljiik
normalt voltukat — egy egységnyi komplex fazisfaktor erejéig hatarozatlanok maradnak. A
kiilonb6z6 numerikus megoldéprogramok valamilyen onkényes elGiras alapjan a fazisfaktort
is megadjak, azt azonban altaldban nem tudjék garantéalni, hogy a p paraméter kiilonbozd
értékeihez tartozo sajatvektorok igy meghatarozott fazisa folytonosan fiiggjon a paraméter-
t6l. Ez a — kvantumelméleti numerikus szamitasok soran sokszor elGfordulé — probléma sok
kényelmetlenséget szokott okozni, ha pl. a sajatvektort a paraméter szerint differencialni
kellene (pl. a Berry-konnexié matrixanak (4.43) képletében). Esetiinkben raadéasul ez az
egész bonyodalom teljesen felesleges, hiszen a Q* projektor parban tartalmazza a megfelel§
bra- és ket-vektorokat, melyek fazisa igy kiesik, a projektor mar egyértelmi. Ha a sajatvek-
torra amugy nincs kozvetleniil sziikség a szamitasok mas lépéseiben, id6t és faradsagot (meg
persze numerikus hibakat és bonyodalmakat) takarithatunk meg, ha a sajatvektorok helyett
kozvetleniil a projektorokat hatarozzuk meg, minél kevesebb lépésben.

Szerencsére létezik egy igen egyszertd, de nem eléggé kozismert eljaras, amely a métrix és a
sajatértékek ismeretében néhany egyszerti mitvelettel kozvetleniil elGallitja a projektorokat,
fiiggetlentiil attol, hogy egyszeres vagy tobbszoros sajatértékrsl, egy- vagy tobbdimenzios
sajataltérrsl van sz6. Az egyetlen feltétel, hogy a métrix Gn. egyszerd struktirdji legyen,
azaz sajatvektoraibol béazist lehessen késziteni, méasképp fogalmazva: sajataltereinek linearis
burka az egész tér legyen. Ennek feltétele az, hogy a minimalpolinom — lasd az A. fiiggelékben
— gyOkei egyszeresek legyenek: ez a feltétel hermitikus és unitér métrixok esetén mindig
teljesiil, lasd [67,68].

Az eljaras a Lagrange-féle métrixpolinomok (ezek a Lagrange-féle interpolacios polino-
mok matrixokra torténd altalanositasai), masnéven a méatrix Frobenius-féle kovariansainak
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meghatarozasan alapul.

Legyen H egy N x N-es hermitikus métrix, és legyenek a Ay komplex szdmok (1 <
k< M < N) a matrix egyméstol kiilonb6z6 sajatértékei (minden sajatértéket csak egyszer
vesziink figyelembe). Definialjuk a QF métrixokat a kdvetkezé modon:

H if _AA] , (C.1)
1k l
ahol I a megfelel§ méretii egységmatrix.

Egyszertien ellendrizhets, hogy a A\, sajatértékhez tartozo sajataltérbe es6é vektorokon,
amikor a H matrix felveszi a )\, sajatértéket, a QF operator az 1 értéket veszi fel, az
Osszes tobbi altér vektorain pedig a 0 értéket, hiszen a megfelel6 [ indexre a szamlélo
egyik tényezdGje nulla lesz. A QF operator tehat a k-ik sajataltérre vetits projektor. Mivel
a sajatalterek kifeszitik az egész teret, a projektorok Osszege az egységoperator lesz. Két
kiilonb6z6 projektor szorzata pedig nulla, hiszen minden sajataltérhez van a szorzat szam-
lalojaban nulla tényezs. E projektorok tehat kielégitik a Neumann-féle ortogonélis és teljes
projektorrendszer (4.16) ortogonalitasi és teljességi kritériumait.

A projektorok ismeretében az eredeti H matrix a (4.15), a matrix tetszéleges fiiggvénye
(melynek az 6sszes sajatérték a konvergenciakorén beliil helyezkedik el) pedig a (4.17) képlet
alapjan allithato el6.

A fenti definicié konnyen beprogramozhat6 szimbolikus matematikai programokba, és —
a sajatértékek meghatérozasa utan — gyorsan elGallitja a projektorokat. Mivel a Zitterbe-
wegung targyalasan til is szamos olyan képlet szerepel a fizikdban, ezen beliil a szildrdtest-
fizikdban, amely a Hamilton-operator fiiggvényeit tartalmazza (pl. a vezetGképesség és a
Hall-effektus leirasahoz sziikséges Kubo-formula kiilénb6z6 valtozatai), a projektorok gyors
és kényelmes elGallitasa ezeken a helyeken is meggyorsithatja és leegyszertisitheti a szamita-
sokat.
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A gradiens-operator matrixelemei

Egyes esetekben bonyolult a projektor-operatorok deriviltjainak alakja, egyszeriibb maga-
nak a Hamilton-operatornak a derivéltjat kiszdmitani. Szerencsére van egy egyszert képlet,
amely lehetévé teszi a Z% ZB-amplitudok kozvetlen kifejezését a Hamilton-operator p sze-
rinti gradiensével. Az atalakitas kozismert, ezért csak roviden ismertetjiik.

Induljunk ki a Hamilton-operator (4.15) projektor-felbontésabol és a Q° projektorok
(4.16) ortogonalitasi relacioibol:

- S E@Q®.  Q®) QM) = Q" p) -
Vegyiik e két egyenlGség p szerinti gradiensét:
oH 0F Q¢ GQC b . GQZ’ oQ°
ap_zc:(a + Ee 8p)7 Q"+ Q = O op (D.1)

Szorozzuk meg az elsé egyenldséget balrol Q?-val, jobbrol Q°-vel, majd helyettesitsiik be a
mésodikat, végiil (t6bbszor is) hasznaljuk ki a Q és Q° projektorok (4.16) ortogonalitasi
tulajdonsagéat:

QCQMECQ“@ Qb> _

JOH OF
Q" 55 Q —g(a

8Eb a a Q" .0Q"
ap @ Q"+ZEQ ( -Q ap)

aEa b b
:5ab %_Z cQan Q

op
0Q’
op

(D.2)

oE, ., "
b p Q°+ (Ey— E,) Q

Alkalmazzuk eredményiinket az (a # b) esetre, és fejezzilk ki a jobboldalrdl a
Zitterbewegung-amplitudokhoz sziikséges szorzatot:

o 0Qr Q" % Qb
op  E,-— E
Ezt az alakot hasznalhatjuk fel a ZB-egyiitthatok atalakitasdhoz.

(D.3)
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D. fiiggelék A gradiens-operator matrixelemei

Irjuk fel a (D.2) formula diagonélis komponensét is — ekkor a mésodik tag esik ki:

0E,
5 @ (D.4)

A (4.44) formula (ab)-ik matrixelemét véve hasonld képletet vezethetiink le a Berry-
konnexié méatrixelemeinek atalakitésara:

JOH .
05, Q=

9 (ue| 32 Ju?)

35 EE . (a#b) (D.5)

Ezt az atalakitast gyakran hasznaljak a Berry- vagy geometriai fazis targyalasa soran.
Az Osszefiiggés diagonalis parja a kovetkezd:

Aw(p) = ih (u] 5~ |u") = ih

OH oF
Y= |u*) = = D.
| 5o ) = (D.6)
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