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I. rész

El6készuletek

1. Az értekezés témaja és felépitése

Ertekezésem a véletlen permutaciok statisztikai vizsgalatahoz kapcsolodo
eredményeimet Osszegzi. Tegyiik fel, hogy valamilyen véletlen kisérlet ered-
meényeként rogzitett n hosszisagu permutaciokat kapunk adatként. Legalabb
harom alapvet§ esetet kiilonboztethetiink meg aszerint, hogy a =« adat-

permutéiciok mit fejeznek ki.

— A permutéci6 tomor leirdsa lehet két azonos elemszamu halmaz Gssze-
parositasanak. Ha az A és B halmaz elemeit 1-t6l n-ig szamozzuk,
akkor 7 (i) = j fejezheti ki azt, hogy az A halmaz i. eleme a B halmaz
j. elemével &ll parban (vagy forditva). Ha egy tancos rendezvényen
ugyanannyi férfi és né vesz részt, és mindenki mindig tancol, felje-
gyezhetjiik az egyes tancok soran a parositasokat. Ha nem mindig tancol

mindenki, akkor csak részleges parositasaink lesznek.

— A permutaci6 kifejezheti egy halmaz elemeinek sorbarendezését is. Is-
mét jeloljiik a halmaz elemeit az 1,...,n szamokkal. Ekkor beszél-
hetiink a 7 sorrend-permutéciorol, amikor (i) = j azt jelenti, hogy
inverzérél, a 1 helyezés-permutaciorol. Azaz 7 1(i) = j jelentése: az
1-vel jelolt elem a j. helyen szerepel a sorrendben. Ilyen adatokat ka-
punk példaul akkor, amikor biralok palyazatokat rangsorolnak. Ebben
az esetben is el6fordulhat, hogy nem teljes permutéciot kapunk, ha
példaul a holtverseny is megengedett, vagy a biralok csak az altaluk
legjobbnak tartott néhany palyazatot rangsoroljik. Az irodalomban a

legtobbet ezzel az esettel foglalkoztak.

— A harmadik esetben a permutacio egy rendezett halmaz atrendezését

fejezi ki. w(i) = j jelentheti azt, hogy az eredeti sorrend szerinti i. elem
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az 1 sorrendben a j. helyen &ll (vagy forditva). Gondoljunk példaul
arra, hogy egy iroddban halomban all n dosszié. A titkdirné mindig
kikeresi az éppen sziikségeset, majd a halom legtetejére teszi vissza.
Kérdezhetjiik, hogy a nap végére hogyan valtozik meg a dossziék eredeti

sorrendje.

Az adatelemzés els6 1épése minden esetben az adatokkal vald ismerkedés:
az adatok grafikus megjelenitése, alapstatisztikak kiszamitasa. Az adatmeg-
jelenités permutéaciok esetében a magas dimenzionalitds miatt nem rutin-
feladat. Ha az n hosszi permutaciokat, mint R”-beli vektorokat tekintjiik,
akkor konvex burkuk az tgynevezett permutacio-politop (Yemelichev et al.
[62]). A politop cstcsai egy n — 1 dimenzios gomb felszinén helyezkednek el.
Egy permutaciokbol allo adatsort gy abrazolhatunk, hogy a politop csu-
csaiba gomboket helyeziink el, melyek sugara a megfigyelt gyakorisig mono-
ton novs fiiggvénye (Thompson [58] példaul azt javasolja, hogy a sugéar a
gyakorisag 5/7-edik hatvanyaval legyen ardnyos). A dimenzionalitas miatt
ez a modszer csak n < 4 esetén igazdn hasznos. Magasabb dimenzioban a
fenti dbrazolas helyett annak érdekes alacsony dimenzios vetiileteit jelenit-
hetjiik meg, az érdekes vetiiletek meghatarozasa hasonléan torténhet, mint
altalaban a sokdimenzi6s adatok esetében. Az adatmegjelenités kérdésével
ebben az értekezésben a tovibbiakban nem foglalkozom.

Az adatokkal valo elsé ismerkedés utan a megfigyelésekre elfogadhato
modellt keresiink. Paraméteres modell illesztésekor el&szor megkeressiik
az adott modellen beliill a mintdhoz leginkdbb megfelel¢ paramétereket
(paraméterbecslés), majd vizsgaljuk a modell illeszkedésének josagat (hipoté-
zisvizsgalat). Ertekezésemben egyrészt az irodalomban jelen 1évé modellekkel
kapcsolatban vezetek le 01j eredményeket, masrészt j modelleket vezetek be,
és azok tulajdonsagait vizsgilom.

A 2. fejezetben foglalom 0Ossze azokat az eszkozoket, melyekre a késGb-
biekben sziikség lesz. Az algebrai statisztika alapészrevétele az, hogy szamos
paraméteres eloszlascsalad algebrai varietast alkot, azaz a csalad elemei poli-
nomialis egyenleteket elégitenek ki. Ezek a polinomialis egyenletek algorit-
mikusan megtalalhatok, és felhasznalhatok példaul Monte Carlo algoritmu-

sok futtatasahoz. A masodik eszkdz a véges eseménytéren definialt eloszlasok



exponencialis csalddjainak, illetve hierarchikus modelljeinek elmélete. Expo-
nencialis csalddokban 4talanos tételek sz6lnak a maximum likelihood becslés
létezésérdl és aszimptotikus tulajdonsagairol. A ML becslés kiszamitasara a
hierarchikus modellek esetében egyszertien programozhato iterativ eljaras az
iterativ ardnyos illesztés. Végiil bemutatom az EM- és az MM-algoritmust,
melyek sok esetben hasznalhatok a likelihood numerikus maximalizilasara.

A TI. részben a véletlen permutaciokra illeszthets ismert modelleket tér-
gyalom, illetve ezekkel kapcsolatos néhany 1j eredményt mutatok be. Elgszor
a 3. fejezetben attekintem a modelleket, illetve ezzel parhuzamosan szot ejtek
néhany fontos alapstatisztikarol, hiszen ezek szerepet jatszanak egyes mo-
dellek paramétereinek becslésénél. Természetesen nem célom a 1étezd Osszes
modell felsorolasa (ez nem is lenne lehetséges), a legfontosabbakat, illetve
a disszertacid tovabbi részéhez leginkabb kapcsolodokat igyekeztem Ossze-
gytijteni.

A 4. fejezetben McCullagh egy sejtését bizonyitom. A fejezet eredményeit
a [21] dolgozatban irtam le. McCullagh [49] egy 6j modellcsaladot vezetett be
véletlen permutaciokra, de azt csak sejtésként mondta ki, hogy a modellek &l-
tala megadott paraméterei identifikdlhatok (azaz kiillonboz6 paraméterekhez
kolonboz6 eloszlasok tartoznak). A sejtés bizonyitésa a kovetkezd allitason
mulik. Definidljunk S,-en egy iranyitott grafot. Akkor vezet él w-bél o-ba,
ha 7 egy elemét ,helyre rakva” (a tobbi elemet odébb csusztatva) o-t kapjuk.
Példaul a m = (24531) permutaciobol a 4-et ,helyre rakva” a o = (25341)
permutaciot kapjuk. Az allitds az, hogy ebben a grafban nincs iranyitott
kor. Ezt a grafot, illetve az altala definilt részbenrendezést (amennyiben
ez a részbenrendezés valoban 1j) gy érzem, érdemes lenne tovabb vizsgal-
ni, bar ezek a vizsgalatok mar messze vezetnének a statisztika témakorétdl.
Az 5. fejezet kis kitérdt tesz a szimmetrikus csoporton megadhato, statisztikai
szempontbol is érdekes részbenrendezések vilagaba.

A 6. fejezetben bemutatok néhany EM algoritmust altalanositott Bradley-
Terry modellekre, illetve a rendezett minta modellre. Ezekre az eredményekre
a [22] dolgozatban torténik utalas. A Bradley-Terry modellben két vagy
tobb versenyzG sorrendjét a versenyzGkhoz tartozo, fiiggetlen, kiilonbo6z6

paraméterii exponencialis eloszlasti viltozok sorrendje hatérozza meg. Ezt



4 1. AZ ERTEKEZES TEMAJA ES FELEP{TESE

altalanositani lehet példaul tgy, hogy csapatok versenyeznek egymassal.
Ezekben a modellekben a paraméterek maximum likelihood becslésének
kiszamitasara Hunter [40] MM algoritmusokat javasolt. Megmutatom, hogy
ezekre a feladatokra EM algoritmusok is megadhatok, bar ezek — szimulécios
vizsgélatok szerint — az MM algoritmusoknal lassabban konvergalnak. Az EM
algoritmus viszont arra az esetre is alkalmazhato, amikor a Bradley-Terry
modell exponencidlis valtozoit tetszbleges eloszldsokkal helyettesitjiik, errdl
szol a 7. fejezet.

A TII. rész az értekezés leghosszabb és legfontosabb része. Koézponti gon-
dolata a feltételes fiiggetlenség és a hierarchikus modell véletlen permuta-
ciokra valo alkalmazéasa. Egy véletlen permutacié n dimenziés diszkrét va-
l6szintiségi valtozo, minden koordinataja az [n] = {1,...,n} halmaz eleme.
A koordinatdknak azonban kiilonbozGknek kell lenniiik. Esziinkbe juthat itt
a kontingenciatablak elemzése, amikor olyan valoszintiségi valtozokat vizs-
galunk, melyek egy [m;] x ... x [m,] szorzathalmazban veszik fel értékeiket.
Ezekre szokas tgynevezett hierarchikus modelleket illeszteni, melyekben egy
cella valoszintisége bizonyos marginélisaihoz tartoz6 parameéterek szorzata.
Ha ezeket a modelleket kozvetleniil szeretnénk a permutaciokra alkalmazni,
akkor az 6sszes olyan (i, ..., i,) cellat strukturalis nullanak kellene venniink,

melynek nem minden koordinatéaja kiilonb6zé.

1.1. Példa. Legyen X olyan diszkrét valoszintiségi valtozo, melyre P(X €
€ [n]™) = 1. X-re a teljes fiiggetlenség (hierarchikus) modellje:

P(X:(Zlaazn)):HCk(Zk)a 1S2k§n;
k=1

valamilyen ¢ (i) paraméterekre, melyekre Y ", ¢,(i) = 1 minden k-ra. A
fenti strukturalis nulldk bevezetésével kapjuk a II véletlen permutaciora a

kvazi-fliiggetlenség modelljét :
PM=r)=K][]e(r(k), €S,
k=1

ahol S,, az n-edfoki szimmetrikus csoport, K pedig normal6 tényezs. ®



Alkalmazhatjuk azonban a hierarchikus modelleket nem kozvetleniil a per-
mutacié koordinataira. LehetGségiink van arra, hogy S, elemeit kdlcsonosen
egyértelmiien megfeleltessiik olyan vektoroknak, melyek mar egy szorzat-
halmazban veszik fel értékeiket. A m permutécio leirhato példaul az r, € [1]x
X [2] x ... x [n] vektorral, ahol r.(i) azt mutatja meg, hogy (i) hanyadik
legnagyobb eleme a {m(1),...,n(i)} halmaznak. Hasonl6 megfeleltetés érhetd
el ortogonalis kontrasztok segitségével (Marden [46], illetve a 3. fejezet). En-
nek a modszernek az lehet a hatranya, hogy a kapott modellek kevésbé jol
értelmezhetdk.

Az értekezésben egy masik lehetséges modszert vizsgalok. ElGszor is, min-

den U C [n]-re és m € S,,-re legyen
7(U)=(r(u) :uweU), w{U}={n(u):ueU}. (1)

Legyenek U, V,W C [n] diszjunkt részhalmazok, és jelolje U L V |W azt
az allitast, hogy 7(U) és w(V) feltételesen fiiggetlenek, ha ismerjiik 7(W)-t,
valamint a m{U} és 7{V'} halmazokat. Az altalunk vizsgalt modellek minde-
gyikében elegends az U L U | ) alaki relaciokat hasznalni, ahol U = [n] \ U

az U halmaz komplementere.

1.2. Példa. Legyen n = 4. Az {1,2} L {3,4} |0 relacio azt fejezi ki, hogy
(m(1),m(2)) és (7(3),m(4)) feltételesen fiiggetlen, ha ismerjiikk a {7 (1), 7(2)}
halmazt. m

A 8. fejezetben azokat az eloszlasokat vizsgalom, amelyek eleget tesznek
a [k] L [k]|0 relacionak minden k-ra. Ezek az L-felbonthato eloszlasok. Az
L-felbonthatésagot, mint tulajdonsigot Critchlow, Fligner és Verducci [15]
vezette be. Ebben a fejezetben az 6sszes L-felbonthato eloszlést, mint modellt
vizsgidlom. Az L-felbonthaté csaladban konnyi megadni a paraméterek ex-
plicit maximum likelihood becslését, melyeknek nem csak az aszimptotikus,
hanem a pontos eloszlasa is kiszamithato. Megmutatom, hogyan lehet a
rogzitett elégséges statisztikdval rendelkezG mintakbdl egyenletes eloszlas
szerint generalni kozvetleniil, illetve Monte Carlo moédszerrel egy egyszeri

Markov bazis segitségével. Ezen masodlagosan generalt mintak hasznalhatok
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az illeszkedés josaganak mérésére. Az eredmények egy kicsit altalanosabb
eloszlascsaladra, a korlatozottan L-felbonthatd eloszlasokra is atvihetSk. A
fejezet eredményei a [18] és a [19] dolgozatokban taldlhatok meg.

L eloszlasa

A 9. fejezetben azt vizsgdlom, hogy mikor lesz m és 7~
is L-felbonthat6. Az ilyen eloszlasokat duplan L-felbonthaténak nevezve,
meghatarozom a szigoriian pozitiv duplan L-felbonthato eloszlascsalad sza-
bad paramétereinek szamat, megadom két paraméterezését, és egy algorit-
must a maximum likelihood becslés meghatarozasira. Megvizsgalom, mit
mondhatunk abban az esetben, ha nem csak szigortan pozitiv eloszlasokat
engediink meg: ebben segit a csalad Markov bézisdnak meghatarozasa az
n = 4 esetben. Ez a fejezet szintén a [18] és a [19] dolgozatokra, valamint
a [22] publikaciora épiil.

A 10. fejezet néhény tovabbi, a felbonthatdsdggal kapcsolatos kérdést
vizsgél. Ilyen példaul a 9. fejezet f6 eredményének bizonyitasiban fontos
szerepet jatszo S-felbonthatosag, mely az L-felbonthatosagnal erGsebb tulaj-
donsag. Foglalkozom tovabba azokkal az eloszlasokkal, amelyek eleget tesznek
a U L U |0 relacionak minden U-ra, ezeket teljesen L-felbonthato, vagy TL-
felbonthato eloszlasoknak hivom. Megmutatom, hogy a szigortian pozitiv TL-
felbonthato eloszlasok éppen a kvazi fiiggetlen alakiak (lasd az 1.1. Példat).
Ez az eredmény a [21] dolgozatbol valo.

Végiil a 11. fejezetben egy, az irodalomban ,allatorvosi l6nak” tekintett
adatsorra, az Amerikai Pszichologiai Tarsasag 1980-as elnokvalasztasanak
adataira (roviden APA adatokra) illesztem az 6sszes felbonthato modellt.

Itt szeretném megkdszonni témavezetémnek, Tusnady Géabornak a kozel
nyolc évnyi kozos munkat, a téle kapott ismereteket, de még inkdbb azt a
matematikai szemléletmodot és emberi hozzaallast, amit folyamatosan suga-
roz. Koszondm csaladom és kollégaim segitségét, tamogatasit, és nem utolso

sorban azt a sok noégatast, ami nélkiil ez a disszertacié nem jott volna létre.



2. Felhasznilt eszkozok

2.1. Algebrai statisztika

Algebrai modszereket a statisztikiban elsgként Diaconis és Sturmfels [32]
hasznélt, és éppen kontingenciatabldk elemzésére. Geiger, Meek és Sturm-
fels [37] diszkrét tereken definialt torikus modelleket vizsgélt, kiilonos tekin-
tettel a grafikus modellekre, Diaconis és Eriksson [30] pedig Markov lanc
Monte Carlo technikaval generalta a minta feltételes eloszlasat az elégséges
statisztikara nézve. Erdekes evolicios alkalmazasok talalhatok példaul Seth
az eredményeket, melyeket késébb felhasznalunk. Tovabbi olvasmanyként
ajanljuk a [13, 55| konyveket.

Legyen X = {z1,...,x,} véges halmaz, M = (m;;) pedig egy ¢ x s méret,
nemnegativ egész elemi matrix. Azt mondjuk, hogy a p = (p(x1),...,p(zs))

valoszintiség-eloszlas az M modellhez tartozik, vagy p az M szerint faktori-

zalodik, ha léteznek olyan nemnegativ Ay, ..., \; paraméterek, melyekre
t
p(z;) = c(\) HA?ji, 1<i<s. (2)
7=1

Az osszes M szerint faktorizalodo eloszlas halmazara az F(M) jelolést
hasznéljuk. Azokat az eloszlascsaladokat, melyek F (M) alakuak valamilyen
alkalmas AM-mel, torikus modelleknek hivjuk. Az E(M) diszkrét exponen-
cialis csalad pedig alljon azokbol a p = (p(x1),...,p(xs)) eloszlasokbol,

melyekre
t
p(x;) = c(0) epomjiHj, 1<i<s,ahol® = (0,...,0;) € (—o0,0)". (3)
7j=1

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy M sorvektorainak tere tartalmazza
az 1 =(1,...,1)" vektort, igy a normalé konstansok el is hagyhatok.
F(M) szigortan porzitiv elemei éppen E(M)-et alkotjik, és altalaban
E(M) C F(M) C cl(E(M)),
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ahol cl() a lezarast jeloli (az euklideszi topologidban). A méasodik tartalmazas
akkor és csak akkor szigort, ha F(M) nem zart. Vegyiik észre, hogy E(M)
csak az M sorai altal kifeszitett altértdl fiigg, de mint latni fogjuk, ugyanez
nem igaz F(M)-re. A t hosszi v = (vq,...,v;) vektor tartojara vezessiik be
a

Supp(v) ={1 <k <t: v #0}

jelolést, és az M matrix 7. oszlopvektorat jelolje m;.

2.1. Definici6. Legyen M t x s méretii, nemnegativ egész elemii matrix. A
T C{1,...,s} halmaz M-megvalosithaté (M-feasible), ha minden i ¢ T-re

Supp(m;) € UjerSupp(m;).

Vezessiik be a szintén zq,...,xs-sel jelolt valtozokat, a tovabbiakban
az R[x] = R[zy,...,xs] valos egyiitthatos polinomgytriiben dolgozunk.
Az u = (uq,...,us) nemnegativ egész elemii vektorra definialjuk az z" =

ul U2

=z xy? - - - x5 valtozds monomot (egy tagi polinomot). Az M métrixhoz

rendeljiik hozza az Xj; nemnegativ torikus varietast:
Xy={reR;: 2" —2"=0 Vu,v €N melyre Mu= Mv}. (4)

X et azért nevezik torikus varietasnak, mert az 6t definialé polinomok min-
degyike kéttagi. Az X-en adott p eloszlast irjuk vektor alakba, azaz legyen

pi = p(w;). Ervényes a kovetkezs tétel.

2.2. Tétel. (Geiger et al. [37]) c/(F(M)) = X,. Tovabbd p € Xy-re
p € F(M) akkor és csak akkor, ha p tartéja M-megval6sithato.

Nyilvan X, és ezzel egyiitt cl(F(M)) is csak az M sorai altal kifeszitett
altértsl fiigg, hiszen az Mu = Mv megoldasai csak ettdl fiiggnek. Az M-
megvalosithato hamazok, és igy F (M) azonban mar nem csak ettdl az altértsl

fiigg. Rapallo [52] bizonyitja a kovetkezs tételt.

2.3. Tétel. (Rapallo [52]) Minden M-hez van olyan My, maximaélis
reprezentacio, melyre cl(F(M)) = F(Mpax)-
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Adott p esetén konnyt eldonteni, hogy tartoja M-megvalosithato-e. Azt,
hogy eleme-e az X, varietasnak, mar nehezebb. A (4)-ben szerepls kéttagu
polinomok egy I, torikus idealt generalnak. Hilbert bazis-tétele azt mondja
ki, hogy minden ideal végesen generélt, s6t, algoritmikusan kiszamithato az
idealt generald bazis. Ezeknek az algoritmusoknak is kiterjedt az elmélete, a
mi szempontunkbol elég annyi, hogy a vilaghalon elérheték ezeket az algo-
ritmusokat implementél6 ingyen hasznalhato programcsomagok. Ezutan mar
csak azt kell ellendrizni, hogy p gyoke-e ennek a véges sok bazispolinom-
nak. Megemlitjiik, hogy az M., maximalis reprezentici6 is algoritmikusan
szamolhato.

Adott modellbél szarmazd minta esetén a minta feltételes eloszlésa az
elégséges statisztikidra nézve mér nem fiigg az ismeretlen paraméterektsl. Ez
a feltételes eloszlas hasznalhato példaul illeszkedésvizsgalatra, ezért lényeges
kérdés, hogy tudunk-e belSle mintat generalni. Legyen adva a (2) altal
definialt F(M) torikus modell, X = (X1,..., X,,) pedig legyen a modellbél
szarmazo6 iid minta. Jelolje fx a gyakorisagvektort, azaz x € X-re fx(r) =
= {1 <i<m: X; = x}|. Ezzel a jeloléssel az M fx statisztika elégséges

A-ra. Tovabba X eloszlasa az M fx = u feltétel mellett egyenletes az
Vu={y € X™: Mf, =u}

halmazon. A gyakorisagvektorra atfogalmazva, fx eloszlasa az M fy = u

feltétel mellett hipergeometrikus az
Fo=A{f:X—=>N: Mf=u}
halmazon, azaz

P(fx = fIMfx =u) =

m! B
[[F@n feF.
R
Ezekbdl a feltételes eloszlasokbol dltaldban nem tudunk kozvetleniil general-
ni, de Markov lanc Monte Carlo technikdk alkalmazhatok, ha a feladatra

taldlunk egy Markov bazist.
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2.4. Definicibé. Az fi,..., fr: X — Z fiiggvények az F(M) modell Markov
bazisat alkotjak, ha M f; = 0 minden i-re, tovibba minden u-ra és f, f' €

€ F,-ra talalhato olyan (e, fi)), ..., (€a, fi,) sorozat, ahol ¢; = +1, valamint

A a
fI:f"Fijfij, ésf—i—Zejfij > 0 minden 1 < a < A-ra.

j=1 j=1

A Markov bazis segitségével irreducibilis Markov lancot definidlhatunk az F,
allapottéren. Minden lépéshen valasszunk egy I-t egyenletesen {1,..., L}-
bdl, és legyen € = +1, 1/2 — 1/2 valoszintiséggel. A jelenlegi f allapotbol
probaljunk az f' = f + ef;-be lépni. Ha f' nemnegativ, tegyiik meg a lépést,
ellenkezé esetben helyben maradunk. A Metropolis algoritmus segitségével
modosithatjuk a lancot, hogy a kivant stacionérius eloszlashoz konvergaljon.

Diaconis és Sturmfels [32] megmutatja, hogyan lehet az idedlbéazisokat
megkeresG algebrai algoritmusokat Markov bézisok keresésére hasznalni.
Jelolje az f fiiggvény pozitiv (negativ) részét f* (f7), azaz f = ft — f~,
foka pedig legyen deg f = max(>_, f*(x), >, f (2)).

2.5. Tétel. (Diaconis és Sturmfels [32]) Az fi,..., f fiiggvények akkor
és csak akkor alkotjik az F(M) modell Markov béazisat, ha az zfi — xfi

polinomok generaljak az Iy idealt.

Megjegyezziik, hogy [32] arra az esetre is ad algoritmust, ha a Markov
bazis kiszamitasa méretproblémdk miatt nem kivitelezhets. Tegyiik fel,
hogy tudjuk, hogy a feladatra van olyan fi,..., f;, Markov bazis, melyre
max;(deg f;) < d, bar magat a Markov bazist nem tudjuk kiszamolni. Az ),
allapottéren dolgozva, minden 1épésben valasszunk ki egyenletes eloszlas sze-
rint d kiilonb6z6 koordinatat. Szamoljuk ki a kivalasztott koordinatak gyako-
risdgvektoranak elégséges statisztikajat, majd helyettesitsiik a kivalasztott
koordinatédkat az ugyanilyen elégséges statisztikaju d-esek koziil egyenletesen
valasztott tarsasaggal. Ha d elég kicsi, akkor a lehetséges 1j d-esekbdl elég

kevés van, igy a modszer alkalmazhato.
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2.2. Exponenciilis csalddok, hierarchikus modellek

A jelen disszertacioé szempontjabol az el6z6 szakasz (3) alaka diszkrét
exponencialis csaladjai lesznek érdekesek. Szorzatalaki allapottér esetén ezek
specidlis esetei a hierarchikus, illetve grafikus modellek.

Legyen X = (X(1),...,X(n)) diszkrét valoszintiségi valtozo, lehetséges
értékeinek halmaza az I = I} x --- x I, véges szorzathalmaz. Minden z =
= (z(1),...,z(n)) vektorra és A C [n]-re legyen z(A) = (x(i) : i € A) az x
vektor A-marginalisa. Legyen A C 2 az [n] részhalmazainak egy csalddja.

Az A generatorokkal definialt hierarchikus modell a

p(x) =[] 0a(x(4)) Vzel (5)

AeA

alaku p eloszlasokbol all, ahol 64 alkalmas paraméterek. Nyilvan feltehetjiik,
hogy A-nak nincs két egymést tartalmazd eleme. A hierarchikus modell
grafikus, ha megadhato az 1, ..., n csucspontokon olyan G graf, hogy A éppen
G klikkjeinek (maximalis teljes részgrafjainak) halmaza.

A hierarchikus modellek torikus modellek, mivel F(M ) alakiaak egy al-
kalmas M 4 0 — 1 méatrixra. A grafikus modellek elméletének egyik szép ered-
ménye a Hammersley—Clifford tétel. Eszerint (5) (ahol .4 most a G klikkjeinek
halmaza) akkor és csak akkor teljesiil a p szigortian pozitiv eloszlasra, ha p
rendelkezik a globalis Markov tulajdonsaggal, azaz barmely U, V.S C [n]
diszjunkt részhalmazokra, X (U) és X (V) feltételesen fiiggetlenek X (S)-re
nézve, valahanyszor S elvalasztja U-t és V-t a G grafban. A Markov tulaj-
donsag atirhaté polinomialis egyenletekké, ezért a 2.2. Tétel a Hammersley—
Clifford tétel altalanositasanak tekintheté a torikus modellek esetére. A 2.2.
Tétel szerint ugyanis a szigortian pozitiv p eloszlas akkor és csak akkor ele-
me az E(M) exponenciélis csaladnak, ha p kielégiti az I, idealt generdlo
polinomokat. Ehhez kapcsolodo tovabbi eredmények talalhatok a [37, 52, 56|
munkakban.

A grafikus modelleken beliil kiilénosen szépen viselkednek a felbonthato
(decomposable) modellek, melyekhez tartozo grafokban nincs har nélkiili

legalabb négy hosszisagn kor. Ervényes a kovetkezs tétel.
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2.6. Tétel. (Geiger et al. [37]) Legyen adott a G grathoz tartozé (disz-
krét) grafikus modell. A kovetkez6 éllitasok ekvivalensek :

(i) A grafikus modell felbonthato.

(ii) A G szerint faktorizal6do eloszlasok csaladja zart.

(iii) A cellagyakorisagok maximum likelihood becslései tetszéleges minta ese-
tén racionalis szamok.

(iv) A modellhez tartozé torikus idedlnak van mésodfoki polinomokbdl &llé
Grobner bazisa (és ezek a polinomok a globélis Markov tulajdonsag dtirasabol
adodnak).

A hierarchikus és grafikus modellekhez kapcsolodo tovabbi irodalom [10,
14, 38, 42, 60.

Legyen Xi,...,X,, iid minta az A generatorhalmazzal definidlt hierar-
chikus modellbdl, és jelolje r(x) az x € I érték mintabeli relativ gyako-
risagat. A valodi eloszlas, illetve paramétereinek maximum likelihood becs-
lése altalaban nem explicit. Fontos kivételt képez a felbonthaté grafikus mo-
dellek osztalya (lasd a 2.6. Tételt). Az altalanos esetben egyik leggyakrah-
ban hasznéalt numerikus modszer az iterativ aranyos illesztés (iterative pro-
portional scaling (IPS) vagy Deming-Stephan algoritmus) |24, 26]. Ez az
algoritmus garantiltan konvergil a modell lezartjaban egyértelmiien létezd
maximum likelihood becsléshez, p-hoz. Ez az eloszlas azzal a tulajdonséggal
karakterizalhato, hogy a p(z(A)) = 3 1., (ay=s(a) P(y) Vvalosziniségek mege-
gyeznek a megfelels r(2(A)) tapasztalati valoszintiségekkel, minden A € A-ra
és x(A) vektorra. Ha a p eloszlas tartoja nem teljes, akkor azt mondjuk, hogy
a minta tartalmaz strukturalis nullat (a strukturalis nullanak ez a fogalma
kiilonbozik a modellbeli strukturalis nulla fogalmatol).

Az TIPS algoritmus soran ciklikusan illesztjiik az A-beli marginalisok elosz-
lasat. Legyen p(® a hierarchikus modell tetszéleges szigortian pozitiv eleme

(pl. az egyenletes eloszlas). A (¢t + 1). iteracios lépésben legyen

t+1 (z(4)) ¢
!l )(x) = mp( )(x), rel

ahol A ciklikusan befutja A elemeit.

A késGbbiekben olyan exponencialis csaladokkal fogunk foglalkozni, ahol,
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a hierarchikus modellekhez hasonléan, a ¢ x s méret M matrix minden eleme
0 vagy 1. Tegyiik még fel, hogy M sorai linearisan fiiggetlenek, azaz az E(M)
modell regularis, minimaélis exponencialis csalad 6 kanonikus paraméterekkel,
és a Tj(x;)) = my; = x{z; € A;} statisztikikkal, ahol A; C X alkalmas
halmazok. A kovetkezs tétel az exponencidlis csalddokra vonatkozo sokkal
altalanosabb tétel (pl. [7], 2.28.6. Tétel) specialis esete.

2.7. Tétel. Legyen adott a (3) diszkrét exponenciilis csalad, ahol az M
matrix teljes rangi, és minden eleme 0 vagy 1. Legyen Xy, ..., X,, a csalad-
beli py eloszlasbol szarmazo iid minta. Ekkor, amint m — 00, a 0™ maximum

likelihood becslés 1-hez tarté valészintiséggel egyértelmiien létezik, és
Vm(0'™ —0) — N(0,I(0)") eloszlasban,

ahol I(0) a Fisher informéaciés matrix, N(u,Y) pedig a p varhaté értékid, 3

kovariancia-méatrixi normaélis eloszlas. Tovabbéa

(1(0))ij = Po(Ai N Aj) — Pp(Ai) Pa(A;).

2.3. EM- és MM-algoritmusok

Az EM algoritmusok szerteagazo elméletébdl itt csak annyit ismertetiink,
amennyit a késébbiekben fel fogunk hasznalni. Az algoritmust hianyos meg-
figyelések esetén fogjuk alkalmazni: tegyiik fel, hogy a teljes megfigyelés 7,
melynek eloszlasat a 3 paramétervektor irja le. Azonban Z helyett annak csak
valamilyen X fiiggvényét figyeljiik meg, ez a hidnyos megfigyelés. A feladat a
(B paramétervektor maximum likelihood becslése. Az algoritmus valamilyen
BO) kezdseértékbal indul, a (t+41). iteracioban pedig az alabbi két 1épést végzi
el:

1. E-lépés (E — expectation): Az X hianyos megfigyelés és a () aktualis
paraméterek mellett szamitsuk ki a teljes megfigyelés log-likelihoodjanak
varhato értékeét:

Q(8,5") = E(log L(Z, B)| X, BD).
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2. M-1épés (M = maximization): A Q(3, ") fiiggvényt S-ban maximalizalva
kapjuk az uj B¢+ paramétervektort.

Az algoritmust ebben az altalanossagban Dempster et al. [27] vezette be.
Megmutatta, hogy az algoritmus soran az L(X,3®) likelihood monoton
novekszik. Ezért, ha a likelihood fiiggvény feliilrsl korlatos, akkor L(X, %)
egy L* értékhez konvergal. Altalanossagban azonban nem garantalt, hogy L*
globalis maximum, s6t a 3" értékek akar a likelihood fiiggvény egy nyereg-
pontjahoz is konvergalhatnak. Az EM algoritmus konvergencidjat vizsgalata
példaul Csiszar és Tusnady [17] és Wu [61]. Az EM algoritmusrol és annak
altalanositasairol szol McLachlan és Krishnan [50] kényve. Az EM algorit-
mus, amennyiben konvergal, akkor is lasst: konvergenciaja linearis, sebessége
pedig a hidnyzo6 informécio hanyadatol fiigg. Ennek ellenére népszert, mivel
altalaban konnyen programozhaté és kevés memoriat igényel.

Az MM (minorization-maximization) algoritmusok egy b&vebb halmazt
alkotnak, azaz az EM algoritmusok specialis MM algoritmusok. Bar ilyen
tipusu algoritmusokat méar joval korabban is vizsgaltak, az elnevezést Hunter
és Lange [41] vezette be. A feladat a  paramétervektor maximum likelihood
becslése az X mintabol (most nincs teljes és hidnyos minta). Az algoritmus
valamilyen 5 kezdsértékbsl indul, a (£41). iterdcioban pedig az alabbi két
lépést végzi el:

1. M(inorization)-1épés: Elgallitunk egy olyan Q;(3) fiiggvényt, melyre

Qi) <log L(X, B)V0, ¢s Q,(8Y) =log L(X, sY).

2. M(aximization) lépés: A Q;(3) fiiggvényt [S-ban maximalizalva kapjuk az
ij B paramétervektort.

Ez az algoritmus is rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy az L(X, 8%)) like-
lihood monoton novekszik. Természetesen a (), fiiggvények jo megvalasztasan
all vagy bukik minden: Q;-t sokszor tgy valasztjak, hogy ,szétvalassza”
a [ paramétervektor koordinatait, azaz a (-ban vett maximalizalas ko-
ordindtanként legyen elvégezhetd. A konvergencia itt is csak bizonyos felté-

telek mellett igazolhato.
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I1. rész

Kulonféle modellek

3. Statisztikik és modellek attekintése

Eloljaroban harom olyan munkéit emlitiink, melyek egyiittesen atfogod
képet adnak a véletlen permutaciok elemzésérsl. Marden [48] konyve a
grafikai megjelenitéstsl kezdve, a modellalkotéson at, a becslésig és hipotézis-
vizsgalatig végigvezeti az olvasot a véletlen permutéciok statisztikai eszkoz-
taran. A Fligner és Verducci altal szerkesztett [36] kotet az 1990-ben Am-
herstben rendezett ,Probability Models and Statistical Analyses for Ranking
Data” cimii konferencia fontosabb elGadasainak anyagat tartalmazza. A kotet
érdekességét egyrészt sokszintisége adja, masrészt az, hogy a teriilet 1990-beli
aktualis allapotat tiikrozi. Végiil Critchlow, Fligner és Verducci [15] cikke a
kiilénb6z6 modellek olyan tulajdonsagait vizsgélja, mint a megfordithatosag,
cimke-invariancia, L-felbonthatosag, unimodalitas, és teljes konszenzus.

Valos (vagy vektor) értékii adatoknal a két leggyakrabban hasznalt
statisztika az atlag és a szoras. Permutaciok esetében is szadmolhatd at-
lag, de az &altalaAban nem lesz maga is permutécio. Jel6lje S, az n hosszi
permutéciok halmazat, és legyen adva S,,-en egy d tavolsagfiiggvény. Ekkor a
T, ..., Ty minta d-kozépértéke a . d(p, T;) Osszeget minimalizalo p € S,
lesz, a szorodast pedig maga az dsszeg (megfelelGen normalizalt) értéke méri.
Sp-en szamos olyan d tavolsidg definidlhatd, melyek a statisztikai alkalmaza-
sok szempontjabol érdekesek és fontosak, ezeket hamarosan ismertetjiik (lasd
még pl. [28], 6. fejezet). Egy kozépérték helyett kereshetiink tobbet is, azaz
klaszterosithatjuk az adatokat néhany klaszterkdzéppont koriil.

Roviden ismertetjiik a permutéacio-adatok spektralis analizisét (Diaconis
[29] és az ottani hivatkozasok). Adott S, beli 7y, ..., m, mintabol szamitsuk
ki az f gyakorisagvektort, azaz legyen f(m) = |{i : m = w}|. Az f vek-
tort, mint az R™ euklideszi tér elemét tekintjiik. A csoportok reprezentécio-
elméletének egyik eredménye szerint ez a tér egymésra merGleges V), izotipikus

alterekre bomlik, ahol A\ az [n] halmaz particioit futja be. Az izotipikussag”
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itt azt jelenti, hogy a V), alterek invaridnsak az S, elemeivel val6 balrol illetve
jobbroél szorzasra nézve. Pontosabban ez azt jelenti, hogy f € V) és o € 5,

esetén az
foo(m) = flom) &8 foo(m) = f(wo) (7 € Sy)

balrol illetve jobbrol szorzott vektorok is Vjy-beliek, ahol a permutaciok
egymas utan irasa a csoportszorzast jeloli. Tovibb4 minden V), izotipikus al-
tér felbomlik k() darab egyméasra merdleges invaridns altérre, melyek mind
izomorfak, és k(\) dimenziosak. Az  invarians” kifejezés jelentése, hogy a
balrol szorzésokra invariansak. A k() értékek példaul a hook-length képlet-
b6l szamolhatok, tovabbi részletek a [28, 29, 30| hivatkozasokban talalhatok.
Az f gyakorisagvektornak az izotipikus alterekre vett vetiileteinek hossza (fi-
gyelembe véve az egyes alterek dimenziojat is), érdekes informéciot tartalmaz
az adat struktiarajarol.

Térjiink most ra a leggyakrabban hasznalt modellek ismertetésére! A
modellek elsé csoportja a rendezett minta modellek (order statistics mod-
els). Képzeljiik el, hogy valakinek hangokat kell ersség szerint sorrendbe &l-
litania (leghalkabbtol leghangosabbig). Tegyiik fel, hogy az i. hang észlelt
erGsségét egy folytonos F; eloszlasi X; valoszintiségi valtozo irja le. Ekkor a

7 sorrend valdszintisége
p(m) = P(Xrq) <--- < Xa(m)-

Ezt a példat elgszor Thurstone [59], majd késébb Daniels [23| tanulméanyoz-
ta. Fel szokas tenni, hogy X;-k fiiggetlenek (de nem mindig, példaul azt az
esetet is sokat vizsgaltak, amikor az X;-k egyiittes eloszlasa normalis). Ha
az eloszlasok csak eltolasparaméterben kiilonboznek, azaz F;(x) = F(x — ;)
(ahol F' ismert), akkor Thurstone modellr6l beszéliink. A Gumbel eloszlas
esetében, azaz mikor F(x) = 1 — exp(—expz), a modell neve Luce vagy
Plackett—Luce modell. Luce [44] ezt a modellt egy masik alakban vezette
le. Els6nek felallitotta a sorbarendezési posztulatumot (ranking postulate).
Tegyiik fel, hogy n elemet akarunk sorbarendezni, a legjobbtol a legrosszabb-
ig. A posztuldtum azt mondja ki, hogy a sorrend tgy keletkezik, hogy minden

lépésben kivalasztjuk a legjobbat a még fennmaradé elemek koziil. Azaz az
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elemek minden C' részhalmazara, és minden x € C' elemre adott annak pc(z)
valoszintisége, hogy C-bdl z-et valasztjuk legjobbnak. Ezen kivalasztasi va-

loszintiségek alapjan a 7 sorrend esélye

= [ re.(x(k)), (6)

ahol Cy = {m(k),...,m(n)} a k. lépésben még vélaszthato elemek hal-
maza. Ezutan Luce a kivalasztasi axiomat (choice axiom) alkalmazta a
po(z) értékekre: az axioma azt mondja ki, hogy két elem kivalasztésanak
egymashoz viszonyitott valdszintisége nem fiigg attol, hogy a tébbi elem
kivalaszthato-e vagy sem, azaz a po(r)/pe(y) hanyados ugyanannyi minden
x,y-t tartalmazé C-re (ITA: independence from irrelevant alternatives). Ez
pedig csak tgy lehetséges, ha pco(x) = A,/ > ycc Ny alaki. Kaptuk tehdt,
hogy

H z] 3 (7)

Konnyt ellenérizni, hogy a Gumbel eloszlastt Thurstone model ugyanezeket
a valoszintiségeket adja.

A Babington Smith modellt Babington Smith [3] javasolta, ez péros
osszehasonlitasokbol épiti fel a sorrendet. A paros 6sszehasonlitasoknak kiilon
elmélete van, ezt lehetett Osszehdzasitani a teljes sorrendek elméletével: ve-
gyiik sorra az n elembdl alkothato 6sszes part, és mindegyik parbol valasszuk
ki a nekiink szimpatikusabb elemet. Az n pontu teljes graf éleit iranyitsuk a
valasztasainknak megfelelGen. Ha ebben a grafban nincs iranyitott kor, akkor
valasztasaink konzisztensek egy egyértelmiien meghatarozott sorbarendezés-

sel. A kormentességre feltételt véve kapjuk, hogy

0) [ [ i)

1<

ahol 0,, annak a val6szintisége, hogy x és y paros 6sszehasonlitdsaban x gy6z.

A modellbdél vett m elemt 7y, ..., 7, minta esetén a paraméterekre elégséges
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statisztika a K parmatrix, melynek (i, 7). eleme

= 1 1y 1y
Ry = |{bs (m)™'0) < (m) ™' ()}
azt fejezi ki, hogy a minta hanyad részében kapott az ¢ sorszamu elem jobb
helyezést, mint a j sorszamu.
A Babington Smith modell speciélis esete a Mallows—Bradley—Terry

Qp
aztay

Terry [9] vetette fel, a paros dsszehasonlitas modellben valo hasznalatat pedig

modell, melyben 6,, = . A val6szintiségek ilyen alakjat Bradley és

Mallows [45] javasolta. A 7 sorrend esélye ebben a modellben tehat

n n
. -1
p(7) = c(a) H O‘Z(i; = c(«) Ha;l ™)
i=1 j=1
A modellbél vett m elemii 7, ..., T, minta esetén a paraméterekre elégséges

statisztika a V = (V(1),...,V(n)) atlaghelyezés vektor, ahol

N I VN
V(i) =—> (m) ()
k=1
a j sorszamu elem helyezésének mintabeli atlaga.
A kovetkez6 csoportot a tavolsag-alapt modellek (distance-based
models) alkotjak. Legyen d ismét egy S,-en adott tavolsagfiiggvény, ennek

segitségével az alabbi egyszerii modellt definidlhatjuk a m helyezésekre:
p(r) = K(f)e "),

ahol my € S,, az eloszlas (ismert vagy ismeretlen) modusza, § > 0 pedig
értjiik bele a haromszog-egyenlGtlenség teljesiilését. Ha azt szeretnénk, hogy
a modell ne fiiggjon az elemek szamozéasatol, akkor fel kell tenni, hogy a d
tavolsag jobbrol invarians, és ezt mindig fel is szoktak tenni. Az 1. tablazatban
a legfontosabb tavolsagokat gytjtottiik ossze (x{-} az indikator fiiggvény).
Megjegyezziik, hogy a Kendall 7, Cayley, és Ulam tavolsigoknak mind van
olyan tipust definici6ja, hogy hany megengedett l1épéssel lehet egyik per-
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1. tablazat. Néhany fontos tavolsag definicidja

Hamming | dp(m, p) = 32 x{m(k) # p(k)}

p-tavolsag | dy(m,p) = D74, |m(k) — p(k)[?
— p(k)|
—m(4))(p(i) — p(5)) < 0}

= n — Ciklusok szama (mp~!)-ben

Maximum | dps(7, p) = max}_, |7(k)

Kendall 7 | dg(m,p) = Zi<jX{(7T(i)

Cayley de(m,

Ulam dy

= n — Max. mon. ndvé rész hossza(mp~')-ben

mutaciot a masikba transzformalni, ahol a megengedett 1épések halmaza a
harom tévolsadgnal természetesen més és més. A statisztikai alkalmazasok
szempontjabol érdekes, hogy mely tavolsagok invaridnsak balrél, melyek in-
variansak a megforditasra vagy az invertalasra. Ezeket a tulajdonsagokat
részletesen targyalja pl. [28, 48].

A kvazi fiiggetlen modellrél mar beszéltiink, itt csak azt tessziik hozza,
hogy a modellb6l vett m elemd 7y,..., T, minta esetén a paraméterekre
elégséges statisztika az M marginalis matrix, melynek (i, 7). eleme

My = — |{k: meli) = 3}
m
annak tapasztalati valoszintiségét adja meg, hogy a j sorszami elem az .
helyezést kapja. Itt jegyezziik meg, hogy a IA(, 17, M statisztikik a modellekt6l
fiiggetleniil is sokat segitenek az adatokkal valo ismerkedésben.

A kovetkezs modell a t6bblépcsds helyezési modell (multistage rank-
ing model), melyet Fligner és Verducci [35] vezetett be. Itt a halmaz ele-
mei (ezeket gyakran jeldlteknek hivjuk) 1-t6l n-ig vannak szémozva. A
helyezéseket egyesével osztjuk ki. A k. 1épésben a legjobb k —1 helyezést mar
kiosztottuk, és most valasztjuk ki a k. helyezett jeloltet, de a kivalasztas-
nal csak a maradék jeloltek relativ szamozéasat vessziik figyelembe. Ha

tehat a j; < --- < jn k41 jeloltek maradtak, akkor j;-t 6(i, k) valoszini-
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séggel valasztjuk, ahol 0(i, k) a Z?:_lkﬂﬁ(i,k) = 1 Osszefiiggést kielégits
paraméterek.

Doignon, Peke¢ és Regenwetter [33] egy hasonlo modelljében a jelolteket
szamozasuk szerint vessziik sorba, és az 1j jeloltet az eddigiek sorrendjébe
szurjuk be. Minden k-ra adottak tehat a 6(i, k), i = 1,..., k beszirasi valo-
szintiségek, melyek Osszege 1. A k. jeloltet &k helyre illeszthetjiik be: szirjuk
az eddigi sorrend (i —1). és 7. helye kozé 6(i, k) valoszintiséggel. Az igy ad6do
ismételt beszurasok modellje (repeated insertion model) a tébblépcsds
helyezési modell ,,dualisa” abban az értelemben, hogy a helyezések és a jeloltek
szerepét felcseréltiik.

Végiil ismertetjiik a Chung és Marden [11] altal bevezetett ortogonalis
kontrasztok modelljét. Egy C' kontraszt nem mas, mint a jeléltek néhany
csoportjanak Osszehasonlitasa, pl. C' = (Iy,...,Ik), ahol I; nemiires disz-
junkt részhalmazai az [n] jelolthalmaznak. A C kontraszt értéke a 7 helyezés-
vektoron megadja az egyes I; csoportokba es6 jeloltek relativ helyezéseit a

CY = U,I; halmazhoz képest. Formalisan,
Cmy=({x@): i€ L},....{7(i): i € Ix}),

ahol 7(i) azt mutatja meg, hogy (i) hanyadik legkisebb a {7 (j) : j € CV}
halmazban. Legyen példaul n = 5, a helyezésvektor pedig 7 = (24513).
A C = ({1,2},{3,4}) kontraszt az els6 ketté és a masodik ketts jeloltet
hasonlitja ossze. C' értéke m-n C'(7) = ({2,3}, {1,4}), azaz mindkét elsé jelolt
a két kovetkezs kozé van rangsorolva.

Két kontrasztot akkor neveziink ortogondlisnak, ha az altaluk definialt
osszehasonlitdsok nem keverednek egymassal. Formalisan, C' = (I;) és D =
= (J;) akkor ortogonalisak, ha vagy (i) CV N DY = 0, vagy (ii) CV C J,
valamilyen k-ra, vagy (iii) DV C I valamilyen k-ra. Ortogonélis kontrasz-
tok esetén a lehetséges kontraszt-értékek akarhogy kombinalhatok egymassal,
ezért javasolta Marden [47] a kontraszt-értékek modellezésére a kontingencia-
tablék esetére hasznalt modelleket. Ennek specialis esete a ¢p-modell, mely-

ben a C},...,C ortogonalis kontrasztok értékei fiiggetlenek, s6t, az egyes
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permutaciok valoszintiségei
p(m) = K(0) exp{ _ 0:d(Ci(m))}
i=1

alaktaak, ahol § = (6;) paramétervektor, K(#) normalo tényezs, és ha C' =
= (h,...,Ig), akkor

dC(m) =Y > > xin(r)>n(s)}

1<i<j<K rel; sel;

a Jonckheere-Terpstra statisztika.

4. McCullagh inverziés modellje

Peter McCullagh [49] vezette be a péros dsszehasonlitasok (Babington
Smith) modelljének kovetkezs altalanositasat. Minden C' C [n] halmazra
alljon I a C' halmaz elemeinek olyan permutacioibol, melyek C' egy elemét
sem teszik a nagysag szerint ndvekvs sorrendben elfoglalt helyére. Ha példaul
n =5, és C = {2,4,5}, akkor I az (524) és a (452) permutéciokbol all.
McCullagh ezeket (k—1)-ed rendd inverzidknak nevezi, ha |C| = k. A tovab-
biakban C-t az Is-beli inverzidok alaphalmazénak nevezziik. Az I~ halmaz
elemszaméat konnyi felirni a szita formula segitségével, és az is egyszeriien
adodik, hogy az dsszes (tetsz6leges rendii) inverzio szama n!—1. Azt mondjuk,
hogy egy 7 € S,, permutéci6 tartalmazza az Io-beli o¢ inverziot (jelolésben
oc C m), hogyha 7 elemeibdl csak a C-belieket megtartva éppen o¢-t kapjuk.
Ismét n = 5-tel, az (15324) permutacio az (524), (534), (32), (52), (53), (54)
inverzidkat tartalmazza.

Az inverziok segitségével definidlhatunk torikus modelleket. Valasszunk
ki az inverziok koziil s darabot, legyenek ezek aa, .+, 04, - Konstrualjuk
meg hozzajuk azt az s x n! méreti M incidencia-matrixot, melynek (j,7)-
dik eleme 1, ha 7 tartalmazza créj—t, egyébként pedig 0. Tekintsiik az ehhez
tartozo F (M) modellt.

McCullagh olyan eseteket vizsgalt, amikor az inverziok koziil az Osszes
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legfeljebb k rendiit vessziik be a modellbe, valamilyen k-ra. A modell szabad
paramétereinek szama (szigorian pozitiv esetben) attol fiigg, hogy az M
matrix sorai kozétt vannak-e linearis osszefiiggések. McCullagh azt a sejtést
fogalmazta meg, hogy ilyen Gsszefiiggések nincsenek. Pontosabban, vegyiik be
a modellbe az Gsszes inverziot, és még az 1 sort is. Igy egy n! méretii M,, négy-
zetes méatrixot kapunk, melyrél McCullagh azt sejtette, hogy determinansa
+1 (attol fiiggGen, hogy milyen sorrendben soroljuk fel a sorokat /oszlopokat).
Sejtését n < 4-re ellendrizte, és azt is észrevette, hogy a sorok és oszlopok
megfelel§ atrendezésével haromszogmatrix kaphato, melynek f6atlojaban csu-
pa 1-es all. Marden [48] minden n < 7-re ellendrizte a sejtést.

Ha a fenti torikus modellbe csak az els6rendi inverzidkat vessziik bele,
akkor visszakapjuk a Babington Smith modellt. Az ennél bonyolultabb mo-
dellek felépitése analogiat mutat a kontingenciatablakra alkalmazott hierar-
chikus modellekkel, ahol egyre magasabb rendii kolcsonhatasokat épitiink be
a jobb illeszkedés kedvéért. A k-adrendii inverziok a k-adrendd interakciok
analogjai. Tegyiik fel, hogy egy elsérendii inverziés modellben (azaz amely
csak elsérendt inverziokat tartalmaz), szerepel a (kj) (j < k) inverzio. Ekkor,
feltéve hogy egy permutéacioban a j és a k szomszédos, annak esélye, hogy &

jon el6bb, a permutacié tobbi elemétdl fiiggetlen:

p(x1kj * 2) — Chs
p(x17k * o) g

ahol %, x5 a szamlaloban és nevezében azonos elem-sorozatok.

Hasonléan, ha egy mésodrendii modellben szerepel az (Ijk) (j < k < 1)

g (p(*lkjl * 2)) ~log (p(*llkj * 2)) — Cli
p(*ljkl * 2) p(*ll]k X 2) e

A paraméterek interpretaciojat neheziti, hogy a fenti egyenletek csak akkor

inverzio, akkor

igazak, ha a vizsgélt elemek szomszédosak a permutacioban.
n < 4-re McCullagh felsorolta az 6sszes olyan modellt, melyek bizonyos
peremfeltételeknek eleget tesznek. Ezek a peremfeltételek biztositjak, hogy a

fenti paraméterek jobban interpretdlhatoak legyenek. n = 3-ra kilenc ilyen
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modell van, azonban n noévekedésével egyre nehezebbnek tiinik az ilyen tipusi
modellek attekintése.
A tovabbiakban bebizonyitjuk McCullagh sejtését, elemi meggondola-

sokkal. Mondjuk ki elGszor az allitast!

4.1. Tétel. Legyven M, az az n! méretii négyzetes matrix, melynek elsé n!—1
sora a o¢ inverzidkhoz tartozé x{oc C w} indikatorvektorokat tartalmazza,
utolsé sora pedig 1. Ekkor M, sorai és oszlopai minden n-re atrendezhetk
iigy, hogy alsé haromszogmatrixot kapjunk, melynek f6atl6jaban csupa 1-es
all.

A tételt bizonyitéas el6tt fogalmazzuk at! Ehhez azonositsuk az inverzi-
okat és a permutaciokat. A C' alaphalmazi o¢ inverziot azonositsuk azzal a
o permutacioval, mely a C' elemeit o szerint rakja sorba, mig [n]\ C' elemeit
fixen hagyja. Példaul n = 5-re az (524) inverziot az (15324) permutécioval
identifikdljuk. Ahhoz, hogy S, minden elemét megkapjuk, vezessiik be az
iires inverziot (melynek alaphalmaza () agy, hogy ezt az inverziét minden
permutécié tartalmazza. Az iires inverziot az id identitassal azonositjuk. Ha
a m permutacié tartalmazza a oo inverziot, és a oc-vel azonositott permuté-
ci6 o, akkor ezt a o < m relacioval jelsljiik. Igy a 4.1. Tételben szerepls M,
matrix megegyezik (a sorok és oszlopok sorrendjétdl eltekintve) a < relacid
M indikadtormatrixaval: M<(o,m) = x{o < m}. Megmutatjuk, hogy van
olyan S, = {m,...,mu} felsorolas, hogy minden 1 < i < j < n! esetén
mjAm;. Ha M, sorait és oszlopait is ebben a sorrendben soroljuk fel, akkor
M, als6 haromszog lesz, a f6atloban pedig 1-esek allnak, mivel 7 < 7 minden
m € S,-re. Konnyti 1atni, hogy ilyen felsorolas akkor és csak akkor létezik, ha a
relaciot leiro G< irdnyitott grafban nincs irdnyitott kér (a hurokéleken kiviil).
Ennek a grafnak S, elemei a csiicsai, és akkor vezet m-b6l o-ba iranyitott él,
ha o < m. A szokasos mddon bevezethetjiik a < relaciot: o < 7 akkor és csak
akkor, ha o < 7 és 0 # m. A hozzé tartozo G- graf csak annyiban kélonbozik
G <-t6l, hogy nincsenek benne hurokélek. Mivel a < reldcié nem tranzitiv, a

kovetkezs, 4.1. Tétellel ekvivalens allitas nem trivialis.

4.2. Tétel. A G, grafban nincs irdnyitott kor.
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A 4.2. Tétel bizonyitasa el6tt egy masik tételt fogunk belatni. Definidlunk
az S, halmazon egy méasik, Gy grafot. Egy m permutaciobol vezessen iranyi-
tott él minden olyan permutéciéba, melyet 7-bél gy kapunk, hogy egy
elemet a helyére rakunk, a tobbit pedig odébb toljuk, ha sziikséges. Néz-
ziink megint egy példat n = 5-re: a 7 = (24351) permutaciobol az (12435),
(42351), (23541), (24315) permutéaciokba vezet él, rendre az 1,2,4,5 elemeket
tettiik helyre (m-ben 3 a helyén van, ezért 6t nem akarjuk méar helyre tenni:

igy ebben a grafban nem lesz hurokeél).

4.3. Tétel. A Gy grafban nincs iranyitott kor.

Bizonyitas. n szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. n = 2-re az allitas
trividlisan teljesiil. Tegyiik fel, hogy minden h < (n — 1)-re méar tudjuk az
allitast, bizonyitsuk be n-re! Tegyiik fel indirekt, hogy van a grafban egy
T — ... — T — m irdnyitott kor.

Vegyiik elGszor észre, hogy egy helyrerako lépés (H-1épés) nem novelheti
av(m) =" |7 (i) —i| értéket. Itt |7 (i) —i| azt mutatja meg, hogy az i
elem milyen messze van a sajat helyétsl a m permutacioban. v(r) azért nem
néhet, mert ha a j elemet rakjuk helyre, akkor az dsszeg j. tagja |7 ' (j) —
— jl-vel csdkken. A helyrerakas kozben osszesen |77 1(j) — j| elemet kellett
eggyel odébb tolni, és az Osszeg eltolt elemekhez tartozd tagjai legfeljebb
eggyel nének. Az Gsszeg tobbi tagja pedig nem véaltozik.

Ha van egy iranyitott koriink, akkor a fentiek szerint a v(m) értékek kons-
tansok a korben. Ez csak tgy lehet, ha minden H-1épésben az Gsszes eltolt
elem tdvolodik a sajat helyétsl. Nézziik meg elGszor, hogy mi torténik n-nel
a kor soran. Ha egyszer n-et a helyére rakjuk, akkor ott is marad, mert nincs
senki, aki ki tudné tolni a helyérsl. Emiatt két eset lehetséges: (i) n a sajat
helyén van az egész kor alatt, (ii) n sosincs a sajat helyén a kor alatt. Az (ii)
esetben tegyiik fel, hogy a kor elején és végén n a £ < n helyen van. Mivel
méar belattuk, hogy n a kor soran csak balra tolédhat, a helyére ugrani pedig
nem fog, igy csak az lehetséges, hogy n a kor alatt végig a k. helyen marad.
Tehat mindkét esetben van a permutécionak legalabb egy olyan eleme (maga

n), mely végig egy helyben marad a kor soran.
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Jelolje 1 < ... < xp, n > f > 1, azokat a helyeket, ahol az elemek az
egész kor alatt fixen maradnak, azaz 7;(x;) = ¢; minden i, j-re. Minden elem,
amely nem ezeken a helyeken &ll, legaldbb egyszer a helyére keriil, és legalabb
egyszer eltolodik. Ha ugyanis csak tolodna, akkor folyamatosan tavolodna a
sajat helyétdl, és a kor nem zarulna be. Ha pedig csak annyi torténne vele,
hogy egyszer a helyére raknank, akkor szintén nem zarédna a kor. Vegyiink
most egy [z, + 1,...,2441 — 1] intervallumot, és nézziikk meg, hogy ezeken
a helyeken mi torténik. Az ezen helyeken all6 elemeket legalabb egyszer a
helyiikre tessziik, azonban ezzel nem hagyhatjak el a vizsgélt intervallumot,
hiszen akkor vagy az x4, vagy az w441 helyen allo elem odébb tolédna. Belat-
tuk tehat, hogy az [z, + 1,...,2441 — 1] intervallumot a kér mindegyik m;
permuticidja onmagara képezi. Az ilyen intervallumok kozott van legalabb
egy nem-iires, melynek hossza 2 < h < n — 1. Ha az egész kort megszoritjuk
erre az intervallumra (és atszamozzuk az elemeket), irdnyitott kort kapunk az

Sp-hoz tartozd G grafban, ami az indukcios feltevés szerint ellentmondas. m

Most méar bebizonyithatjuk a 4.2. Tételt.

Bizonyitas. (4.2. Tételé) Azt latjuk be, hogy G tartalmazza a G Osszes
élét, és G4 Osszes tobbi 0 — 7 éléhez van Ggy-ban o0 — p; — -+ — pp —
7 irdnyitott ut. Ebbdl a tétel mar kovetkezik, hiszen minden G.-beli kor
finomithato lenne G g-beli korré, amirél mar belattuk, hogy nincs.

Egyrészt vilagos, hogy ha 7-bél o egy H-1épéssel kaphato, akkor ¢ nem-
fixpontjai ugyanolyan sorrendben vannak o-ban és m-ben, azaz o < w. Méas-
részt meg kell mutatnunk, hogy ha ¢ nem-fixpontjai ugyanolyan sorrend-
ben vannak o-ban és m-ben, akkor m-bél 0 megkaphato véges sok H-1épéssel.
Ehhez csak annyit kell tenni, hogy 7 azon elemeit, melyek o-ban fixpontok, a
helyiikre rakosgatjuk, egész addig, mig mindegyik a helyére nem keriil. ElG-
fordulhat, hogy egy elemet t6bbszor is mozgatni kell, mert az elsé helyrerakas
utan eltolodik, de mivel Gg-ban nincs kor, véges sok lépésben garantaltan

megkapjuk o-t. m

Belattuk McCullagh sejtését, és kozben taladltunk két olyan grafot S,-en,
melyben nincs iranyitott kor. Minden ilyen G graf definidl egy < részben-

rendezést S,-en: o0 <5 m akkor és csak akkor, ha o = 7, vagy m-bdl el lehet
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jutni o-ba G-beli iranyitott tton. A 4.2. Tétel bizonyitésa szerint a G és a
G g graf ugyanazt a részbenrendezést definidlja, jelolje ezt <. Ezt a részben-
rendezést tehat a H-1épés definidlja. Az S,, halmazon természetesen sok mas
(kormentes) lépés definialhato, és vizsgalhatok a hozzajuk tartozo részben-
rendezések. A kovetkezs szakaszban roviden bemutatunk majd néhény olyat,
melyeknek statisztikai alkalmazésa is van.

Egy kormentes irdanyitott graf csicsait szintekre oszthatjuk. A nulladik
szint alljon azokbol a csticsokbodl, melyekbsl nem vezet ki él. Ha az els6
k — 1 szintet mar definidltuk, akkor a k. szint alljon a maradék cstcsok
koziil azokbol, melyekbdl csak az elsé k — 1 szintre vezetnek ki élek. Ezzel a
felbontassal a k. szintre azok a csicsok keriilnek, melyekbdl a nulladik szintre
vezets leghosszabb 1t éppen k hosszisagi. A legmagasabb szint sorszama
pedig a graf leghosszabb iranyitott utjanak hossza.

A Gp gratban a nulladik szint csak az identitasbol all. Az elsG szinten
azok a permutaciok foglalnak helyet, melyek az identitastol csak két szom-
szédos elem felcserélésével térnek el. A magasabb szintek leirdsa mar sokkal
bonyolultabbnak tiinik: nem talaltunk olyan modszert, mellyel egy 7 permu-
taciorol konnyen eldonthetd lenne, hogy hanyadik szinten van. Azt is tudjuk,
hogy a Gy grafban van 2"~! — 1 hosszlisagt 1t, és azt sejtjiik, hogy ennél
hosszabb nincs. 2”1 — 1 hosszi utat példaul tigy kapunk, ha a (234...n1)
permutaciobdl indulva, mindig a legels6 helyen allo elemet tessziik a helyére.
Ennek az tnak a (k+1). tagjét, 71, 1-et agy kapjuk (0 < k < 2" —1), hogy
a k szamot kettes szamrendszerbe irjuk (az elejét nullakkal feltoltve, hogy n—
— 1 hosszii sorozat keletkezzék), jeldlje ezt v¥. . 1-ben pontosan akkor lesz
a j > 1 fixpont, ha v*-nak az (n +1 — j). koordinitaja 1-es. Az 1 csak akkor
lesz fixpont, ha k = 2" ! — 1, azaz az 1t legvégén, hiszen az 1t az iden-
titasban végzadik. A k < 27~ — 1 esetben pedig a fixpontok rogzitése utan
irjuk az utols6 szabad helyre az 1-et, a tobbi szabad helyet pedig toltsiik fel
a maradék elemekkel novekvs sorrendben. Elemi meggondoléssal belathato,
hogy az igy megkonstrudlt m; legelsé elemének helyrerakasaval valoban a

konstrukeid szerinti m,(-et kapjuk.

4.4. Példa. Legyen n = 7, ekkor a fenti 0t hossza 63. Keressiik meg ennek
az utnak 23. tagjat! A 22-t kettes szamrendszerbe irjuk: 010110. Ezért a
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1. dbra. A Gy graf viza n =4 és n = 5 esetén.

keresett permutéacié fixpontjai 3,4,6 lesznek. A maradék helyeket a leiras
szerint kitoltve, mo3 = (2534761). m

Ha a Gy grafnak csak a szintjeire, illetve a csticsok k6zotti leghosszabb utakra
vagyunk kivancsiak, akkor elég, ha a graf ,vazat” vizsgaljuk. Ezt agy kapjuk,
hogy az éleken egyesével sorbamenve, minden olyan @ — o élt elhagyunk,
melyre a grafban van 7-b&l o-ba vezet§ egynél hosszabb tt. Az, hogy mely
éleket, fogjuk igy elhagyni, nyilvin nem fiigg attol, hogy milyen sorrendben
vessziik Gket végig. A Gy graf vazat szemlélteti az 1. Abra n = 4-re és n =
= b5-re. Helyhiany miatt a csiicsok mellé nem irtuk oda a hozzajuk tartozo
permutaciokat. A fiiggsleges tengelyen a szint sorszama lathato, egy szinten
beliil a cstcsok elrendezése viszont nem kovet kiilonosebb logikat. n = 4-re
ugy kaphattunk szimmetrikus abrat, hogy a negyedik szinten taldlhat6 két
csucsot egymas folé rajzoltuk, kis eltolassal. Az éleket aszerint szineztiik,
hogy milyen téavoli szintek kozott futnak.

A leghosszabb ut mellett a legrovidebbre is kivancsiak lehetiink. Jel6lje
¢(m) a legrovidebb, m-bdl az identitéasba vezetd ut hosszat. Erre a mennyiségre
csak also és fels6 becslést tudunk adni, pontos értékére nem tudunk konnyt
kiszamitasi modot. Jelolje sq(m) a 7 leghosszabb monoton névs részsoroza-

tanak hosszat:

s1(m) = max{s| Fi; < ... <is:7w(iy) <...<m(is)}
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Hasonloan, jeldlje so(7) a 7 leghosszabb, egyesével névekedd részsorozatéanak

hosszat :
so(m) = max{s| Jiy < ... <iz:7w(igx) = 7(ig—1) + 1 VE}.

A kovetkez6 egyenlGtlenségek teljesiilnek.

4.5. Tétel.
n—s(m) <lm) <n-—sy(r) Vr€ES,.

Bizonyitas. Az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert minden H-1épés legfel-
jebb eggyel novelheti s;(m)-t A méasodikhoz legyen k, k+1,... k+ so(m) — 1
egy leghosszabb eggyel névekvs részsorozat m-ben. Rakjuk elGszor helyre az
1,2,...,k —1 elemeket, azutan pedig az n,n —1,..., k + sy(7) elemeket. Igy
az identitast kapjuk legfeljebb n — so(7) H-lépésben. m

A szakasz befejezéseként megemlitiink egy altalanositast. Legyen T  egy
n csucsu fa, a csicsok legyenek 1-t6l n-ig szamozva. Legyen még n objektu-
munk is, szintén 1-t6l n ig szamozva. Ha a fa minden csiicsiba pontosan egy
objektumot rakunk, akkor az objektumok elhelyezkedését egy m € S,, per-
mutacié irja le. Definidlhatjuk a fa szerinti H-1épést: valasszunk egy olyan
objektumot, mely nem a sajat helyén van, és tegyiik at a sajat helyére gy,
hogy az eddigi helyét és a sajat helyét Gsszekots fa-beli it mentén a tobbi
objektumot eggyel elcsisztatjuk. Ez a H-1épés is kormentes, a 4.3. Tétel bi-
zonyitasa (ami az a specialis eset, amikor a fa egyetlen tt) most is mikodik.
Annyi a mo6dositas, hogy n szerepét a fa egy tetszélegesen vilasztott levele
veszi at, az [z, + 1,..., 2,41 — 1] intervallumok helyett pedig azok a részfak
szerepelnek, melyek a kor soran valtozatlan objektumii csiicsok elhagyésa-
val keletkeznek. A tetszéleges fahoz tartozo H-1épésre is feltehetSk az eddigi
kérdések a szintek szamarol, a legrovidebb utakrol, stb. Ezek azonban mar
végképp nem vagnak a jelen értekezés téméjaba.

Ehhez kapcsolodod valosziniiségszamitasi feladat a kovetkezs. Induljunk
ki valamilyen konfiguraciobol, és minden lépésben véletleniil valasszuk ki a

helyrerakand6 objektumot, mondjuk az i. objektumot p(i) valdszintiséggel.
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Jelolje X azt, hogy hény lépés milva lesz minden objektum a helyén. Kere-

sendg X eloszlésa.

5. Részbenrendezések

Ebben a szakaszban attekintiink néhany ismert eredményt az S,-en
megadhato — statisztikai szempontbo6l is érdekes — részbenrendezések, és a
veliik szorosan 6sszefiiggs tavolsdgok témakorébaol.

A téavolsagokhoz hasonlbéan, az S, bizonyos részbenrendezéseinek is van
fontos statisztikai alkalmazasa. Az alapkérdés itt az, hogy a H; és H,
kétvaltozos eloszlasok koziil melyikben erGsebb a két valtozo kézotti pozitiv
Osszefliggfség. Itt most nem azt a megkdzelitést hasznaljuk, hogy minden
kétvaltozos eloszlashoz hozzarendeliink egy, a pozitiv GsszefiiggGség erGsségét
mér6 szamot, hanem a kétvaltozos eloszlasok halmazan egy részbenrendezést
definidlunk. Pontosabban, az M (F,G) halmozon definidljuk a részbenren-
dezést, mely mindazon H-kbol all, melyek X-marginélisa F', Y-marginalisa
pedig G. Ha a H; és Hy eloszlasu (X1,Y)) és (Xy, Y3) valtozok marginalisai

kiilonboznek, dsszehasonlitasuk még mindig lehetséges, amennyiben
Fi(Xh) ~ Fo(Xo) és G1(Y7) ~ Ga(Y2), (8)

ahol ~ azt jelenti, hogy a két valtozo eloszlasa megegyezik. Ekkor az eredeti
eloszlasok helyett az (Fy(X1), G1(Y1) és az (Fo(X2), G2(Y2)) parok H; és H,
eloszlasait hasonlithatjuk 6ssze. Az irodalomban tobbféle ilyen részbenren-
dezés is hasznalatos (lasd pl. Schriever [53] vagy Lehmann [43]): H; lehet
Hj-nél jobban konkordéans (concordant, <), asszocialt (associated, <), sor
regresszio Osszefiiggs (row regression dependent, <,.,.) vagy oszlop regresszio
nem tériink ki, mivel az értekezés kozponti téméjahoz csak lazan kapcsolod-
nak.

Tegyiik most fel, hogy a Hy és a Hy kétvaltozos eloszlasokbol megfigyeliink
egy-egy n elemi mintat, és a mintaelemek mindkét mintdban kiilonbozdek.

Ekkor a H, és H, tapasztalati eloszlasfiiggvényekre teljesiil a (8) feltétel, és a
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I—:Ti“, I-:Tg‘ transzformalt tapasztalati eloszlasfiiggvények marginélisai egyenlete-
sek lesznek az {1/n,2/n,...,1} halmazon. Igy az eloszlasfiiggvények kozot-
ti, pozitiv Osszefliggdséget méré < részbenrendezések természetes modon
definialnak S,-en részbenrendezéseket: ha a H} eloszlas a (k/n,m;(k)/n) pon-
tokhoz rendel 1/n silyokat, ahol £ = 1,...,n, és i = 1,2, m; pedig S,-beli
permutéacio, akkor legyen példaul 7y <. my akkor és csak akkor, ha I:Ii“ <, f[;‘

A [4, 5] cikkekben Block, Chhetry, Fang és Sampson az S,, igy keletkez
négy részbenrendezését vizsgaljak. Ekvivalens megfogalmazasokat adnak
ezekre a részbenrendezésekre, illetve modszereket adnak arra, hogyan dont-
het6 el, hogy két permutécié relacioban all-e. Ehhez kapcsolodik Block et
al. |6] valamint Diaconis és Graham [31] munkija, melyekben a szerzGk
a részbenrendezések és a tavolsdgok kapcsolatat elemzik. Kicsit részlete-
sebben, jel6ljon =<; négy részbenrendezést S,-en, ahol ¢ = 1,...,4. A =<,
relaciok inverzio-megsziinteté transzpoziciokkal vannak definidlva. Akkor
mondjuk, hogy m <; p, ha p-bol 7 elérhetd olyan (i-t6l fiiggd tipusi) transz-
poziciosorozattal, mely az inverziok szadmat minden lépésben csokkenti. Az
i = 1 esetben minden transzpozici6 megengedett. A tobbi i-re csak bizonyos
transzpoziciok megengedettek. i = 2-re csak szomszédos sorszamu (azaz k,
k + 1 alaki) elemeket cserélhetiink fel, mig i = 3-ra csak szomszédos helyen
allo elemeket. Az © = 4 esetben az i = 2, 3 esetekhez tartozo transzpoziciok

vannak megengedve. A kovetkezd eredményt Block et al. [5] tartalmazza:

Hik jc H; — 1 jl T2, Hik jrr Hék — Ut j2 92,
ﬁf =er I:I; = m =3 7o, I:Iik =a J-T:I; < M X4 To.

Az i < 3 esetekben a szerzk egyszertien ellendrizhet feltételeket adnak arra,
hogy két permutacié mikor van relacioban.

A [6] cikkben a szerzdk négy tavolsagot vizsgalnak S,-en, melyeket rendre
d;(m,p) jelol (i = 1,...,4). Jelolje tovabba I(7w) a 7 inverzidinak szamat.

Megmutatjak, hogy
T = p = di(m,p)=1(p) — I(n).

Az i > 1 esetekben d;(m, p) a m-t és p-t 6sszekots legrovidebb, i-tipusi transz-
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poziciokat hasznalé ut hossza (most nem kotjiik ki, hogy az inverziok szama

csokkenjen). Ezek koziil dy és d3 konnyen szamolhato:

do(m, p) = I(mp™"), da(m,p) = I(n""p),

ezek éppen a Kendall-féle 7-tavolsag, illetve annak inverze. A d, tavolsigra
azonban nem adnak egyszerii kiszamitasi modot. Végiil az ¢« = 1 esetben
di(m, p) a m-t és p-t Osszekots legrovidebb olyan transzpozicio-sorozat hossza,
melyben az inverzidok szama minden lépésben pontosan eggyel valtozik.
Fogalmazzuk meg az eddig latottakat kissé altalanosabban! ElGszor is,
minden G = (S, E) irdnyitatlan, osszefiiggd graf definial S,-en egy dg tavol-
sagot: dg(m, p) a m-t és p-t 6sszekots legrovidebb it hossza. Ezen kiviil legyen
M : S, — N egy fiiggvény, ennek segitségével részbenrendezés is definiél-
hato: m <g v p, ha p-bol vezet olyan G-beli Gt 7-be, amely mentén M

szigortian monoton csokken. Tegyiik még fel, hogy
|M(7) = M(p)| <1 V(m,p) € E, (9)

valamint hogy
dg(m,p) = M(p '7) Vm,p€S,. (10)

A (9) teljesiilése esetén (10) teljesiiléséhez példaul elegendd, hogy dg balrol
(vagy jobbrol) invarians (azaz dg(w, p) = dg(om,op)), M(w) = 0 csak 7 =
= id-re teljesiiljon, valamint hogy minden 7-nek legyen néla eggyel kisebb

M-értékkel rendelkez6 szomszédja.

5.1. Tétel. Teljesiiljon (9) és (10). Ekkor m <\ p akkor és csak akkor, ha
M(p~'m) = M(p) — M(r).

Bizonyitas. Az egyik iranyban, ha m <5 p, akkor p-bol vezet olyan it
m-be, mely mentén M értéke szigorian monoton csokken. (9) miatt ennek az
utnak a hossza M(p) — M (m), masrészt, szintén (9) miatt ennél révidebb 1t

nincs. (10) szerint tehat

M(p) — M(m) = da(7, p) = M(p™'7).
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A masik irdnyban viszont tegyiik fel, hogy
da(m,p) = M(p~'m) = M(p) — M (7).

Ez azt jelenti, hogy van p-bol m-be vezets M (p) — M (m) hossza ut. (9) miatt

azonban egy ilyen it mentén M sziikségképpen szigortian monoton csokken. B

Ebben az esetben tehat az M fiiggvény megadja két permutacié tavol-
sagat, és az is eldonthetd altala, hogy két permutacio relacioban all-e. Ez az
allitas alkalmazhato a fenti <y és <5 részbenrendezésekre. Az i = 1,4 eset en-
nél bonyolultabb: itt csak a (9) feltétel teljesiil, ennek megfelelGen az &llitas
is més, és a bizonyitashoz is plusz meggondolasok kellenek.

Nézziik meg, hogy a H-lépéshez milyen tavolsiag tartozik. Sajnos a H-
lépés nem megfordithato, azaz a hozza tartozo graf iranyitott lesz. Az
egyik lehetGség az, hogy elhagyjuk az irdnyitast, azaz olyan lépéseket is
megengediink, amikor a permutaci6 egy fixpontjat tetsz6leges masik helyre
elmozditjuk. Ekkor 6sszefiiggs, irdnyitatlan grafot kapunk, és vizsgalhatjuk
az igy keletkez§ tavolsdgot S,,-en.

A mésik lehet6ség, hogy minden olyan lépést megengediink, amikor egy
tetszéleges elemet mas helyre rakunk at, a kézbensé elemeket elcstisztatva. Ez
az athelyez6-lépés (A-1épés) megfordithaté, és éppen a dy Ulam tavolsagot
definiélja:

dy(m,p) = My(p~'m) =n —s:(p”'7),

ahol s; most is egy permutécié leghosszabb monoton nové részsorozatéanak
hosszat jeloli. Ez éppen a (10) egyenlet megfelelGje, igazolasidhoz példaul
konnyt ellendrizni, hogy a (10) utan megfogalmazott feltételek teljesiilnek.
Az Ulam tavolsdghoz tartozo részbenrendezés szerint @ <y p, ha p-bol 7
elérhet olyan A-lépések sorozataval, melyek mindegyike noveli a leghosszabb

novekvs részsorozat hosszat. Az 5.1. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy
T =y p = si1(p 'm) =n+si(p) — s (7).

Végiil megjegyezziik, hogy ahogy <3 a <, inverze, gy a <y részbenren-

dezésnek is definidlhatd az inverze. Ehhez a H-1épés inverzét kell definidlni,
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azaz megnézni, hogy a m-n hato H-lépés hogyan hat 7 '-en. Legyen 7 €
€ S, permutacio. Akkor hajtunk végre rajta H’-lépést, ha egy k # w(k)
nem-fixpontot kivalasztva, ezt fixpontta tessziik, azaz a k. helyre k-t irunk.
Ezutan, ha w(k) > k, akkor a permutéacio k,...,7(k) — 1 elemeihez egyet
hozzédadunk, ha pedig 7(k) < k, akkor a w(k) + 1,...,k elemekbdl egyet
kivonunk. Ha példaul 7 = (251364), akkor k = 2-t valasztva a H-1épés ered-
ménye (321465), ha pedig k = 3, akkor az eredmény (153264).

6. Plackett-Luce-féle modellek

Ebben a szakaszban a Plackett-Luce modell, illetve vele rokon modellek
paramétereinek maximum likelihood becslésével foglalkozunk. A Plackett-
Luce modell megfelelGje paros oOsszehasonlitasok esetére a Bradley-Terry
modell [9]: tegyiik fel, hogy n objektumunk van, és egy megfigyelés két
objektum 0sszehasonlitdsabol all. Feltessziik, hogy minden ¢ objektumhoz
tartozik egy \; paraméter, mely az objektum értékét méri. Modelliink szerint

annak valoszintisége, hogy az i és j objektumok Gsszehasonlitasakor i ,nyer”,

P(i legy6zi j-t) = Nt
Altalaban Plackett-Luce modellnek nevezhetjiik azt az esetet, amikor minden
megfigyelés az n objektum valamely részhalmazanak sorbarendezésébdl all,
és a sorrendek valosziniségei (7) alakiak.

A Bradley-Terry modellnek szamos egyéb altaldnositasa sziiletett. Agresti
[2] modellje annyiban tér el az eredeti modelltsl, hogy a péaros 6sszehason-
litdsok kimenetele fiigg attol, hogy a két objektum koziil melyik az elsd,
és melyik a masodik (pl. sportmérkézéseknél az eredmény fiigg attol, hogy
melyik csapat jatszik otthon). Rao és Kupper [51] modelljében az 6sszehason-
litasok kimenetele dontetlen is lehet. Ezekben a modellekben a paraméterek
maximum likelihood becslésére kiilonb6z6 algoritmusokat adtak a szerzdk.
Hunter [40] egységesen targyalja ezen modellek maximum likelihood becslését
az MM algoritmus segitségével, és megadja, hogy milyen feltételek mellett

konvergalnak az algoritmusok.
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Huang et al. [39] tovabbi altalanositasa az, hogy az objektumok két (vagy
tobb) részhalmazat (pl. csapatok) hasonlitjuk 6ssze. Ebbe a modellbe is bele-
férhet a dontetlen kimenetel, illetve a hazai palya hatasa. A szerzék ebben
a cikkben is MM algoritmusokat javasolnak a maximum likelihood becslés
megtalalasara, és bizonyos feltételek mellett konvergenciat bizonyitanak.

A kovetkezGkben azt mutatjuk meg, hogy ugyanezekre a modellekre az
EM algoritmus is hasznalhato, mivel beleférnek a ,hidnyos megfigyelések”
keretébe. SGt, egyes esetekben kétféle természetes mddon is definidlhatjuk a
teljes megfigyelést, igy két kiilonbozé EM algoritmust kapunk. Mi itt csak
az algoritmusok kiszamitésara szoritkozunk, konvergencidjukkal, konvergen-
cia sebességiikkel nem foglalkozunk. Ennek részben az az oka, hogy a kapott
algoritmusok formalisan nagyon hasonlitanak a mar emlitett MM algoritmu-
sokhoz, azaz implementacidojuk ugyanolyan bonyolultsagi, viszont szimulé-
ci6s tapasztalataink szerint az EM algoritmusok az MM algoritmusoknél
lassabban konvergalnak. Ezért az EM algoritmusoknak minddssze elméleti
érdekessége van.

Osszesen tehat négy modellt vizsgalunk. Minden esetben n objektumunk
van, a tovibbiakban ezeket jatékosoknak nevezziik. Mindegyik modellben
ugyanazok a \;, 1 = 1,...,n paraméterek szerepelnek, ahol \; az ¢ jatékos
képességét méri (jobb képességhez nagyobb paraméterérték tartozik), jelolje
A = (A1,...,A\y) ezt a paramétervektort. Feltessziik még, hogy Y \; = 1.
Két modellben ezeken kiviil egy pozitiv f paraméter is lesz. A megfigyelések
minden esetben ketté vagy tobb jatékos vagy csapat sorbarendezéseibdl all-
nak.

Plackett-Luce: Egy I C [n] halmazba esd jatékosokat rakjuk sorba. Az T

halmaz 7 sorrendjének valdszintisége

||

Ar(k)
pm) =1l o7 — (11)
k=1 ZL:'k Ax(j)

ahol 7(1) az els6 helyezett, 7(|I|) az utolso helyezett.
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Hazai palya: Az i és j jatékosokat hasonlitjuk 6ssze. A modell szerint

6X;/(6X; + ;) ha i van otthon,

P Z le 6Z1 .—t =
ey ) { Ai/(Ai+02X;)  ha j van otthon,

ahol a 6 > 0 paraméter a hazai palya nyijtotta elény vagy hatrany erGsségét
fejezi ki.
Rao-Kupper: 1tt az i és j jatékosok mérkGznek egymaéssal, de a végeredmény

dontetlen is lehet. A valoszintiségek:

P(Z és ] dontetlent jétSZik) = (92 — 1))\1)\]/[()\1 + 9)\])()\] + 0)\1)],

ahol # > 1 az tgynevezett kiiszob paraméter.
Csapatmérkiézés: Az I és J csapatok mérkéznek egymassal, ahol I,.J C [n],
és IN.J = (. Ekkor

Zze[ )‘
ZzEI )‘ + Z]EJ

azaz a valosziniiségek olyan alaktuak, mint a Bradley-Terry modellnél, ha egy

P(I legy6zi J-t) = (12)

csapat képességét a jatékosok képességeinek Osszege méri.
A modelleket a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg exponencialis elosz-

lasu valosziniiségi valtozokkal.

6.1. Lemma. Legyenek a Z; (i = 1,...,n) valésziniiségi valtozok fiiggetle-

nek, \; paraméterti exponencialis eloszlasiak. Ekkor

P(Z, < Ze(1)) = T, % Plackett-Luce
Zj:k- Ax(j)
P(Z; < Z;]0) = yy +9A Hazai péalya, Rao-Kupper
P(Z;]0 < Z; < Z;0) = % Rao-Kupper
( Dier i

P(min;er Z; < min;cy Z; ==l (Csapatmérkézés
el jer Zj) = Dier Mitjes Aj p

A lemma egyszertien igazolhato az exponencialis eloszlas orokifjiusagabol, il-

letve abbol, hogy fiiggetlen exponencidlis valtozok minimuma is exponen-
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cidlis eloszlasi. Latjuk tehat, hogy ha minden megfigyelésre ismernénk a
megfigyelésben résztvevs jatékosokhoz tartozo Z; valtozokat, és ezek értékei
alapjan allitanank fel a sorrendet, akkor a kivant alaka valdsziniiségeket kap-
nank. A hazai palya és a Rao-Kupper esetben ez persze csak akkor igaz, ha
0 ismert. Ha 6 ismeretlen, akkor a hazai pélya esetben kénnyen megoldhato
a probléma, mig a Kupper-Rao modellben nem latszik ilyen egyszeriien a
megoldas.

A Plackett-Luce és a csapatmérkzés modellben més valtozokat is hasznéal-

hatunk teljes megfigyelésként.

6.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy egy urnaban az i = 1,...,n egészekkel
megszamozott golyok vannak. Visszatevéssel hiizunk, egy hiizasnal az i-
golyot \; valoszinitiséggel hiizzuk ki.

Plackett-Luce : Legyven I a sorbarendezendd jatékosok halmaza. Addig hiizunk,
amig mindegyik 1 € I goly6 legalabb egyszer kijott, és jelélje m, hogy az [
elemei milyen sorrendben jottek ki. Ekkor m valosziniiségét éppen (11) adja
meg.

Csapatmérkézés: Legyven [ és J a két csapat. Addig hizunk, amig el6szor
I U J-beli goly6t hiizunk. Ekkor annak valdsziniiségét, hogy I-beli golyé jon
el6bb, éppen (12) jobb oldala adja meg.

A bizonyitast, egyszertisége miatt, most sem részletezziik. Ha tehat minden
megfigyelésre ismernénk az urnabol val6 hizésok sorozatat, és a golyok meg-
jelenési sorrendje alapjan allitanank fel a sorrendet, akkor a kivant alaku
valoszintiségeket kapnank. Miutan definidltuk a teljes és a hidnyos megfi-

“, e,

nem részletezziik, csak az eredményeket mondjuk Kki.

6.1. Plackett-Luce

Tegyiik fel, hogy m megfigyelésiink van, az r-edikben az I, halmazba es§
jatékosok 7, sorrendjét figyeljiik meg. Jelolje minden ¢ € I.-re «,.(i), hogy az
¢ hanyadik helyen &ll a 7, sorrendben. Jel6lje tovibba m; azon megfigyelések

szamat, melyben az ¢ jatékos szerepel.
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Ekkor az ,exponenciélis” teljes megfigyeléshez tartozo EM algoritmus

paraméterfrissitésének képlete:

-1

[T 5 ur NG 1<i<n

ri€l, k=1 =k 7T7«(])

Hunter [40] MM algoritmusa hasonlo, csak a szamlalobol le kell vonni w;-
t, ahol u; azt mutatja, hogy hédny sorrendben lett ¢ az utolsd, a nevezsbdl
pedig le kell vonni u;/ )\Z(-t)—t. A | huzassorozat” teljes megfigyeléshez tartozo

EM algoritmus paraméterfrissitésének képlete pedig:

m |I’r‘

ST Sy S o 5

|IT| |IT t
rlklng)‘ rzEITklz

Ez a masodik EM algoritmus mar kevésbé hasonlit Hunter algoritmusara, és

tapasztalatunk szerint lassabb az el6z6 EM algoritmusnél.

2. Hazai palya

Legyen most is m megfigyelésiink, jelolje most is m; az ¢ jatékos mérkszé-
seinek szamét. Jelolje m;;, hogy hiny mérkézést jatszott ¢ és k tgy, hogy ¢
volt otthon. Legyen még HV; az i altal hazai palyan elvesztett meccsek szama,
1V; pedig az i altal idegenben elszenvedett vereségek szama. Az EM algorit-
mus M lépése nem oldhat6é meg explicit, de helyette hasznalhato a kovetkezd

kétlépesds iteracio (mellyel ugynevezett GEM algoritmust kapunk):

fUI+) = - (13)

i£k g(t))\(t)_'_)\l(:) H(t)
i

A — i J1<i<n  (14)

12
3 mip D + m; 4+ HVitlV;
ki OING) OING) ®
71\ gt+nAD L)l e+DAM Al

A Hunter altal megadott MM algoritmus most is hasonld. Az 6 algoritmusat

gy kapjuk, ha (13)-ban kivonjuk a szamlalobol a " | HV; mennyiséget,
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a nevezbdl pedig a Z%}t)HV" tagot, és (14)-ban kivonjuk a szamlalobol a

HYV; + IV; mennyiséget, a nevezGbdl pedig a HV;(# tagot.

7

6.3. Rao-Kupper

Ennél a modellnél feltessziik, hogy 6 ismert. Még mindig m megfi-
gyelésiink van, és m; az ¢ &ltal jatszott mérkdzések szama. Jel6lje még
Nk, Vik, Dir azt, hogy ¢ hanyszor nyert, veszitett, illetve jatszott dontetlent
k ellen. Ekkor az EM algoritmus egy iteracidja:

A+ i 1<i<n.

7 - )
S Nip+Diye 4 Vit Di) | Vi
A O O N O N N\

Legyen V; = Zk# Vi az i vereségeinek szdma. Ha a fenti képlet szamlalojabol
V;i-t, nevezGjébol V;/)\Z(-t)—t kivonunk, akkor megkapjuk Hunter MM algorit-

musat.

6.4. Csapatmérks6zés

Most kicsit mas jeloléseket hasznalunk: az I, jatékoshalmaz az I', I? disz-
junkt csapatokra bomlik (r = 1,...,m). Tegyiik fel, hogy I' és I? d, darab
mérkdzést jatszik egymaéssal, tehat oOsszesen Y - d, megfigyelésiink van.

Minden i € I,-re jelolje N,(i) (V,.(7)) azt, hogy az I.-beli csapatfelallasban

hényszor nyer (veszit) az i jatékos csapata. Legyen még ¢, (i) = Zje[* A;j, ahol
I* az I, I? csapatok koziil azt jeloli, amelyikben 7 benne van. ¢, (i) tehat az I,

csapatfelallasban i csapatanak osszképessége. Tovabba legyen ¢, = Y iel, Aj.

[smét m; jeloli az ¢ altal jatszott mérkézések szamat. Ekkor az ,.exponencialis”

teljes megfigyeléseken alapuld6 EM algoritmus egy iteracidja:

NG . mi 1<i<n.

' : A~ B ()= T
Seer, 5+ (V0 + ML)

A huzassorozatok” teljes megfigyelésen alapulo EM algoritmus paraméter-
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frissitése pedig

N, (1 d, .
)\E””:{Z ﬂ+ > w}>\§”,1§z§n.

t) /.
rii€l, q( )(Z) r:i&l, ar

Erdekes, hogy ebben az esetben ez az EM algoritmus hasonlit inkabb a

Huang, Weng és Lin altal adott MM algoritmushoz, melyben az iteracio

-1
Ny
A= (Z é(l.)) (Z Cﬁ;) A 1<i<n

ricl, dr (4) ricl, dr

alaku.

7. Rendezett minta modell

Ebben a szakaszban azt a kérdést vizsgaljuk, hogy ha a rendezett minta
modellben csak azt tessziik fel, hogy az X; (1 < i < n) valoszintiségi valtozok
F; eloszlasai fliggetlenek egymastol, akkor hogyan lehet az F; eloszlasfiigg-
vényeket a mq,..., T, mintdbol becsiilni. Erre a kérdésre egyaltalan nincs
kielégits valaszunk, minddssze egy probélkozast szeretnénk itt bemutatni.
Az 6tlet az, hogy megint az EM algoritmust hasznaljuk. Az egyszertiség ked-
véért tegyiik fel, hogy az X; valoszintiségi valtozok mindegyike csak véges
sok értéket vehet fel. Ha azt akarjuk, hogy mindig permutaci6 keletkezzék,
fel kell tenniink, hogy a tartok diszjunktak. Ha X; tartoja T;, akkor mindig
feltehetd, hogy

T,={sij=j+i/n:j=1,....,J}, i=1,...,n,

azzal a plusz feltétellel, hogy a tartok egyes pontjai nulla valoszintiségiiek is
lehetnek. Legyen tehat p(i,j) = P(X; = s;;), feladatunk ezen paraméterek
maximum likelihood becslése. Legyen a teljes minta {X;, : 1 < i < n,1 <
< r <m}. Ekkor
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n J m

Qp,p*) =YY logpli, ) Y | P(Xiy = sijlme, p°).

i=1 j=1 r=1
Ezt a kifejezést p-ben maximalizalva kapjuk az iteracios lépést:

m

. 1
p(t+1)(27]) = E ZP(XZ,T‘ = 3ij|7rrap(t))'
r=1
Nézziitk meg, hogyan szamithato ki a P(X; = s;;|m) feltételes valoszintiség,
adott p paraméterek mellett. Ehhez nyilvan elég a P(X; = s;;, ) valoszini-

ségeket kiszamolni.

P(Xl = Sij?ﬂ-) = Aﬂ'(ﬂ-il(i)aj)p(iaj)Bﬂ'(ﬂfl(i)aj)a

ahol

annak valoszintisége, hogy X ) < ... < Xzp-1) < Sz4);- Ennek megfelelGen

T(kym, ) ={01, s de=1) 0 Seyn < -0 < Sap—1)jy < Se(k)j}-

Hasonléan irhato fel Br(k,j), ami annak valoszintisége, hogy srm); <
< Xaggy)y < -oo < Xgm). Adott 7 mellett az Ar, By matrixok rekurzi-
van kitolthetsk (lasd a kiovetkezd oldalt). Igy az EM algoritmus kénnyen
programozhatd és gyorsan fut. Azonban nem varhato, hogy globalis maxi-
mumhoz konvergaljon, mivel szamos lokalis szélsGértékhely lehet. Erdemes

lenne az elkovetkezGkben ezzel a feladattal alaposabban foglalkozni.
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Algoritmus A, kitoltésére:
Inicializacio:
legyen A;(1,7) =1 (1<j<J)és A (k,0) =0 (1 <k <n).
Rekurzio:
for{=3to J+n
for £ = max(2,¢ — J) to min(n, ¢ — 1)
if m(k) <mw(k—1):
Ap(k l—k) = Az (kb l—k—1)+ A (k—1,0—k—1D)p(n(k—1),{—k—1)
else:
Ar(kl— k)= Az (k0 —k = 1)+ Az(k— 1,0 = k)p(n(k — 1), — k).

Algoritmus B, kitoltésére:
Inicializécio:
legyen Bi(n,j) =1 (1<j<J)és By(k,J+1)=0 (1 <k<n).
Rekurzio:
for ¢ = J +n — 1 downto 2
for k = max(1,¢ — J) to min(n — 1,/ — 1)
if (k) > n(k+1):
B(k,0—k) = By (k,0—k+1)+ B, (k+1,0—k+1)p(w(k+1),0—k+1)
else:
Br(k, 0l — k) =Br(k,{ —k+1)+ By (k+ 1,0 — k)p(n(k+ 1), — k).
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II1. rész
Feltételes fuggetlenség és

hierarchikus modellek

8. L-felbonthatosag

Legyen v = (v(1),...,v(s)) egy vektor, melynek koordinatiit az olvas-
hatosag kedvéért most nem alsé indexekkel jeloljiik. Az i.-t6l a j.-ig terjedd

koordindtadk halmazat illetve vektorét jelolje

vfi-gt = {v(@),...,0(@)}, v(ig) = (@), ..., 0(G)), 1<i<j<s (19)

Jelolje S, (n > 1) az n-edfokt szimmetrikus csoportot, ennek elemei a
7 = (n(1),...,7(n)) permutaciok. Egy S,-en adott valoszintiségeloszlast
jeloljon p = {p(w) : m € S,}, és legyen Il = (II(1),...,II(n)) p eloszlasu
valoszintiségi valtozo, azaz P(Il = 1) = p(n).

Mint a bevezetésben mar emlitettiik, az L-felbonthatdsagot, mint tulaj-
donsagot, Critchlow et al. [15] vezette be. Az ,I.” Luce nevére utal, hiszen
latni fogjuk, hogy pontosan azok az eloszlasok L-felbonthatoak, melyek eleget
tesznek Luce sorbarendezési posztulatumanak, azaz (6) alakuak. Definialjuk
tehat az L-felbonthatosagot! Rogton négy kiilonboz6 ekvivalens definiciot is
adunk.

8.1. Definicié. (Critchlow et al. [15]) Legyen Il véletlen permutacio,
eloszlasa pedig p. Il vagy p L-felbonthaté, ha a kovetkezG négy ekvivalens
feltétel teljesiil.

1. Minden 1 <k <n—16és{x,...,z,y} C [n] mellett az

fyley,...,zp) =P I(k+1) =y | TI(1) = 24, ...,1I(k) = )

(esetleg nem definiélt) fiiggvény szimmetrikus az xy, ..., ), argumentumok-

ban.
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2. Minden 1 <k <n—1és{xy,...,x,y} C [n] mellett a fenti f-re

fyley,...;xe) =PIk +1) =y | TI{1..k} = {xy1,...,2x}) .

3. A Z, =T{1..k}, k =1,...,n véletlen halmazok (mint diszkrét val6szinii-
ségi valtozok) Markov lancot alkotnak.

4. Megadhato olyan A nemnegativ fiiggvény az

(,C): CCA{l,....n}, z ¢ C (16)
parokon, mellyel
p(m) = HA(ﬂ'(k +1),7{l..k}) VmeS,. (17)
k=0

Bizonyitas. Azt bizonyitjuk, hogy a fenti négy definici6 valoban ekvi-
valens. 2. és 3. nyilvanval6an csak egymés atfogalmazasa. Legyen ugya-
nis z; = {x1,...,2;}, ha 1 < i < k, és 2,4y = {21,...,2,y}. Ekkor
fWlzi, ..., 2x) = P(Zry1r = 2141|210 = 21, .o, Zp = 2), mig P(II(k + 1) =
=y | I{1..k} = {z1,...,2%}) = P(Zk41 = 2k+1|Zk = 2x). Azaz 2. éppen a
Markov tulajdonségot fejezi ki.

Az is nyilvanvalo, hogy 2.-bél kévetkezik 1. Forditva pedig azt hasznaljuk,
hogy ha B = U;B; diszjunkt felbontés, és egy A eseményre P(A|B;) i-t6l
fiiggetlen konstans, akkor P(A|B) = P(A|B;).

1.-bdl trividlisan kovetkezik 4. Nevezziik ugyanis a 4.-ben szerepls A fiigg-
vényt p L-felbontdsanak. Ha 1. teljesiil, akkor egy kitiintetett, tigynevezett

kanonikus L-felbontast kapunk a
Az, C)=PII(|C|+1) =z | II{1..|C|} = C), (18)

ha a feltétel valoszintisége pozitiv, egyébként pedig A(x,C) = 0 fiiggvény
forméjaban.

Végiil belatjuk, hogy 4.-b6l kovetkezik 1. Megjegyezziik, hogy ez szerepel
Critchlow et al. [15] cikkében. Legyen megint z; = {z1,...,2;}, zp11 = 2 U
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Uy, valamint [n] \ 2z, elemeinek egy tetszéleges felsorolasa ly, ..., 1, _r_1, és

l,—r = y. Ekkor 4. felhasznalaséaval

D rim(1k)= =21y (k1) = H? A(m(t+1),7{1..t}) B
Zmﬂ(l..k):x(l_k) H?:ol A(r(t+1),7{1..t}) B

715:01 A, z) Ay, 2) (K + 1)! ZO’ESn—k——l ?:_Ok_Q Allo(tr1), 2h1 U lon.ey)

Hk 1A($t+1’zt)k!zaesn " ?:qu Alloe11), 26 Ulogi.ay) a

Y ves, o 1o "2 Alo(er1)s 201 U logigy)
Zaesn_k ?:ok 1A(la(t+1);kula{1..t})

flyler, ... z) =

(k+1)A(y, z)

b

ez pedig valoban csak a z, halmaztol fiigg, xq, ...,z sorrendjétél nem. m

Ahogy méar emlitettiik, az L-felbonthatosidg ekvivalens Luce sorbaren-
dezési posztulatumaval, hiszen a (6) és a (17) egyenletek ugyanazt fejezik
ki. Masrészt, a Z;, = II{1..k} halmazok markovitasa szerint, ha ismerjiik a
[T{1..k} jelenlegi allapotot, akkor a multbeli allapotokat definialo I1(1..k) és a
jovebeli allapotokat definialo TI(k 4 1..n) értékek mar fiiggetlenek egymastol,
azaz a korabban hasznalt jeloléssel [k] L [&] | 0.

Vilagos, hogy az L-felbonthatésagot gyengithetjiik ugy, hogy a [k] L [k] | 0

relaciot csak bizonyos k-kra koveteljiik meg.

8.2. Definicid. Legyen Il véletlen permutécio, eloszlasa p. 11 vagy p felbont-
hat6 k-nal, ha [k] L [k]|0.

Ezzel a definicioval p akkor és csak akkor L-felbonthato, ha minden k-nal
felbonthato. Minden K C [n] esetén tekinthetjiik a K-beli k-knél felbontha-
t0 eloszlasok Lx csaladjat. Az ilyen csaladokat korlatozottan L-felbonthato
modelleknek hivjuk. Ha K = {k; < ... < k;}, akkor a modellt a

valészintiségek paraméterezik, ahol x most megfelel§ hossziisagu vektor, és
x,C,i minden lehetséges értéket befut (i = 0-t is megengedve). Az egyes
permutaciok valosziniiségei ilyen feltételes valosziniiségek szorzataként allnak

eld.
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Még ennél is altalanosabb felbonthatosigokat is definidlhatnank, példaul
valamilyen U halmazrendszerre tekinthetnénk azt az L;; csaladot, melynek
elemeire U L U | minden U € U-ra. Mivel ilyen bonyolult modellek alkal-
mazasat a gyakorlati megfontoldsok tugysem tamogatnék, ezzel a kérdéssel
nem foglalkozunk. (Illetve valamilyen forméaban késébb felbukkannak majd

ilyen modellek.)

8.1. Markov bazis

Jelolje a tovabbiakban L az Osszes S,-en adott L-felbonthatd eloszlas
csaladjat. Itt » mindig egy tetszdleges rogzitett pozitiv egész szam. A 8.1.
Definiciobol latszik, hogy n < 3 esetén minden eloszlas L-felbonthato, igy
igazabol csak az n > 4 esetek érdekesek.

A (17) felirasbol konnyen latszik, hogy L egy torikus modell, azaz talal-
hato olyan M} matrix, mellyel L = F(Mp). Jelolje a, a (16)-ban szerepld

(x,C) parok szamat, azaz

n—1

=Y <Z> (n— k) = n2"1,

k=0

Az M métrix mérete a, x n! lesz, oszlopait indexeljiik a 7 € S,, permuté-
ciokkal, sorait indexeljiik az (x,C) parokkal, és legyen az (z,C'). sor és .

oszlop talalkozasaban all6 elem
M ((z,C),m) = x{m{L..|C|} = C, n(|C] + 1) = =},

ahol x az indikator fiiggvény.

Mivel az L-felbonthatosagot bizonyos feltételes valoszintiségek egyen-
16ségével definidltuk, az L csalad zart. Azaz a 2.2. Tétel szerint egy p eloszlas
akkor és csak akkor L-felbonthatd, ha zérussa teszi az Ip;, idealt generdld
polinomokat. Ezeket fogjuk most megkeresni. Legyen 2 < k < n —2, és a 7y

6s oy permutaciokra teljesiiljon my{1..k} = moo{1..k}, m1(1..k) # moa(1..E),
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és mi1(k 4+ 1..n) # mae(k + 1..n). Definialjuk a  keresztezett” permutéaciokat:

, mi(i) ha i<k
mal) =) ) ha sk
. Too(i) ha i<k
) =) ) b sk

Minden ilyen valasztéasra készitsiink el egy polinomot:

Tr11Tmas — Trialroy - (19)

Ezek a polinomok nyilvanvaléan Iy, -hez tartoznak. Ervényes tovabba a

kovetkezd.

8.3. Lemma. A p eloszlas akkor és csak akkor L-felbonthato, ha p zérushelye

minden (19)-beli polinomnak.

Bizonyitas. Csak az egyik iranyt kell bizonyitani: tegyiik fel, hogy p
zérushelye minden (19)-beli polinomnak. Megmutatjuk, hogy p kielégiti
a 8.1. Definici6 els6 feltételét. Legyen z,x" két permutécioja az xq,..., Ty
elemeknek. A feltételben szerepl feltételes valoszintiségeket kiirva, azt kell

megmutatni, hogy
> oy Y p',0) = pla',y.n) Y p(w,Q), (20)
n ¢ n ¢

ahol n az {x1,...,x,y} halmaz komplementerének permutacioit futja be,
¢ pedig az {z1,...,x;} halmaz komplementerének permutéacioit futja be.

Feltettiik azonban, hogy minden 7, (-ra
p(x,y,mp(a’, ¢) — p(z",y,mp(x, ) =0,
igy (20) teljesiil. m

Azt is megmutatjuk, hogy a (19)-beli polinomok generaljak az Iy, idealt. Ez

egyébként nem kovetkezik minden tovabbi nélkiil a 8.3. Lemmabol, mivel az
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X nemnegativ torikus varietas esetleg az I, béazisanal sziikebb egyenlet-

rendszerrel is jellemezhetd.

8.4. Tétel. A (19) polinomok generaljak az Iy, idealt.

Bizonyitas. A 2.5. Tételt fogjuk hasznalni, azaz megmutatjuk, hogy a (19)-
beli polinomokhoz tartozé f; fiiggvények Markov bézist alkotnak. Legyen

indexhalmazunk

T= {Z = i(077T177T27p17p2) :C g [TL], 2 S |C| S n— 27
Ty, T € SC; ™ 7£ T2, P1, P2 € S[n}\Ca P1 7£ p?}a

ahol S¢ a C-beli elemek permutacidinak halmazat jeloli. Ha ¢ € Z, akkor

legyen f; : S, = Z a kovetkezs fiiggvény:

fi(my, p1) = fi(ma, p2) = —1,
fi(7T1,P2) = fi(772;/)1) =1, (21)
fi(o) = 0 egyébként.

Vilagos, hogy My f; = 0 minden i-re, tehat csak a lanc irreducibilitasat kell
igazolni. Legyen u,v € N két gyakorisagvektor, melyekre Mpu = Mjv.
Megkonstrudlunk egy u-bol v-be vezets, f; lépéseket hasznéldé utat. Ha a
j = (1,---,Jx) vektor elemei [n]-beliek és mind kiilonboznek, akkor jelolje
B; C S, a j-vel kezd6d6 S,-beli permutaciok halmazat, azaz azokat a m-ket,
melyekre 7(s) = js ha 1 < s < k. Vezessitk be az u(B;) = Zﬁiju(ﬂ')
egyszerisits jelolést. Vegyiik észre, hogy u(B;) = v(B;) minden j-re, hiszen
u(Bj) = (Mpu)(j,0), és errdl feltettiik, hogy u-ra és v-re megegyezik. Tegyiik
fel indukcidval, hogy az f; 1épések segitségével u-bol mér eljutottunk egy
olyan u* gyakorisagvektorhoz, melyre u*(B;) = v(B;) minden legfeljebb k
hosszusagu j vektorra.

Legyen most C' egy k elemii részhalmaza [n]-nek, és készitsiik el u*-ra és
v-re kiilon-kiilon azt a k! x (n— k) méretii kontingenciatablat, melynek sorait
Sc elemeivel indexeljiik, oszlopait pedig [n] \ C' elemeivel. A (j, z). cellaba
pedig irjuk be az u*(B;,) illetve a v(B;,) értéket. Az u*- és a v-tablanak

azonosak a marginalisai: a sorosszegek az indukcios feltevés miatt egyeznek
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meg, az oszloposszegek pedig az (Mpu®)(z,C) = (Mpv)(x,C) sszefiiggés
miatt.

Ismert (pl. Diaconis és Sturmfels [32]), hogy a rogzitett marginalisu két-

dimenzios kontingenciatablak esetén a lépések Markov bazist alkot-
+

nak. Minden 7y # ry és ¢; # co valasztashoz tartozik egy ilyen lépés:
kivonunk egyet a tabla (r1,¢1) és (rq, ¢a) cellaibol, és hozzaadunk egyet az
(r1,co) és (ro,c1) cellakhoz. Ilyen lépésekkel tehit az uf-tabla Atvihets a
v-tablaba. Ezeket a lépéseket végrehajthatjuk az f; fiiggvényekkel: ha a
kontingenciatabla-lépés a j és j' sorokon, és az x, x’' oszlopokon hat, ahol
uF(Bj;) > 0 és uF(By ) > 0 (azaz a lépés megléphets), akkor léteznek az
[n]\ (CUz) illetve [n]\ (CUz') halmazoknak g illetve g’ permutacioi, melyekre
uk(j,z,g) > 0eésub(j,2',g) > 0. Az i =i(C,j},§, (v, g), (z',g)) valasztissal
az f; lépés éppen a kivant kontingenciatabla-lépést eredményezi. Ha egymas
utan minden k elemt C' halmazra egymésba alakitjuk a kontingenciatablakat,

eljutunk a kovetkezé uf*! gyakorisagvektorhoz. Végiil u” = v. =

Itt jegyezziik meg, hogy S, elemei megfeleltethet6k az n-dimenzios
egységkocka, mint irdnyitott graf, maximalis utjainak. A kocka minden csu-
csa egy n hosszu 0-1 vektor, és akkor vezet él v-bdl v'-be, ha v’ ugy kaphato
v-bél, hogy egy 0 koordinatat 1-re cseréliink. Igy minden permutécié a graf
egy 0-bol 1-be vezets iranyitott utjanak felel meg: 0-bol indulva sorra 1-re
cseréljiik a 7(1)., 7(2)., stb. koordinatakat.

Legyen p (17) alaka L-felbonthatd eloszlas, és (v,v') a kockagraf egy
éle. Ha C jeloli v 1-koordinatainak halmazat, és v'-t az x. koordinata 1-
re cserélésével kaptuk, akkor frjuk a (v,v') élre a A(z,C) paramétert. Igy
a m permutacio p(m) valosziniisége az altala bejart élekre irt paraméterek
szorzata.

Vegyiik észre, hogy a 8.4. Tétel fenti bizonyitésa altaldnosabb esetben is
miikodik. Tegyiik fel, hogy egy G iranyitott grafban nincs iranyitott kor, és
egyetlen F forras és egyetlen N nyels van benne. Alljon az eseménytér az F-
b6l N-be vezet6 utakbol. Ezen a téren tekintsiik azt a torikus modellt, ahol
egy ut valosziniisége az altala bejart élekhez rendelt nemnegativ paraméterek

szorzata. A modellhez tartoz6 I idedlt az ,atkeresztezett utak” generaljak,
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12345
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2. dbra. Az Sy egy 16 elem részhalmazanak grafja (8.5. Példa)

vagyis az olyan x,,, %s,, — Ts,,%s,, polinomok, ahol az sy, sgo utak valahol
talalkoznak, és ebben a taldlkozési pontban Atkeresztezve Gket az si9, So1
utakat kapjuk. A bizonyitasban arra kell csak figyelni, hogy a csticsokat az
F-bél hozzajuk vezets utak maximalis hossza szerint vegyiik sorra.

Ebbdl az észrevételbdl kovetkezik, hogy az L (szintén zart torikus) mo-
dell Markov bazisa azokbol a (19)-beli polinomokbol all (illetve az ezekhez
tartozo fiiggvényekbdl), melyeknél a szereplé permutaciok K-beli helyen
keresztez&dnek at. Hiszen az Lg-beli eloszlasokra is igaz, hogy egy 7 per-
muticié valoszintisége egy megfelel6 graf éleire irt paraméterek szorzata.
Annyi csak a kiilonbség, hogy ebben a grafban tobbszoros élek is vannak, de
ez nem okoz semmilyen gondot. Megjegyezziik még, hogy a csaldd szabad

paramétereinek szama ebben az esetben is konnyen kiszamolhato.

8.5. Példa. Tekintsiik példaul az Sy kockagrafjanak a 2. abran lathato6 rész-
grafjat! A grafot gy rajzoltuk le, hogy minden él alulrol felfelé legyen iranyit-
va, ezért az irdnyitast nem is jel6ltiik kiilon. A csticsok mellé az 1-koordinatak
halmazat irtuk: a legals6 csics a 0, a legfels6 az 1. A 0-bol 1-be vezets
slegjobboldalibb” ut a m = (32451) permutacionak felel meg.

A grafban 16 alulrol felfelé iranyitott ut van, ezek 16 permutacionak felel-

nek meg. A 2. tablazatban talaljuk ezeket a permutaciokat, valamint azokat
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2. tablazat. Az u és v gyakorisagvektorok Osszekotése a Markov bazis
elemeivel (8.5. Példa)

237 {234} {123} {123F {123}
—1
+1
+1 -3
—1 13
—1
+1
+1 +1
—1

12345
12354
13245
13254
21345
21354
23145
23154
31245
31254
32145
32154
23415
23451
32415
32451

+3

+1

e Y EAl MRSt TN N N ) IS I ORI I G I G N
W W W w|w|w|w|w|w|lw|lw|w|w|w| w| w|l

+1 +1

az u és v gyakorisagvektorokat, melyeket a 8.4. Tételben szerepld Markov
bazis elemeivel Gssze szeretnénk kotni. A tablazatban mar maga az 6sszekotés
is szerepel, nézziik meg, hogyan is adédnak a lépések!

A 8.4. Tétel bizonyitasaban leirtak szerint sorra vessziik a graf cstcsait,
elemszam szerint novekvs sorrendben. Az els§ olyan cstcs, melyhez nem-
trivialis kontingencia-tablazat tartozik (azaz a sorok és oszlopok szama is

legalabb kettd), a {2,3} cstcs. A megfelel 2 x 2-es u-kontingenciatabla:

2315
32

mivel u-ban pl. 5 darab 231-gyel kezd6d§ permutacié van. A megfelel v-
kontingenciatidbla minden celldjaban 6 van. Ezért a 231-gyel és a 324-gyel
kezd6d6 permuticiok gyakorisdgaihoz 1-et kell hozzdadni, a 234-gyel és
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321-gyel kezdddéek gyakorisagabol pedig 1-et ki kell vonni. Baziselemeink
segitségével ezt most négyféleképpen tehetnénk meg, hiszen ennyiféleképpen
valaszthatunk ki egy-egy {1,2,3}-bol illetve {2,3,4}-b6l {1,2,3,4,5}-be vezetd
utat. Valasszuk mondjuk a 45 és 51 utakat! A bazislépést a 2. tablazat
u utani els§ oszlopa mutatja. Ezutan a {2,3,4} cstcsot vehetjiik, melyhez
szintén egy 2 X 2-es kontingenciatidblazat tartozik, és ezt is egy lépéssel a
kivant tablaba transzformalhatjuk. Végiil az {1,2,3} csics kovetkezik, 6 x 2-es

kontingenciatablakkal. Itt mar tobb transzformaciés 1épésre van sziikség. ®

A (21)-beli f; Markov bazis lépéseit a klasszikus Metropolis algoritmus
szerint modosithatjuk dgy, hogy az F, allapottéren hipergeometrikus sta-
cionarius eloszlasi, irreducibilis, aperiodikus, megfordithatdé Markov lancot
kapjunk. Ehhez egy adott u allapothoz valasszuk i € Z-t egyenletesen, és
legyen € = 41, 1/2 valdsziniiséggel, i-t6l fiiggetleniil. Ha ' = u + €f; nem-

negativ, akkor lépjiink u'-be

, u(m)!
min (H ()0 1)

TeC;

valészintiséggel, ahol C; C S, azokat a permutaciokat jeloli, melyekre
fi(m)#0. Minden mas esetben maradjunk w-ban. Ez az algoritmus nagy
n esetén is konnyen futtathato, anélkiil, hogy a baziselemeket memoridban
kellene tarolni. A 7 halmazbol gy valaszthatunk ki egy elemet, ha el&szor
valasztunk egy 2 < k < n —2 szamot, majd egy k elemszamu C részhalmazt,
majd C két 7, my sorbarendezését, és [n]\ C két p1, py sorbarendezését. Ah-
hoz, hogy a valasztott elem egyenletes eloszlasi legyen Z-n, a k elemszamot
valasszuk a [k! — 1][(n — k)! — 1] kifejezéssel aranyos valoszintiséggel, az dsszes
tobbi valasztas pedig legyen egyenletes.

Egy masik algoritmus (Diaconis és Sturmfels [32], Lemma 2.2), amely
hosszabb 1épéseket tesz, a kovetkezs. Legyen ismét f; a Markov bazis véletlen-
szerlien valasztott eleme, u pedig a lanc jelenlegi allapota. Hatarozzuk meg

azon egész j értékek halmazat, melyekre u + 5 f; > 0, és 1épjiink at egy ilyen
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u + j f; allapotba a

1
IIWW%HﬁWW

TeC;
mennyiséggel ardnyos valosziniiséggel, ahol C; ugyanaz, mint az el6bb. Ez a
Markov lanc is irreducibilis, aperiodikus, megfordithaté, és hipergeometrikus
stacionarius eloszlasii. Szerencsére ebben a konkrét esetben ez a lanc is
konnyedén iizemeltethets: ha valasztasunk az i = i(C, my, 7o, p1, p2) indexi

baziselemre esett, akkor a

a=u(m,p1) | b=u(m,pa)
—u

(7T2; Pl) d= U(Wza /)2)

kontingenciatablat egy ugyanilyen sor- és oszloposszegekkel rendelkezG nem-
negativ tablaval kell helyettesiteniink, melyet a hipergeometrikus eloszlas
szerint kell kivalasztanunk. Ezt megtehetjiik példaul tgy, hogy egyenletes
eloszlas szerint generdlunk egy 7' € S, piciq permutaciot, és a-t az a’ =
={1<k<a+b:1<7(k)<a+ c}| értékkel helyettesitjiik.

A szakasz végén megemlitjiik, hogy elméleti szempontbol lehet jelen-
tGsége annak, hogy egy Markov bézis minimalis-e, illetve hogy hidny minimaélis
Markov bazis van. Egy f; fliggvényekbdl all6 Markov bazist akkor neveziink
minimélisnak, ha barmelyik f; elemet elhagyva, a maradék fiiggvények méar
nem alkotnak Markov bazist. Minimalis Markov bézisokat vizsgalt példaul
Takemura és Aoki [57].

8.6. Tétel. Azn =4 ésn =5 esetben az L modell minimalis Markov bazisa
egyértelmt, és megegyezik a (21) képletben szerepld bazissal.
Han > 6, akkor a (21) képlet béazisa nem minimélis, és a minimélis Markov

bazis nem egyértelmii.

Bizonyitas. Az n = 4 vagy 5 eset: Azt kell megmutatni, hogy a megadott
béazis minimalis. Legyen f; az i = i(C,my, 72, p1, p2) indexhez tartozo bézise-

lem, és legyen u és v két gyakorisdgvektor:

u(m, p1) = u(mz, p2) = 1,u(0) = 0 egyébkent,
=0

v(m, p2) (7, p1) = 1,v(0) = 0 egyébként.
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Vilagos, hogy ezt a két gyakorisagvektort csak az f; 1épéssel lehet 6sszekot-
ni, hiszen nincs is rajtuk kiviil mas gyakorisagvektor, mely ugyanezekkel az
elégséges statisztikakkal rendelkezne. Azaz f; nem hagyhato el a bazisbol.
Az n > 6 eset: Legyen i, u és v ugyanaz, mint az elébb, és |C| = k. Az
el676 esethez képest annyi a kiilonbség, hogy a (71, p1) és a (ma, p2) permutaci-
okkal el6fordulhat, hogy nem csak a 0. és a k. elem utan ,yalnak szét”. Példaul
n = 6-ra az (123456) és a (214365) permutaciok a 0.,2.,4. elemek utén val-
nak szét. Altalaban, ha a szétvalasok szama h, akkor 2"~! gyakorisagvektor
rendelkezik ugyanazokkal az elégséges statisztikdakkal, mint u (és persze v).
Egy minimalis Markov béazis 1épései ezeket a gyakorisagvektorokat egy fava
kapcsoljak Ossze. Ezt a fat pedig az eredeti baziselemekbdl tébbféleképpen
kivalaszthatjuk. Az el6z6 példat tekintve, az i = i({1,2},12,21, 3456, 4365)

indexhez tartozo 1épést elhagyhatjuk, mert ez a lépés helyettesithet az

i =({1,2,3,4},1234, 2143, 56, 65),
iy = i({1,2},12, 21, 3465, 4356),
is = i({1,2,3,4},1243, 2134, 56, 65)

indexekhez tartoz6 harom lépéssel. m

Tehat az egyértelmd minimalis Markov bazis n = 4-re 6 elemi, n = 5-re

pedig 270 elemd.

8.2. Paraméterbecslés

Ebben a szakaszban az L-felbonthat6 eloszléscsalad paramétereinek maxi-
mum likelihood (ML) becslésével foglalkozunk. Legyen 7y, ..., m,, iid minta
a (18) kanonikus felbontastu p L-felbonthato eloszlasbol. Jelolje a minta
gyakorisagvektorat (f(m) : m € S,). Legyen (z,C) a kocka élgrafjanak egy
éle, és legyen g¢(x,C) = > {f(n): (z,C) € n}, ahol (z,C) € 7 azt jelenti,

hogy 7 atmegy az (x,C) élen. Vezessiik még be a

hi(C) =Y gs(x,C) = g¢(y.C\y)

zgC yeC



54 8. [-FELBONTHATOSAG

jelolést a C' csicson atmend mintabeli utak (permutaciok) szamara. Az
L csaladot a (18)-beli kanonikus L-felbontds paraméterezi, azaz a szabad

paraméterek szama

by = ;:2 (Z) (k—1)=2"(n/2— 1) + 1.

Az L modellben a paraméterek jol interpretalhatoak: feltételes valoszinii-
ségeket jelentenek. A paraméterek maximum likelihood becslése pedig éppen
a mintabol szamolt megfelel§ tapasztalati feltételes valoszintiség, azaz a
A(z,C) kanonikus paraméter maximum likelihood becslése g¢(x,C')/hs(C).
Ha a mintankban talalhato Osszes permutacié utjat pirossal kihtzzuk a
grafon, akkor a maximum likelihood becslésként kapott eloszlas pontosan
azokhoz a permutaciokhoz rendel pozitiv valoszintiséget, melyek csak piros
éleken mennek at (ez a legsziikebb olyan M;-megvalosithato halmaz, mely a

mintabeli permutaciokat tartalmazza). Az eloszlas py ML becslése tehat:

gy + 1), 7{1..k})
;Ho = WLk (22)

Ebben az esetben a ML becslés pontos eloszlasa kiszamithato. Annak valo-

szinlisége ugyanis, hogy a minta gyakorisagvektora éppen f legyen:

N!

PUY= e

T 1 1] A €0
.C)

Ebbdl pedig annak valoszintisége, hogy a ML becslés pont p legyen:

P(py=p)=Plgr=9) = HAxC 9(2,C)

ahol

RO s R

f9r=9 Ty Tm g =g
H(g) azt mondja meg, hogy hany olyan m elem{ minta van, amely a g

elégséges statisztikat produkélja. Felhasznéaltuk tovabba, hogy p és g kozott
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kolecsonosen egyértelmii megfeleltetés van.

8.7. Lemma.

_ h(C)!
H(g) = C]Cl} Mocslr.O

Bizonyitas. Meg kell szaimolnunk, hogy hany olyan 7y,..., 7, minta van,
melynek elégséges statisztikdja g, azaz minden (z, C') parra g(z, C') darab 1 <
< i < m indexre teljesiil, hogy m;{1..|C|} = C és m;(|C|+1) = z. A kivetkezs
eljaras az oOsszes ilyen mintat elGallitja (egyszeres multiplicitassal). ElGszor
is legyen a m(1),...,m,(1) sorozat g(1,0) darab 1-es, ..., g(n,?) darab n-es
egy tetszdleges ismétléses permutacidja. Ezutan, ha a mintaelemek els6 & ko-
ordinataja mar megvan, akkor az {i : m;{1..k} = C'} indexii mintaelemek k +
+1. koordinatainak sorozata legyen ¢(1,C') darab 1-es, ..., g(n,C) darab n-es
egy tetszGleges ismétléses permutacioja, ahol definicio szerint g(z, C') = 0, ha
r € C. A lemma allitdsa ezutan az ismétléses permuticiok darabszamainak

osszeszorzasaval adodik. =

Megkaptuk tehat az elégséges statisztika, illetve a ML becslés pontos

eloszlasat.

8.8. Tétel. Legyen p a (18)-beli kanonikus felbontasi L-felbonthato eloszlas,
pr pedig az eloszlasbol szarmazo, f gyakorisagvektorii iid mintdhoz tartozo
(22) ML becslés. Ekkor

A(z, C)9=:C)

P(ﬁf :ﬁ) = P(gf = g) = H h(C)! H g(x,C’)!

CC[n] xZC

(23)

Lattuk, hogy ha II eloszlasa L-felbonthato, akkor a TI(1..k) és a TI(k + 1..n)
véletlen vektorok feltételesen fiiggetlenek a IT{1..k} véletlen halmazra nézve.
Hasonlo allitas a ML becslésre is érvényes, ezt nevezi Dawid és Lauritzen [25]
hiper-Markov tulajdonsiagnak, mely felbonthat6é grafikus modellek esetén is

teljestil.

8.9. Tétel. Legyven v € S,,, 1 <k < n — 1 pedig rogzitett. Jellje f egy m
elemit iid minta gyakorisagvektorat, P pedig a (22)-beli ML becslés szerinti
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valészintiségeket. Ekkor

PII(1.k) = v(1.k)) = Hgf }fft}h 7;% 7}

Pk +1.n) = v(k +1.n)) = H g(v hf v{l 7;% J}) hf(vg k)

P(II{1.k} = v{l.k}) =
(I{1..k} = v{1..k}) p-
Valamint {P(TI(1..k) = u)}, és {P(II(k+1..n) = v)}, feltételesen fiiggetlenek
{P(II{1..k} = C)}¢-re, ahol u,v,C az Gsszes lehetGséget befutja.

Bizonyitas. A harom egyenlet konnyen igazolhaté (pl. indukcidval). A
feltételes fiiggetlenséghez: {P(II(1..k) = u)}, a {9(z,C)} 1)<k valtozok
fiiggvénye, {P(II(k + 1..n) = v)}, pedig a {9(z,C)} o>k valtozok fiigg-
vénye. Végill P(IT{1..k} = C)}¢ kolesonosen egyértelmi kapesolatban van a
{h(C)}icp=k valtozokkal. A (23) egyenletbdl pedig latszik, hogy ezek kozott
fennall a feltételes fiiggetlenség. m

Vegyiik észre, hogy a 8.7. Lemma bizonyitasaban leirt eljaras lehet&séget
ad arra, hogy a 7, ..., 7, mintdnak a g, elégséges statisztikara vett feltéte-
les eloszlasabol (ami éppen az egyenletes eloszlas az Osszes ilyen elégséges
statisztikaju mintan) kozvetleniil generaljunk. A leirt modszerrel az n x m-es
adatmatrixot, melynek oszlopai a mq, ..., 7, permuticiok, soronként general-
hatjuk. Ugyanilyen j6 modszer az oszloponkénti generalds: menjiink el6szor
végig a kockagrafon tigy, hogy minden csticsbol az élgyakorisagokkal aranyos
valoszintiséggel megyiink tovabb. Igy kapjuk a 7; mintaelemet. A 7, altal
bejart élek gyakorisdgabol vonjunk le egyet, és folytassuk az eljarast.

A direkt generalas kivitelezhetGsége nem feltétleniil teszi feleslegessé az
el6z6 szakasz Markov bazis szamitasait. Egyrészt, nagyobb n,m esetén a
Monte Carlo modszert konnyebb lehet {izemeltetni, méasrészt, latni fogjuk,
hogy az el6z6 szakaszban megtalalt Markov bazis a bonyolultabb modelleknél
is megjelenik majd. Megjegyezziik még, hogy ennek a szakasznak minden
eredménye konnyen atfogalmazhato az L csaladra, illetve tetszdleges iranyi-

tott forras-nyelG graf altal definialt torikus modellre.
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8.3. Illeszkedésvizsgalat

Az L modell illeszkedésének vizsgalatara tobbféle modszert alkalmazha-
tunk. Problémat jelent, hogy a Hy : p € L hipotézis kiilonboz§ tartoju
exponencialis csaladok unidja, és ezek az exponencialis csaladok kiilénb6zd
paraméterszammal rendelkeznek. Gyakran természetes a Hy : p € E(My)
hipotézist feltenni, azaz a szigorian pozitiv L-felbonthato6 eloszlasokra kon-
centralni. Azonban a gyakorlatban az n!-hoz képest kis mintaelemszamok
esetén gyakran eltfordul, hogy az E(M}) csaladban nem létezik ML becslés,
azaz az L-beli ML becslés nem teljes tartdji. Ha a ML becslés teljes tartoj,
akkor hasznélhatjuk a becsléses illeszkedésvizsgalatra vonatkozo klasszikus
x>-probat, melynek szabadsagi foka n! — 2"(n/2 — 1) — 2.

Kis mintaelemszam esetén az illeszkedés josagat Monte Carlo modszerrel
vizsgalhatjuk, a kordbban leirt m6don. Azaz mésodlagos mintakat generalunk
a megfigyelt elégséges statisztikiaval rendelkez6 mintak terébdl, egyenletes
eloszlas szerint, és a masodlagos mintak y2-statisztikait vetjiik dssze az ere-
deti mint4éval. Ebben az esetben a y? statisztika helyett mas, az illeszkedés
josagat mérs statisztikat is hasznélhatunk. Ahogy kordbban leirtuk, masod-
lagos mintakat kozvetleniil, vagy Markov lanc modszerrel is generalhatunk.

Az n = 4 eset kiilonosen egyszerii. Ekkor csak egy felbonthatosagot
kell ellenérizni, a k = 2 vagashoz tartozot. Ez azt jelenti, hogy a kételemii
részhalmazoknak megfelel6 6 darab 2 x 2-es kontingenciatédblazatban kell a
fiiggetlenségnek teljesiilni: a x? statisztika e 6 tablazat egy szabadsigi fok,
fiiggetlen x? statisztikdinak Osszege. Ebben az esetben az adott elégséges
statisztikaval rendelkezd gyakorisagvektorok is konnyen felsorolhatok: a hat
darab, rogzitett marginalisi 2 x 2-es kontingenciatablat kell nemnegativ egész
szamokkal kitolteni.

Erre az esetre ad példat a Croon [16] cikk adatsora, melyet tobbek kézott
[8] és [32] is elemez. Egy kutatéas soran 2262 német allampolgar a kovetkezd
négy politikai célt allitotta preferencia-sorrendbe: (1) A rend fenntartasa,
(2) Kapjanak az emberek tobb beleszolast az orszéag tigyeibe, (3) Az inflacio
megfékezése, (4) A szolasszabadsag védelme. A kutatas abbol a hipotézisb6l

indult ki, hogy az emberek két csoportra oszthatok: a ,liberalisok” inkabb a
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(2)-es és (4)-es célokat részesitik elényben, mig a  konzervativok” az (1)-est
és a (3)-ast. A kovetkezd 6 kontingenciatablaban a sorok a sorrend elsg két
elemét, az oszlopok az utols6 két elemét jelentik, azaz pl. 137-en allitottak
fel az (1234) sorrendet.

Al 34 43 B\ 24 42 C |23 32
121137 29  13/309 255 14|52 93
91| 48 23  31/330 204 41|21 30

D| 14 41 E\13 31 Fl12 21
23| 61 55  24(33 59 34|70 34
32117 69  42(29 52 43|35 27

Az A, B,C, D, E, F tablak x? statisztikdja rendre 6.47, 0.43, 0.46, 3.14, 0.00,
1.97. Feltiing, hogy a B, E tablak statisztikdja a legkisebb, ezek azokat a
valaszadokat tartalmazzak, akik a ,liberdlis” célokat az els6 két vagy az utolsod
két helyre rangsoroljak. A fiiggetlenség egyediil az A tabla esetén nem elfo-
gadhato: lathatjuk, hogy a fiiggetlenség esetén vartnal tobben valasztottik
az (1234) sorrendet. Elképzelhets, hogy egyes valaszadok gondolkodés nélkiil
ezt a sorrendet adtak meg. Az is kiszamolhato, hogy Gsszesen 692723631600
gyakorisdgvektor adja ezeket a tdblamarginalisokat.

Nézziink ezutan néhany szimulacios eredményt! A permutaciok hosszusé-
ga n = 5 illetve 6 lesz, a mintanagysagot pedig jeldlje most is m. Haromféle
eloszlasbol generdlunk mintéat: az els6 az egyenletes, a masodik a Plackett-
Luce eloszlas, \; = i valasztassal. Ez a két eloszlas L-felbonthaté. A harmadik
eloszlast véletlen kereséssel valasztottuk gy, hogy viszonylag messze legyen
L-t6l, kiilon n = 5-re és n = 6-ra. A divergencia D(P||L) = 0.1748 azn =5
esetben, és D(P||L) = 0.1899 az n = 6 esetben. Itt jegyezziik meg, hogy
érdekes lenne tudni, hogy melyik eloszlas(ok) van(nak) a legmesszebb az L
modelltdl (divergencia értelemben). Minden esetben 50 mintat generaltunk,
és minden mintédhoz 500 Monte Carlo mintank volt (direkt generalassal). Az
aszimptotikus kritikus érték az n = 5 esetben 90.53, az n = 6 esetben 647.62
(v = 0.05). Az eredményeket a 3., 4. és 5. tablazatokban foglaltuk Gssze. A
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3. tablazat. Monte Carlo illeszkedésvizsgalat: egyenletes eloszlas

n=-=9 n==06
m— 60 | 120 | 240 || 180 | 360 | 720 | 1440
#{X2>Casz} 0 4 3 0 2 2 2
#{X° > eped || D 4 2 1 1 2 2
atl. eypo || 73.2290.29 | 91.32 || 608.61 | 652.01 | 649.10 | 649.54
atl. tarto 96 | 117 | 120 || 654 | 717 | 720 | 720

4. tablazat. Monte Carlo illeszkedésvizsgalat: Plackett-Luce eloszlas

n=-=9 n==06
m — 60 | 120 | 240 || 180 | 360 | 720 | 1440
#{x> > casz} | 0 0 0 0 0 0 2
#{xX>> eyt |3 2 0 1 1 3 1
atl. eyyo || 52.06 | 70.52 | 83.61 || 397.59 | 522.62 | 606.93 | 641.76
atl. tarto 69 | 93 | 110 || 423 | 561 | 661 | 707

#{x? > casz} sor azt mutatja, hogy az 50 mintabol hanyszor utasitottuk el
az L-felbonthatosag hipotézisét az aszimptotikus x? probaval. A kovetkezd,
#{x* > CMC} sor pedig a Monte Carlo modszerrel elutasitott mintdk szamat
adja meg. Az ezutan kovetkezs ,atl. cyj” mennyiség a Monte Carlo kritikus
értékek atlaga az 50 mintabol, ,,atl. tartd” pedig a ML becslés tartojanak at-
lagos elemszama (egészre kerekitve).

Lathato, hogy az egyenletes eloszlas esetén az n = 5 esetben mar m =
= 120, az n = 6 esetben mar m = 360 mintanagysagra a kétféle proba
majdnem ugyanazt az eredményt adja, és a ML becslések tartoja majdnem
teljes. Hasonlét mondhatunk a nem L-felbonthato eloszlasra is. A Plackett-
Luce eloszlas esetén azonban nagyobb elemszamra van sziikség ahhoz, hogy
a kétféle proba hasonld eredményt adjon.

Adott minta esetén feladatunk lehet annak eldontése, hogy az elméleti

eloszlas melyik k-knal felbonthato. Egy adott k-nal a felbonthatosagot kony-



60 8. [-FELBONTHATOSAG

5. tablazat. Monte Carlo illeszkedésvizsgalat: nem L-felbonthato eloszlas

n=-> n==06
m— 60 | 120 | 240 || 180 | 360 | 720 | 1440
#{* >caszt [ 2 | 37 | 50 2 41 50 50
#{xX* > eyt || 16 | 41 | 50 13 42 50 50
atl. eype || 72.63 [ 88.83 | 91.24 || 596.82 | 650.45 | 650.56 | 648.86
atl. tarto 94 [ 115 | 120 [| 638 | 715 | 720 | 720

ny( vizsgalni, ahogy az n = 4 esetnél méar lattuk: a fiiggetlenségnek (2) darab
k! x (n —k)! méretti kontingenciatablan kell teljesiilnie. Mivel ezen téblak x?
statisztikai fliggetlenek egymastol, a statisztikdkat osszeadva aszimptotiku-

San

()10t = 1t = k= 1)

szabadsagi foki x? eloszlasi probastatisztikdt kapunk a felbonthatosig
hipotézise mellett. Amennyiben kevés adatunk van, akkor Monte Carlo
modszert hasznalhatunk, azaz a rogzitett marginalisa tablakon Markov lan-
cot futtatva értékeljiikk ki az illeszkedés josagat. Ha egyszerre tobb k-nél
szeretnénk a felbonthatoségot vizsgélni, akkor a kiilonb6z6 elemszami cst-
csokhoz tartozo tablak y? statisztikai méar nem fiiggetlenek. A korlatozottan
L-felbonthatdé modellek koziil a legjobb megtalalasihoz ajanlhato példaul a
kovetkez6 modszer: elGszor egyesével teszteljiik a felbonthatosagokat, majd
illessziik azt a modellt, mely az igy elfogadott felbonthatosagokat tartal-
mazza. Fzutdn még megnézhetjiik, hogy jobb modellt kapunk-e egy-egy

felbonthatosag elhagyasaval, vagy bevételével.
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9. Duplan L-felbonthatésag

Ahogy a bevezetésben mar emlitettiik, egy péarositasi, sorbarendezési,
vagy atrendezési kisérlet eredményét ugyantigy megadhatjuk egy permutaci-
oval vagy annak inverzével. Vizsgalhatjuk, hogy egyik vagy méasik megadas L-
felbonthato eloszlést eredményez-e S,-en, de azzal a hipotézissel is élhetiink,

hogy mindkét megadas L-felbonthato.

9.1. Definici6. A II véletlen permutécié (vagy eloszlasa) duplan L-felbont-
hato, ha 11 és 17! is L-felbonthaté.

Jelolje a duplan L-felbonthato eloszlasok csalddjat a tovabbiakban B. L-hez
hasonléan definidlhatjuk az invertalva L-felbonthat6 eloszlasok L' csaladjat,

azZaZzZ
L' = {p: inv(p) € L},

ahol (inv(p))(m) = p(7!). Természetesen L' is torikus modell, a hozza
tartoz6 My, métrixot gy kapjuk Mp-bél, hogy a (m,7') inverzparoknak
megfelel6 oszlopokat paronként felcseréljiik. Latni fogjuk, hogy B, amely
az L és L' torikus modellek metszete, maga nem torikus modell, ezért ez a
csalad nehezebben kezelhetd, mint L.

Mostantél egy darabig csak a szigortan pozitiv duplan L-felbontha-
to eloszlasokkal fogunk foglalkozni, vagyis az E(M) N E(M;/) metszettel.
Vezessiink be két 1j jelolést! Legyen F' = ImM, az M, : R — R™ lineéris
operator képtere, és F' = ImM,,. Ezt a két alteret egyszer és mindenkorra
rogzitsiik! Ezzel a jeloléssel p € E(M;) akkor és csak akkor, ha logp € F,
ahol log(-) koordinatanként értends. Ebbdl adodik, hogy p akkor és csak
akkor lesz szigoruan pozitiv duplan L-felbonthato eloszlas, ha logp € FNEF”,
és ezek az eloszlasok is exponencialis csaladot alkotnak. Egy darabig azon az
artatlannak tiing feladaton fogunk dolgozni, hogy meghatarozzuk az F N F’
altér dimenziojat, illetve egyszerii béazisat.

A feladat megoldasat a merdlegességek teszik majd lehetévé. Az U és V'
alterekrdl azt mondjuk, hogy merélegesen metszik egymést, ha U-nak V-re
vett merdleges vetiilete éppen U NV, vagy ami ezzel ekvivalens, ha V-nek

U-ra vett mer6leges vetiilete éppen U N V. Jeldlje az U-ra valdé merdleges
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vetités operatorat Pry. A mer6leges metszéssel ekvivalens az a tulajdonsag
is, hogy a Pry és Pry operatorok kommutalnak. A merGleges metszésre a

1~ jelolést hasznélva kapjuk, hogy
Ul V< PryV=UNV <= PryU=UNV <= PryPry = PryPry.

Azt fogjuk megmutatni, hogy F' és F' merdGlegesen metszik egymast, sét,
mind F-et, mind F'-t fel tudjuk majd bontani paronként meréleges Fj, és Fj
alterekre gy, hogy, minden (Fj, F}) altér-par merélegesen messe egymast.
Ezutéan elég lesz az Fj, N F} alacsony dimenzios alterek dimenziojat és bazisat

meghatarozni.

9.1. Hierarchikus modellek permutaciékra

Elgszor egy kicsit altalanosabb vizekre eveziink: definidljuk, hogy mit
értiink hierarchikus modellen véletlen permutaciok esetén. A klasszikus hi-
definidlni. Egy-egy generator pedig az [n] x [n] halmaz egy-egy szorzatparti-
cioja lesz.

Az [n] halmaz egy particioja
D={D,...,Dy}: UL D;=[n], DinD; =0Vi#j.

A D, halmazok a particié osztalyai, ezekrél mindig feltessziik, hogy nem
tiresek. Ha D és R két particio [n]-en, akkor a D x R szorzatparticio az
[n] x [n] halmazt particionalja.

Legyen D (illetve R) az [n] halmaz egy d (illetve r) osztalyt particidja.
A 7 permutacio durvitisa a D x R szorzatparticiéra a kovetkezd d x r-es

matrix:
|7T(DXR)| :(tl]), tl]: |{1§S§nS€DZ, 7T(S) GR]H (24)

Minden P = D x R szorzatparticiéhoz hozzarendelhets egy Up C R™

linearis altér a kovetkezSképpen. Legyenek az R™ euklideszi tér elemei a v =
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= (v(m) : ™ € S,) vektorok, a kifeszitett altérre pedig hasznaljuk a Span(-)
jelolést. Ekkor

Up = {veR" : [n(P)| = |o(P)| = v(r) = v(o)}, (25)

azaz v € Up akkor és csak akkor, ha létezik a d x r-es matrixokon olyan ¢
fiiggvény, mellyel v(m) = 0(|7(P)|). Most mar definidlhatjuk a hierarchikus
modellt.

9.2. Definici6. Legyenek Py,...,Ps az [n] x [n] szorzatparticiéi. Az S,-en
adott szigoriian pozitiv p eloszlas akkor tartozik a Py,..., Ps generatorok
definialta hierarchikus modellhez, jelolésben p € L(Py,...,Ps), ha

logp(m) = ZGZ(|7T(PZ)|) Vr €S,
i=1
valamilyen 0; fiiggvényekre. Ezzel ekvivalens, hogy

logp € Span(Ul, Cey Us),

ahol az Up, = U; egyszeriisitd jelolést hasznaltuk.

Ismert, hogy a klasszikus hierarchikus modellek esetén az A és az A’
generatorrendszeri modellek metszete szintén hierarchikus modell, melynek
generatorai az {ANA : Ae A A € A'} halmazok (a hierarchikus modell
alatt most csak a szigoruan pozitiv eloszlasokat értjiik). Ez a kovetkezSkép-
pen lathaté be. Az A-hierarchikus modell A generédtoraihoz hasonlé moédon
rendelhetSk Uy lineéris alterek, mint a permutaciok hierarchikus modelljei
esetében. A 9.3. Lemma alapjan konnyt belatni, hogy minden A, A" C [n]
generatorparra Uy és Uy merGlegesen metszi egymaést, valamint Uy N Uy =
= Ugpnar. Az allitas ezutan a 9.5. Lemmaéabol kovetkezik.

Permutéciok esetén a helyzet nem ilyen egyszert, mivel nem minden P, P’
particié-parra metszik a megfelel§ alterek merélegesen egymast. Elégséges
feltételt adunk azonban arra, hogy két hierarchikus modell metszete hierar-

chikus modell legyen, melynek generatorai is azonosithatok.
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9.3. Lemma. Legyen (92, A, P) valoszintiségi mezds, és jelolje Lo(A) a
négyzetesen integralhaté valbszintiségi valtozok Hilbert terét. A B C A
o-algebrara jelolje Ly(B) a B-mérhetd valoszintiségi valtozok zart linearis
alterét Ly(A)-ban. Legyen By, By C A. Ekkor Ly(By) L Lo(By) akkor és
csak akkor, ha B, és B, feltételesen fiiggetlen By N By-re nézve.

BiZOl’lyité.S. Mivel LQ(Bl mBg) = LQ (Bl) mLQ(Bg), az LQ(Bl) és LQ (BQ) terek
akkor és csak akkor metszik egymast merélegesen, ha minden f € Ly(B),
g € Ly(By) esetén

E([f—E(f |Blm82)] [g—E(g|BlﬂBg)}) =0.

A feltételes fliggetlenség teljesiilése esetén a kovetkezd erGsebb egyenlGség

is igaz:
E([f—E(f |Blm82)] [g—E(g |Blm82)] |Blm82) =0.

Forditva, ha a két altér merdGlegesen metszi egymast, akkor legyen E; €

€ By, Ey € By két esemény, és jelolje C' azt az eseményt, hogy
P(ElﬂEQ | BlﬂBQ) —P(E1 | BlﬂBg)P(EQ | BlmBQ) > 0.

Bevezetve az [ = x(E1)x(C) és g = x(E2)x(C) jeloléseket,

E([f—E(f |BiNB)|[g—Elg | BiNB)]) =
E(E(fg | BinNB:) —E(f | BiNB:)E(g | Bi N Bs)) =
:E(X(C)[P(ElmEQ | BlmBg) —P(E1 | BlﬂBg)P(Eg | BlmBg)]) =0.

Ez csak ugy lehetséges, ha P(E, N Ey | By N By) — P(E, | By N By)P(E, |
| BiNB,) < 0 teljesiil 1 valosziniiséggel. A forditott egyenlGtlenség hasonloan
igazolhato, azaz E) és Fs feltételesen fiiggetlenek a By N By g-algebrara. m

A particiok kozott tekintsiik a kovetkezs részbenrendezést. A D' =

= (D},..., D)) partici6 finomabb a D = (Dy,...,Dy) particional (vagy
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D durvabb D’-nél), ha minden i-hez van olyan j, hogy D C D;. Jelolje ezt
a relaciot D' = D. Vilagos, hogy ebbdsl Up: D Up kovetkezik.

9.4. Lemma. Legyenek D' = D és R' = R az [n] particiéi. Ekkor
Upxr' Ln Upxr € Upxwr NUpxr = Upxr- (26)

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 9.3. Lemmat az S,-en egyenletes eloszlasra. Az
egyenletesség miatt az Lo-beli merdlegesség az R™-beli merélegességgel ekvi-
valens. Legyen P az [n] x [n] halmaz particioja. Jelolje a tovabbiakban o(P)
az

Xp 7 |7(P)]

valészintiségi valtozo altal generdlt o-algebrat S,-en. Ezt talan pontosabb
lenne o(Xp)-vel jeldlni, azonban reméljiik, hogy ez a jelolés sem vezet fél-
reértéshez. Ekkor az Up altér éppen azokbol a v : S,, — R fliggvényekbdl all,
melyek o(P)-mérhetSk, azaz Up = Ly(o(P)).

A (26)-beli masodik allitas a (D' x R)No(D x R') = o(D x R) kony-
nyen ellendrizhetd osszefiiggés miatt teljesiil. Az elsd allitashoz pedig azt kell
belatni, hogy [TI(D’' x R)| és |TI(D x R')| feltételesen fiiggetlenek a |TI(D x
X R)| rogzitése mellett, ha IT egyenletes eloszlasu véletlen permutacio. Ez

ismét konnyen ellenérizhets. m

Még két lineéris algebrai lemmaéra lesz sziikségiink. A merGleges felbontést
jelolje U = U; @ Us, ennek pontos jelentése tehat az, hogy U = Span(Uy, Us),

ahol Uy és U; mer6Gleges alterek.

9.5. Lemma. Legyen U = Span(U; : i € I) és V = Span(V; : j € J) két
altér. Tegyiik még fel, hogy U; L V; minden i,j parra. Ekkor U LV, és
UNV =Span(U;NV;:ie€l,j€]).

Bizonyitas. Feltevésiink szerint Pry,U; C U; minden i, j-re, ezért Pry,U C
C U minden j-re, tehat U mer6legesen metsz minden V; alteret. Emiatt
PryV; € Vi minden j-re, amib6l mar kovetkezik a bizonyitand6 PryV C
C V tartalmazas. Masrészt, legyen W = Span(U; NV, : 1 € I,j € J).
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Erre Pry,U; C W, tovibba PryV; = Pry,U C W, amibsl PryV C W
kovetkezik. m

9.6. Lemma. Legyen U = U, ® Uy ésV =V, &V, két altér. Ha U 1V,
Uy LA Vi, U LnVy és Uy Ln V teljesiilnek, akkor Uy 1~ Vs is igaz, és

UnvV=UnW) e UnV)eUnV)a [U:nV).

Bizonyitas. Az elsg allitashoz azt hasznaljuk fel, hogy U 1, V akkor és
csak akkor, ha a vetités operdatorok kommutalnak, azaz PryPry = PryPry.

MAarmost

F)TUQPTV2 = (PTU—PTUI)(PT‘/—PTVI) =
]D?"UP’I“V—]D?"UIP’I“V—]D?"U]DT’V1 +P7”U1P’I“Vl,

ahol a feltétel szerint mind a négy tag operatorai felcserélhetsk. A felcse-
réléseket elvégezve éppen a Pry, Pry, operatort kapjuk. A masodik allitas

pedig a 9.5. Lemmé&bol kovetkezik. m

A 9.4. Lemma és a 9.5. Lemma azonnali kévetkezménye az alabbi.

9.7. Kovetkezmény. Legyen L(D; x R : i=1,...,5) és LDXR;: j =
= 1,...,t) két hierarchikus modell, ahol D = D; és R > R; minden 1 <
<1 <s,1<j <t esetén. Ekkor a két modell metszete az L(D; Xx Rj : i =
=1,...,8,j=1,...,t) hierarchikus modell.

9.2. A csalad paraméterezése

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a szigortian pozitiv L-felbonthaté
és invertalva L-felbonthatd eloszlasok egy-egy hierarchikus modellt alkot-
nak. Ez a két csalad rdadésul olyan szerencsés, hogy alkalmazhato rajuk
a 9.7. Kovetkezmény is, igy konnyen megkapjuk a szigorian pozitiv duplan
szabad paraméterei szaimanak meghatarozasihoz ennél kicsit tobb munkéra

lesz sziikség.
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Definialjuk elészor a vastag vdgdsokat, ezek az [n] halmazt harom inter-
vallumra particionaljak, melyek koziil a kozépsG csak egy pontbol all. A k.

vastag vagas tehat
Oy =({1.k =1}, {k},{k+1.n}), 2<k<n-1 (27)

Kényelmes lesz a @y, jelolést £ = 1-re és k = n-re is hasznalni, bar ezek a
vastag vagasok csak két részre bontjak [n]-et. Azt a particiot, mely [n]-et

elemeire hasitja, teljes particionak nevezziik, jel6lésben

U= ({1}, {2}, {n}).

A (17) egyenlethdl vilagos, hogy az E(M},) L-felbonthaté exponencilis csalad

egy hierarchikus modell:
E(M,) =L(Px ¥:1<k<n). (28)

Ez amiatt van, hogy a |7(®y x ¥)| 0—1-méatrix ekvivalens a (r{1..k—1}, 7(k))
parral.

A permutaciok invertalasa azt jelenti, hogy a szorzatparticibkban a
szorzést forditott sorrendben kell elvégezni. Ebbdl kapjuk, hogy az invertalva

L-felbonthat6 exponencialis csaladra
E(My) = L(U x &, : 1 <k <n).
Legyen a (k, /). vastag kereszt
Yo = Pp x Dy,

ez tehat a (27)-ban definialt vastag vagasok szorzata. Vezessiik be a szigorian
pozitiv duplan L-felbonthaté eloszlasok csaladjara az E(Mp) jelolést, hiszen
tudjuk, hogy ezek exponencialis csalddot alkotnak, bar az Mp matrixot még

nem ismerjiik. A 9.7. Kévetkezmény szerint

E(Mg) = L(Spe: 1< k0 <n). (29)
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A (29) reprezentacio altal maris oliinkbe hull egy Mp matrix, ez azonban nem
lesz teljes rangt. A tovabbiakban azon dolgozunk, hogy ennek a métrixnak a
rangjat, azaz az E(Mp) csalad szabad paramétereinek szamat meghataroz-
zuk.

A (28)-beli hierarchikus modell egy részmodelljére is sziikség lesz a sza-
molashoz. Ezt durvabb particiok generédljak. Vékony vdgdsnak neveziink egy

olyan particiot, mely két intervallumra bontja [n]-et. A k. vékony vagas tehat
O, = {1k}, {k+1.n}), 1<k<n-—1. (30)

Vegyiik észre, hogy ®; = &)1 és ¢, = E)n,l. Az egyszeriibb jelolés kedvéért a

®,, trividlis particiot is vezessiik be. Az E(M}) egy részmodellje az
E(Ms)=L(®pyxU:1<k<n—1)

hierarchikus modell. Az ilyen eloszlasokat S-felbonthatonak nevezziik, ahol S
az angol ,set” (halmaz) sz6bol jon, mivel ebben a modellben minden C' C [n]
részhalmazhoz tartozik egy paraméter. Ez a modell 6nmagéban is érdekes
lehet, bar nekiink csak mint segédmodell bukkan fel. Késébb majd részlete-
sebben megvizsgaljuk ezt a modellt. Hasonléan definidljuk az invertalva S-
felbonthato eloszlasok E(Mg) csaladjat. Felidézve a szorzatparticiokhoz ren-

t sz

gyakrabban el6fordulo altereinkre. Legyen
Uspxw = Uy, Ug, 4 = Uy.

A particiok kozott fenndallo relaciéo miatt ﬁk C Uy, jeldlje ﬁk ortogonalis

kiegészits alterét Ug-ban Fj. Hasonl6an, ﬁk C Uy is teljesiil. Ezért
Span(Ug : 1 <k <n) =Span(F;:1 <k <n, [7”)

Mivel &, = &, igy F; = {0}. Tovabb4, mivel ®, a trividlis particio, U, =
= Span(1). Ezért az E(Mp) L-felbonthat6 hierarchikus modellhez tartozo
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altér
F =Span(Uy : 1 <k <n)=Span(Fr:2 <k <n,1). (31)

Megmutatjuk, hogy a (31) jobb oldalan allo alterek az F' altér ortogondlis
felbontasat adjak.

9.8. Lemma. Az F; (2 < k < n) alterek merdlegesek egymasra és az 1

vektorra.

Bizonyitas. Ismét hasznaljuk, hogy az egyenletes eloszlas melletti Lo-beli
merdlegesség ekvivalens az R™-beli euklideszi merélegességgel. Ebben a bi-
zonyitasban a

op = 0(® x V), & = o (P x V)

jelolést hasznaljuk. Az Fy elemei f; = f —E(f | 0%) alakban &llnak els, ahol
[ og-mérhets. Az 1-re valdo merdlegesség az E( f1) = 0 6sszefiiggésbdl adodik.
A maésik allitashoz pedig legyen g, € Fj, ahol j > k. Kénnyti ellendrizni, hogy
egyenletes eloszlas esetén oy és o; feltételesen fiiggetlenek a o, o-algebréara

nézve. Ezért

E(fig1) = E[E(f191 | o)] = E[E(f1 | 0%)E(g1 | 0%)] = 0,
hiszen 1 valoszintiséggel E(fi |ox) =0. =

Az E(M;,) csalad szabad paramétereinek b, szama konnyen szamolhato,
tobbek kozott a (31) ortogonalis felbontéasbol kapjuk, hogy

. . n "

b, = dim(F) — 1 = ;dlm(ﬂg) = ; (k> (k—1)=2"(n/2 1) +1,
ahol Fj, dimenzi6janak kiszamitasa konnyi feladat (b,-et egyébként mar ko-
rabban is meghataroztuk). Azonban a (31) felbontés igazi haszna abban all,
hogy segit kiszamolni a G = F'N F" altér dimenziojat.

Tartozzanak az Uj, ﬁl{, F) alterek az E(Mp/) modellhez ugyantgy, ahogy
U, Uy, Fy, az E(M;) modellhez tartozik. Tehst a (25)-beli jelléssel,

7! T
U\I!><<I>[ — U[’ U‘I’X‘I?‘[ — Ul
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Ekkor a 9.8. Lemma szerint az invertalva L-felbonthat6 hierarchikus modell-
hez tartozo altér:
F' = @}_,F, ® Span(1).

A 9.4. Lemma szerint minden
Ue{UnUp: 2<k<n}, U e{U,U:2<(<n}

altér-parra U L U’, hiszen az U-alterekhez tartozo szorzatparticiok masodik
tényezGje, mig az U'-alterekhez tartozo szorzatparticiok elsd tényezGje az [n]
teljes particioja. A 9.6. Lemmabol kapjuk, hogy Fj, L~ F; minden k, ¢ esetén.
Tovabba a 9.5. Lemma alapjan a G = F'N F’ altér egy ortogonalis felbontésa

G — ®2§k,l§n(Fk ﬂ Fé) EB 1

Most mar csak az Fj,NF} alterek dimenziojat és bazisat kell meghataroznunk.
Ehhez rogzitsiik k-t és f-et. A 9.4. Lemma alapjan a Y;, vastag kereszthez
tartozo altér Uy N U,. Vegyiik észre, hogy Fj, N F; pontosan azokbol az Uy N
N Uj-beli vektorokbol all, melyek merglegesek az Uy és a7 ﬁé terekre.

Emlékezziink vissza, hogy az U, NU, tér vektorainak . koordinataja csak
a (24)-ben definialt |7(Xy,)| statisztikatol fiigg. A |7(Zke)| = (ti;) 3 x 3-as
méatrix elemeinek sordsszegei rendre k£ — 1, 1, n — k, oszlopOsszegei rendre
¢ — 1,1, n — ¢ kell legyenek. Ezért elég a matrixnak a bal fels6 2 x 2-es
részét megadni. Mivel a o, 91,120 elemek csak 0 vagy 1 értékiiek lehetnek,
a |m(3ge)| statisztikdt még témorebben lefrhatjuk egy (a* (), ¢*¢()) parral.
Legyen tehat

abt(m) = tin + tio + tor + too,

és ¢**(m) a 6. tablazat szerinti.
Mivel az U, N U, altér vektorainak . koordinatija csak a |m(Zg)]

statisztikatol fiigg, az Uy N U, altér egy ortogonélis bazisa a

pag(m) = x{a*(7) = a, ¢"(7) = ¢} (32)

indikatorvektorokbol all, ahol a,q minden olyan lehetséges értéket befut,
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6. tablazat. A |7(Xk,)| statisztika lehetséges értékeinek kodolasa

(tij)i<ig<e  ¢"(m)  (tij)i<ij<e  ¢"(7)

(o) 1 (6s) ¢
(“P0) = () o

melyre p’;g nem azonosan nulla. Ehhez példaul sziikséges, hogy
max(0,k 4+ ¢ —n) < a < min(k,¢),

mig ¢ altalaban 1-t6l 5-ig barmi lehet, kivéve ha a € {0,1, k, (}.

Legyen most u = Zb’q cbqp’b“f az U, N U, altér altalanos eleme, meg kell
hataroznunk, hogy mikor lesz merdleges az Uy, és U, alterekre. Legyen elGszor
v(r) = x(r{1..k} = C) az Uy tér egy baziseleme, és legyen | C N {1..0} |= a.
Ha még h = (k — 1)! (n — k)!, akkor a skalris szorzatra

Cat(k — a)h + co2(a — 1)h + ¢c,sh ha l € C,
Ca3ah + coa(k — a)h ha ¢/ & C.

(u,0) =

Hasonloan, ha v(r) = y(7='{1..£} = D) az U} altér béziseleme, valamint
| DN{l.k} |=a, és g=({—1)!(n—¢)!, akkor

(. 0) ca3({ —a)g + caa(a—1)g+co59 hak € D,
u,v) =
Ca109 + Ca4(€ - a)g ha & € D.

5

Az Fi, N Fy altér tehdt olyan

1Y . , . . R 2
_1 CaqPay vektorok linearis kombinéci6ibol
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all, melyekre

Ca1(k — a) + caz(a — 1) 4 ¢o5 = co3a + caa(k — a) =
ca3(l — a) + cpa(a — 1) + o5 = cara + ca(f —a) = 0.

A négy feltételbsl harom linearisan fiiggetlen valaszthato ki, igy altalaban két
linearisan fiiggetlen megoldas van. Az a = 0,1, min(k, £) eseteket kiilon kell
végignézni. Az a = 0 esetben csak az azonosan nulla megoldas, mig az a =
= 1, min(k, £) esetekben egy nemnulla megoldas van. Jeldlje N* a linearisan
fiiggetlen megoldasok szamat, azaz N*¢ nulla, egy vagy ketts. Megmutatjuk,

hogy minden 1 <7 < n-re
{(k,?) : dim(F N F[l) > i} =(n-— i)2.

Keressiik meg el6szor azon k, £ parokat, melyekre dim(Fj, N F)) > 25 + 2.
Ez gy lehet, ha az N** mennyiségek kozott vagy két 1-es és legalabb j 2-es
van, vagy egy l-es és legalabb (j 4 1) 2-es.

Az els6 lehetGség akkor kivetkezik be, ha ¢+ k < n+1 és min{k, ¢} > j+
+ 2, a masodik pedig akkor, ha ¢/ + k > n + 2 és max{k,/} <n —j — 1. De
hal+k<n+1ésk,l>j+2, akkor k,/ <n —j—1isigaz. Hasonloképp,
hal+k>n+2ésk, ¢ <n—j—1, akkor egyszersmind k,¢ > j+3 > j+2.
Tehat dim(F,NF, ') > 2j+2 akkor és csak akkor, ha j+2 < k,{ <n—j—1,
ilyen parbol pedig [n — (27 + 2)]? van.

Most keressiik meg azon k, ¢ parokat, melyekre dim(Fj N Fy) > 25+ 1. Ez
gy torténhet, ha az N* értékek kozott vagy két 1-es és legalabb j 2-es van,
vagy egy l-es és legaldbb j 2-es.

Az els6 lehetGség akkor kovetkezik be, ha £ + &k < n + 1 és min{k,(} >
> j + 2, a masodik pedig akkor, ha ¢ + k > n + 2 és max{k,¢} <n —j. De
hal+k<n-+1¢ésk,l>j5+2 akkor k,/ <n—j—1<n—jis teljesil.
Ha pedig ¢ + k> n+2és k, ¢ <n —j, akkor k,/ > j + 2 is fennall. Tehat
dim(Fy, N F)) > 2j + 1 akkor és csak akkor, ha j +2 < k,¢ < n — j, ilyen
parbol pedig [n — (25 + 1)]* van.
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Mivel

}:ﬁmgwu75:§:H@a:mmwuuvwzﬂL

k0 i>1

és az E(Mp) csalad szabad paramétereinek szama G = F N F' dimenzidja

minusz egy, kaptuk, hogy

9.9. Tétel. Az E(Mp) csaldad szabad paramétereinek szama

[y

n—
d, = i2.

-
Il
-

Tovabba belattuk a kovetkezs tételt.

9.10. Tétel. Legyen

pht = —pk 4 (a — 1)k
pks = —(0—a)aplf + (k —a)(¢ — a)pth — (k — a)apki+
+a? ok + (k — a)(0 — a)pk%.

Ekkor az
{1yu{pk: 2 <k 0 <n max(0,k +¢—n) <a<min(k,0),i=1,2}

vektorok kéziil az azonosan nullakat elhagyva, a G altér ortogonalis bazisat

kapjuk.

A merélegesség kiilonosen kényelmes tulajdonsag, ha egy szigorian po-
zitiv duplan L-felbonthato eloszlasnak a 9.10. Tételben megadott paraméte-
rezését keressiik. Ugyanigy konnyen meghatarozhatjuk egy szigortian pozitiv
eloszlas logaritmusanak a G altértsl vett euklideszi tavolsagat, illetve a hoz-
zd euklideszi értelemben legkozelebb es6 duplan L-felbonthato eloszlast. Fz
természetesen kiilonbozni fog a maximum likelihood becsléstdl.

Most a G térnek egy indikator-vektorokbol all6 bazisat is megadjuk. Tet-
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sz6leges k, /, a-ra vezessiik be a

5
ke __ § : kL
Vo = paq
g=1

c stz

9.11. Tétel. Az 1 és a

v 1<k 0 <n—1,max(0,k+ ¢ —n) <a<min(k,/),

a

e . (33)
pigr 1<k, l<n-—1max(l,k+/¢—n) < a < min(k,?)

vektorok a G altér bazisat alkotjak.

Bizonyitas. Két dolgot mutatunk meg. Egyrészt trividlis kiszamolni, hogy
a tételbeli vektorok elemszama d,, + 1. Masrészt megmutatjuk, hogy a p'gs
(2 < k,¢ < n) vektorok benne vannak a tételbeli vektorok altal generalt G,
altérben. Rogzitett k, f-re a vkt és pFt vektorrendszerek mindegyikébdl egy
vektort kizartunk, méghozza a lehets legkisebb a értékhez tartozot (ha pl.
min(k, /) = 1, akkor a p% vektorok kozott csak az a = 1 fordul els, amit
ki is zarunk). Ezt azért tehetjiik meg, mert ezek mar benne vannak G,-ben,

amint azt most megmutatjuk. El6szor is, mivel

min(k,f)

>, w'=1

a=max(0,k+£—n)

a v* vektorok a = max(0,k + ¢ — n)-re is G,-ben vannak. A pkf vektorok
esetében pedig elég belatni, hogy a {7(k) = ¢} esemény indikatorvektora,

azaz a
min(k,?)

ke __ 2 : kL
v = Pas

a=max(1,k+£—n)
vektor G,-beli. Ezt indukcidval mutatjuk meg. Az indukcios lépésben feltessziik,
hogy v € G, minden i < k, j <, (i,j) # (k,{) esetén, majd ebbsl meg-
mutatjuk, hogy v* € G, is igaz. Igy az (1,1) parbol elindulva minden (k, £)

parhoz eljutunk. Az indukci6 kezdetéhez vegyiik észre, hogy v!'' = v|! € G,,.
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Az indukciés 1épés pedig a

koot
ZZU” = Zauffé G,
i=1 j=1 a
Osszefiiggés miatt végezhets el.
Rogzitsilk most a 2 < k, ¢ < n — 1 értékeket, és mutassuk meg, hogy
pfjg € G, minden a < min(k,?), 1 < ¢ < 4 valasztasra. A bizonyitéas lényegét
a kovetkez6 egyenletek adjak:

ke _ k71,z k71,471

Pa1l = - + €

ké k— uz 1 _ k=10 k—1
pa2_l/ +l/ v, -V, pa5+62

kf—1 _ k 1,6-1 (34)
pa3 =V, + €3
Pa4 _ Vk Le-1 g,

ahol
ke
zpa+2 2 T § CiqgPat1,q (35)

valamilyen d;, c¢;, egyiitthatokkal, melyeknek pontos értéke nem fontos. Ezért
a szerinti visszafelé halad6 indukcioval bizonyithatunk: ha mar tudjuk, hogy
p’gf € G, minden b > a + 1-re, akkor a (35) egyenletben ¢; € G,, és igy
paq € G, is, mivel a (34) egyenletek jobb oldalainak t6bbi vektora a tételbeli
(33) bazis eleme. (Az indukci6 elinditasaval sincs gond, mivel ¢ = min(k, ¢)
esetén ¢ = 0.)

Végiil nézziik azt az esetet, amikor max(k, /) = n. Tegyiik fel, hogy ¢ <
< k = n, ekkor a = ¢ lehet csak, és

n—1,0 n—1,0—1 nz_l -
Pﬂ—’/z ) Pez—’/e2 y P =LY — Vo

Ha pedig k = ¢ = n, akkor a = n, és

nn o __ n—1,n—1 nn __ . n—1n—1
Pna = 1- V1 ) Pns = Vp 1
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Nevezziik azokat az eloszlasokat, melyek S-felbonthatok és invertalva S-
felbonthatok is, duplan S-felbonthaté eloszlasoknak. A 9.7. Kovetkezmény
szerint a pozitiv duplan S-felbonthato6 eloszlasok hierarchikus modellt alkot-

nak, melynek generatorai a

ikg = (bk X &)g

szorzatparticiok, melyeket wvékony kereszteknek hivunk. Emlékeztetiink a
szorzotényezsk (30)-beli definiciojara. Ebben az esetben fix k,f-re a Sy
particichoz tartozo Us , altérnek a v* vektorok (ahol a minden lehetséges
értéket befut) ortogonalis bazisat adjak. A 9.11. Tétel szerint a kiilonbozs
(k,?¢) péarokhoz tartozd Us,, alterek ,majdnem linedrisan fiiggetlenek”, a
kozottiik 1év6 linearis Osszefiiggés csak abbol szarmazik, hogy az 1 vektor

mindegyikiikben benne van. Ebbdl a kovetkezd tételt kapjuk.

9.12. Tétel. A pozitiv duplan S-felbonthaté eloszlasok hierarchikus modellt

alkotnak, mely szabad paramétereinek szama

A modellhez tartozé altér egy bazisa az 1 vektorbdl és a v** vektorokbol all,

ahol k, ¢, a ugyanott fut, mint (33)-ban.

A (33)-beli pk vektorok tehat a dupldn L-felbonthat6 és a duplan S-
felbonthatd eloszlasok kozotti | kiilonbséget” adjik meg. A teljesség ked-
véért megjegyezziik, hogy a pozitiv S-felbonthato eloszlascsalad szabad

paramétereinek szama,
& n
Cp = -1 =2"=-n-1.
=2 (1)

Végiil megemlitjiik, hogy elmetszhetjiik egymassal az L és az L, csalé-
dokat is, azaz kereshetjiik azokat az eloszlasokat, melyek felbonthatok min-
den k£ € K-ra és invertalva felbonthatok minden k' € K'-re, ahol K, K' C
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C [n] tetszoleges halmazok. Az ilyen pozitiv eloszlasok is hierarchikus mod-
ellt alkotnak (9.7. Kovetkezmény), melynek paraméterszama minden konkrét

n, K, K'-re linearis algebrai modszerekkel meghatarozhato.

9.3. Két szemléltetési mod

Szolunk par szot arrél, hogy a véletlen permutéciokat, a |7 (P)| statiszti-
kakat, illetve a feltételes fiiggetlenséget hogyan lehet szemléletesen dbrazolni.
Két abrazolasmodot mutatunk be: a paros grafot és a sakktablat.

Minden 7 € S,,-hez hozzéarendelhetjiik a G(7) = ([n], [n], E(7)) paros gra-
fot. Itt [n] jeloli mind a két csucsosztélyt, azaz mindkét osztalyban n darab,
1-t6] n-ig szamozott cstics van. Az élek halmaza pedig F = {(k,n(k)) : k =
=1,...,n}, azaz az els6 osztaly k. csiicsat a masodik osztaly (k). csticsaval
kotjiik Gssze. Ebben a grafban tehat minden pont foka pontosan egy. Ha
most D és R az [n] particioi, akkor a G(7) graf elsg cstcsosztalyanak minden
D; részhalmazat vonjuk Ossze egy ¢* csticcsa, és mésodik csticsosztalyanak
minden I?; részhalmazit vonjuk Ossze egy j* csticcsd ugy, hogy az dsszevont
csticsok megoroklik a régi cstcsok éleit. A |7(D x R)| = (t;;) matrix t;; eleme
ekkor azt adja meg, hogy a kapott multigrafban hany él vezet az elsG osztaly
1* és a masodik osztaly 7* csticsa kozott.

Tegyiik fel, hogy a két csicsosztalyt két oszlopban rendezziik el, balra az
elsG osztalyt, jobbra a masodik osztalyt helyezziik, és a csticsok szamozasa
lefelé novekszik. Az élek pedig legyenek egyenes szakaszok. Ekkor példaul
a |1(Xke)| = (ti;) statisztikat ,lokalisan” leolvashatjuk a grafbol. Azt kell
meghataroznunk, hogy (i) a (k,7(k)) él a (k, /) szakasz alatt, f6lott, vagy
rajta fut, (i) a (7='(¢), ) él a (k,¢) szakasz alatt, folott, vagy rajta fut, és
(iii) hany E-beli él metszi a (k, ) szakaszt. (iii)-hoz azt vegyiik észre, hogy a
(k, 0) szakaszt metsz$ E-beli élek szama t13+t31, ebbdl pedig ¢1; kiszamithato,
ha ismerjiik még a ty5, to1, tag, tos, 30 matrixelemeket.

A sakktébla reprezentaciohoz vegyiink egy n x m-es sakktablat. Minden
m € S,-hez helyezziink el n darab bastyat a tablan, a k. bastya keriiljon a k.
sor (k). oszlopaba. A sakk csak tgy jon els, hogy ezek a béastyak nem iitik

egyméast. Ha most D és R az [n] particioi, akkor a tébla sorainak minden D;
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3. abra. L-felbonthatosag a sakktablan, n = 6. Feltéve, hogy
II{1..4} = {1,3,4,6}, TI(1..4) és I1(5..6) fiiggetlen.

részhalmazat vonjuk Ossze egy ¢* sorrd, és oszlopainak minden R; részhal-
mazat vonjuk Ossze egy j* oszloppa ugy, hogy az Osszevonas uténi (i*,5*)
tabla-mez6 megorokli a régi mezGk bastyait. A |7(D x R)| = (t;;) matrix t;;
eleme ekkor azt adja meg, hogy az 4j (i*, j*) mez&ben hany béstya 4ll.

A sakktabla reprezentacio segitségével szemléltethetjiik az L-felbontha-
tosagot. Ha a sakktablat vizszintesen elvagjuk két sora kozott, akkor a fels
és also részben a bastyak elhelyezkedése fiiggetlen lesz, feltéve, hogy tudjuk,
mely oszlopokat foglaljak el a felsG és also rész bastyai. (lasd a 3. abrat).
Ez akkor is igaz, ha a tablat tobb vizszintes részre vagjuk. Az invertalva
L-felbonthatosagot tigy kapjuk, ha a sorok és oszlopok szerepét felcseréljiik.

Ugyanigy a paros grafon is szemléltethetjiik az L-felbonthatosagot. Ha
az els6 csicsosztalyt valahol elvagjuk, akkor a vagas feletti és alatti csticsok-
bol kiindulo élek fiiggetlenek lesznek, feltéve, hogy ismerjiik a vagés feletti
cstcsok szomszédainak halmazat (lasd a 4. abrat). Az invertalva L-felbont-

hatosdgot tgy kapjuk, ha a két csicsosztaly szerepét felcseréljiik.

9.4. Markov bazis n = 4-re

Az L-felbonthat6 torikus modellre kénnyt volt egy Markov béazist megad-
ni, altalanos n-re. Adodik a kérdés, hogy a duplan L-felbonthat6 esetben is

megoldhato-e ez a feladat. Szeretnénk tehit megkeresni, hogy melyek azok
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1 e e 1
2 2
3 3
4 4

N

4. dbra. L-felbonthatosag a péaros grafon, n = 6. Feltéve, hogy
[I{1..4} = {1,3,4,6}, TI(1..4) és I1(5..6) fiiggetlen.

a polinomialis Gsszefiiggések, melyek a cl(F(Mp)) zart torikus modell min-
den elemére teljesiilnek. Ezt altalanos n-re nem sikeriilt tisztézni. S6t, az
egyetlen nemtrividlis n, melyre a nyilt hozzaférésti programcsomagok ered-
ményesek voltak, az n = 4. Az n = 5 mér til nagy feladatnak bizonyult ezen
programcsomagok szamara. Mi a 4ti2 [1] programcsomagot hasznaltuk, mely
egy adott modellmatrixhoz tartozo torikus idedl minimaélis generatorrendsze-
rét szamolja ki algoritmikusan. Korabban lattuk, hogy az n = 4 esetben az
I/, minimalis generatorrendszere hat masodfoki polinombol ll, ugyanigy
az In,,-é is. Két polinom azonban kozos, igy Osszesen tiz mésodfokt poli-
nomot kapunk, melyek nyilvan az I, idedlnak is elemei. Ezeken ttl az I,

minimalis generatorrendszerében még nyolc negyedfokii polinom szerepel:

T13240243103241L4123 — T14237234113124L4231
T1324724317321404132 — L14320231473124T4231
T13247143203241L4213 — T13427142313214L4231
T132472341 7421304132 — 1134272314 L423174123 (36)
T13427241373241 04123 — 1142312341 7314274213
T1342241303214T4132 — T14327231413142L4213

L14322241373241T3124 — L1423L2431L3214T3142

O 1 O Ot = W N =

T231422431T3142T4123 — L234112413L3124T4132
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Ez a nyolc polinom egyetlen orbitot alkot a kovetkezs értelemben. A kévetkezd
szakaszban belatjuk, hogy az E(Mp) csalad, és igy a lezartja is, invarians
bizonyos transzformaciokra nézve. Ezek a transzforméciok valamilyen S, -en
adott transzformécio szerint atrendezik a p(m) valoszintiségeket. Konkrétan,
legyen ¢ : S,, — S, kolcsonosen egyértelmi leképezés, p pedig S,-en adott
eloszlas. p-nek ¢ szerinti atrendezése a py(m) = p(¢p(m))-vel definialt py elosz-
las. Akkor mondjuk, hogy egy eloszlascsalad invarians ¢-re, ha minden p
elemével egyiitt py is eleme a csalddnak. Ha ¢ az invertalés, vagy bizonyos
permutaciokkal valé jobbrol vagy balrol szorzas, akkor E(Mp) invarians ¢-re
(lasd a kovetkezs szakaszt). A ¢ transzformacio termeészetes modon hat az z,
valtozokbol felépitett polinomokra is. Ha egy polinomiélis Gsszefiiggés igaz
egy csaladban, és a csaldd invarians ¢-re, akkor a ¢ szerint transzformalt
polinomidlis Gsszefiiggés is érvényes a csaladban. Egy polinomidlis 6sszefiig-
gés orbitjat az 0sszes, a csalddot invariansan hagyo ¢-k szerint transzformalt
polinomok képezik. A (36) nyolc polinomja ebben az értelemben teljes orbitot
alkot.

Mivel E(M;) N E(M,) = E(Mg), igy szigoruan pozitiv x, valtozok e-
setén a (36)-beli polinomok levezetheték az Iy, és In;,, bazisanak tiz ma-
sodfoki Osszefiiggésébdl, a kovetkezGképpen. Az 130409413 = T9314%1423 €S az
T3214T4123 = T3124T4213 polinomok I ,-hoz tartoznak. Ezeket Osszeszorozva

kapjuk, hogy z1324%241373214%4123 = T3124%421372314% 1423, 7aZ

T13247241373214L4123 1

X3124T421372314L1423

Azonban az L-felbonthatosag miatt

T2o413  T2431 b5 L3214  T3241
L4213 L4231 L2314 T2341

Ez utobbit az el6bbibe helyettesitve, és a nevezdvel visszaszorozva éppen
a (36) polinomok koziil az els6t kapjuk.
Osszességében azt mondhatjuk, hogy a pozitiv duplan L-felbonthato
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eloszlasokra a kovetkezs alaka Osszefiiggések érvényesek:

<1‘13ab> / ($14cd> . <%) / <1’24gh>
T31ab Taled B T32ef Ta2gh
<1‘abl3> / (%dm) . <$ef23> / <1’gh24>
Tab31 Tedar B Tef32 Tgha2
<1‘1a2b> / ($1cd2> . <1’e12f> / <1’g1h2>
T2a1b Toed1 - Te21f Tgon1
<1‘3a4b> / ($3cd4> . <$e34f> / <1‘g3h4>
T4a3b T4cd3 B Teasf Tgan3 ’

ahol az a,b,c,d, e, f, g, h tetsz6leges értékek. Ezek az Osszefiiggések ugyan-
ugy vezethetSk le, mint a (36) elsé polinomja: valamilyen a, ..., h értékekre
az Osszefiiggés két Iy, -beli vagy Iy, -beli polinom osszeszorzasaval és atren-
dezésével kaphatdé meg. Ebbdl pedig, ismét felhasznélva az L-, illetve in-
vertalva L-felbonthatosigot, az Osszefiiggés tetszGleges a, ..., h vilasztasra
is teljesiil. Ha a fenti Osszefiiggésekben eltiintetjiik a nevezéket, megkapjuk

azokat a polinomokat, melyeket minden cl(F(Mp))-beli eloszlas kielégit.

9.5. Maximum likelihood becslés

A permutaciok hierarchikus modelljei esetében a maximum likelihood
becslés ugyanigy megkaphaté az IPS algoritmussal, mint a kontingenci-
atablak esetében. A ML becslés pedig a 2.7. Tételben kimondott tulajdon-
sagokkal rendelkezik.

Az TPS algoritmus soran a generator-particiokat ciklikusan vessziik sor-
ra, és az éppen soron levs |7(P)| statisztika elméleti eloszlasat atskalazassal
egyenl6vé tessziik a megfelel tapasztalati eloszlassal. A duplan L-felbont-
hato hierarchikus modell esetén egy alternativ algoritmus kinalkozik, mivel
az L és L' csaladokban a ML becslés explicit. A kivetkezd algoritmusban,
melyet nevezziink iterativ vetitésnek, felvaltva szamoljuk az L-beli és L'-beli

ML becsléseket. Ismét r jeloli a minta tapasztalati eloszlasat.
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Iterativ vetités:
po:=r, k:=0.
[smételjiik:
q := a p;. eloszlas ML becslése L-ben,
k=k+1, pr:=q,
q = a py, eloszlas ML becslése L'-ben,
k=k+1, pr:=q,

amig az eljaras konvergal.

Az iterativ vetitési algoritmusrol egyel6re nem tudtuk bizonyitani, hogy
a cl(F(Mpg))-beli ML becsléshez tart, ami biztosan nem is igaz teljes &l-
talanossagban. Amint azt késébb latni fogjuk, cl(E(Mp)) € LNL'. Igy ha az
r tapasztalati eloszlas (LNL')\ cl(E(Mp))-beli, akkor az iterativ vetités nem
mozdul el r-bél, mig az IPS algoritmus a cl(E(Mpg))-beli ML becsléshez kon-
vergal. Azt sejtjiik azonban, hogy szigorian pozitiv r-ekre az iterativ vetités
ugyanoda konvergél, mint az IPS algoritmus. Nézziink erre egy numerikus
peldat! Legyen r a (38)-beli permutaciokon egyenletes eloszlas (n = 4), erre
r € (LNL)\ c(E(Mg)). A hozza tartozo cl(E(Mg))-beli ML becslés (az

IPS algoritmussal) a kovetkezd:

p(1324) = p(2431) = p(3241) = p(4321) = 0.1123,
p(2341) = p(3124) = p(4231) = 0.1734,
p(1423) = 0.0306.

Moédositsuk most kicsit r-et! A (38)-beli permutaciokhoz rendeljiink egy-
forma valoszintiséget, az Gsszes tobbi permutacidhoz pedig egy kis pozitiv
valoszintiséget (példaul e = 0.0001). Ekkor az IPS algoritmus és az iterativ
vetités ugyanahhoz a hatarponthoz konvergal. Az iterativ vetités azonban
sokkal lassabb.

Gyakorlati szempontbol is érdekes lehet a kovetkezd kérdés. Tegyiik fel,
hogy két hierarchikus modell metszetében szeretnénk a ML becslést meg-
talalni, ahol a ML becslés a két modellben kiilon-kiilon explicit kiszamolhato,
azonban a két modell nem teljesiti a 9.7. Kévetkezmény feltételeit. Ekkor a

metszetiikr6l nem tudjuk, hogy hierarchikus modell (esetleg nem is az), igy
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nem alkalmazhatjuk minden tovabbi nélkiil az IPS algoritmust. Vajon az ite-
rativ vetités ekkor elvezet-e a ML becsléshez? Kés6bb még visszatériink arra,

hogy mit mondhatunk két hierarchikus modell metszetérsl altalaban.

9.6. A modell lezartja

Ebben a szakaszban attériink a nem szigortian pozitiv eloszldsok vizs-
galatara. Emlékeztetiink, hogy az L-felbonthato eloszlasok L csalddja mege-
gyezik az F(Mp) zart torikus modellel. Mar megvizsgaltuk a pozitiv duplan
L-felbonthat6 eloszlasokat, és azt kaptuk, hogy ezek egy E(Mp) exponen-
cidlis csaladot alkotnak, ahol az Mp matrix explicit megadhato. Ebben a
szakaszban harom modellt szemléliink meg kézelebbrél: (i) az exponenciélis
csalad cl(E(Mp)) lezartjat, (ii) az F(Mp) torikus modellt, (iii) az dsszes dup-
lan L-felbonthato eloszlas L N L' csaladjat. Megmutatjuk, hogy ez a harom
modell szigorian bviil sorozatot alkot. Mivel az F(Mp) csalad nem csak az
Mp sorai altal kifeszitett altértdl fiige, meg kell mondanunk, hogy pontosan
mi legyen ez a méatrix. Legyenek Mp sorai a p% vektorok, minden lehet-
séges k, 0, a,q valasztasra. Tudjuk, hogy ezek nem linearisan fiiggetlenek, de
ez most nem is kell nekiink.

A kovetkez$ lemma hasznos lesz, ha a megfigyeléseinket n = 4-r6l ki
akarjuk terjeszteni n > 4-re. A lemmaban * helyére L, invertalva L, vagy

duplan L irhato.

9.13. Lemma. (i) Legyen n < m, p pedig S,-en adott eloszlds. Legyen még
oazn—+1,...,m egészek tetszileges permutaciéja. A p eloszlas S,,-re valo

o-felemeltje a kévetkezd q eloszlas:

(n) p(r(l.n)) han{l.n}={l.n} ésn(n+1.m)=o,
q(m) =
0 egyébként.
Ekkor, ha p *felbonthaté, akkor q is az.
(ii) Legyen n < m, és q olyan eloszlas Sy,-en, melyre > p(1om)={1.n} q(p) > 0.
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Legyen még o azn + 1,...,m egészek olyan permutacidja, melyre
> alp) >o.
p(n+1.m)=0c

Ekkor a q eloszlas S,,-re valé6 o-megszoritasa a kévetkezd p eloszlas:

p(r) =c-q(m,0),

ahol ¢ normalé tényezs. Ezekkel a definicidkkal, ha q *-felbonthatoé, akkor p

is az.
A lemma bizonyitasa trivialis, ezért eltekintiink téle.

9.14. Tétel. A szakasz elején definialt modellek kéziott a kivetkezd szigori

tartalmazéasok allnak fenn:
E(Mp) G F(Mp) G c(E(Mp)) SLNL.

Bizonyitas. Az elsé relacio trividlis. A masik ketténél is csak azt kell meg-
mutatnunk, hogy egyenlGség nem &allhat fenn. Mindkét esetben mutatunk
egy eloszlast a két modell kiillonbségében n = 4-re, majd ezt felemeljiik az
altaldnos n > 4 esetre.

Az els6 relacio esetén n = 4-re legyen T = T, C S, a kovetkez6 16

permutaciobol all6 halmaz:

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 2134, 2143, 2341,
3241, 3412, 3421, 4231, 4213, 4321, 4312, 4123.

Koénnyen adodik, hogy T'nem M p-megvalosithato, mivel az Uy erSupp(b(-, 7))
halmaz Mp minden sorat lefedi (b(-, 7) most az Mp méatrix 7. oszlopat jeloli).
A T-n egyenletes p eloszlas tehat nem eleme F(Mp)-nek. Viszont eleme
cl(E(Mg))-nek. Kozvetleniil 1atszik ugyanis, hogy a p,, € E(Mp) eloszla-
sok konvergélnak p-hez m — oo esetén, ahol logp,, = mv + ¢(m)1, ahol v a

kovetkez6 24 hosszisagi vektor:

11 12 21 22 22 23 32 33 33
v=vp — vy — vy 42057 — pos + pos + oy — V3o + P,
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. ) . 5
ahol, mint korabban is, vi* =37 _| pkt.
Térjiink &t az utolso tartalmazasi relaciora, n = 4-et még mindig rogzitve.
A 2.2. Tétel fényében azt kell belatnunk, hogy

Xty N Xor,, 2 Xogy.

Ezt pedig mar tudjuk, hiszen mind a harom nemnegativ varietasra meghatéa-
roztuk mér a rajtuk zérus polinomok idealjanak bézisat. Konnyi felirni
példaul olyan eloszlast, mely az Iy, -t és Ipr,,-t generdld Osszesen tiz ma-
sodfoki polinomot kielégiti, de a (36)-beli els6 negyedfoka polinomot nem
(mely az Iy, ideél eleme). Egy ilyen eloszlas az alabbi permutéaciokbol allo

Z4 C Sy halmazon egyenletes eloszlés:

1324, 2341, 2431, 3241, 3124, 4231, 4123. (38)
Ha most n > 4, akkor régzitsiink egy tetszéleges o permutaciot az 5, ..., n

egészeken. Nézziik az els§ bizonyitando relaciot! A T, = Ty x 0 = {(m,0) :
: m € Ty} halmazon egyenletes eloszlas nem eleme F(Mpg)-nek, mivel a T,,-et
tartalmazo legsziikebb Mp-megvalosithato halmaz az Sy x 0 = {(7,0) : 7 €

€ Sy} permutaciokbol all. Vegyiik ugyanis észre, hogy a k, ¢ < 4 esetben
{|7T(Ekg)| LT E Tn} = {|7T(Ekg)| T E S, X O'},

mig ha k vagy ¢ nagyobb négynél, akkor a |p(Xy)| statisztika konstans az

S, x o halmazon (ahol a konstans fiigg o-tol)
lp(Zke)| = e(k,l,0)Vp € Sy x 0, ha k > 4 vagy { > 4.

Masrészt megmutatjuk, hogy a T,-en egyenletes eloszlas eleme cl(E(Mp))-
nek. Legyen

1 12 21 22 22 23 32 33 33
Up =V — v — v+ 2057 — pos + pos + pos — V3T + P35,

ahol a vektorok koordinatai most az S,-beli permutaciokkal vannak indexel-
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ve. Minden 7 € Sy-re v,(m,0) = vy(m). Ha most k,¢ > 4, akkor definialjuk

a

ke _ 4 ke
Wy =1 = Part(n,0),65 (m,0)

vektorokat, ahol 7 € S, tetszdlegesen vélaszthato, ett6l nem fiigg a wr’ defini-
cioja. Ezek a vektorok tehat nulldk az S, x o-beli koordindtakon, de minden
més p € S,-re van legalabb egy olyan k, £ par, hogy w**(p) = 1. Ha tehét p,,

az az E(Mp)-beli eloszlas, melyre

log pp, = m(v, — ¢ Z wk) + ¢(m)1,
k,6>4

és c elég nagy, akkor p,, a T,-en egyenletes eloszlashoz tart.

Nézziik a masik bizonyitandé allitast. Legyen most 7, = 7, x 0. A 9.13.
Lemma (i) része szerint a Z,-en egyenletes eloszlas duplan L-felbonthato.
Megmutatjuk azonban, hogy nem eleme a cl(E(Mp)) csaladnak. Tegyiik
ugyanis fel, hogy eleme. Ekkor lenne hozza tart6 ¢, € E(Mp) részsorozat,
melynek Sy-re valo o-megszoritasa, p,,, a 9.13. Lemma (ii) része miatt benne
lenne E(Mpg)-ben n = 4-re. A p,, sorozat viszont a Z,-en egyenletes eloszlés-

hoz tart, ami ellentmondés. m

9.15. Kévetkezmény. LNL' nem torikus modell, igy nem is exponencialis

csalad lezartja.

Az L N L' metszet pontos leirasaval nem rendelkeziink.

Megmutattuk, hogy az F(Mp) torikus modell nem zart, van azonban
olyan maximalis MJ?* reprezentaci6 (Mp kiegészitve néhany sorral), melyre
F(Mp*) mar zart. A 4ti2 programcsomaggal kiszimoltunk egy ilyen maxi-
malis reprezentaciot. Egy 32 sorbol allo 0 — 1 métrixot kaptunk, melybdl 24
sor p’;g alakd volt valamilyen k, ¢, a, g négyesre. A 8 14j sor mindegyike nyolc
1-est tartalmazott, az egyik sor példaul pontosan a (37)-beli permutéciokon
volt nulla. Ez a maximalis reprezentacio is bizonyitja, hogy a (38)-beli per-
mutéaciokon egyenletes eloszlas nincs a cl(E(Mpg)) csaladban, mivel a (38)
halmaz nem Mpg**-megvalosithato, csak akkor valik azza, ha hozzavessziik

az (1423) permutaciot.
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A B = L NL csalad nyilvan jellemezhets az L és az L' csaladokat
jellemz§ feltételes fliggetlenségi relaciok Osszességével. E szakasz végén egy
mésik, ,szimmetrikusabb” jellemzést is adunk. Minden 7 € S,, permutaciora
jelolje 6, = {(i,7(i)) : 1 < i < n} a w-hez tartozo bastyaelrendezést az
[n] x [n] négyzetben (azaz a sakktabla-reprezentaciot). Tovabba jelolje Pry
(illetve Pry) [n] x [n]-ben az elsé (illetve masodik) koordinatara valo vetitést,

azaz tetszleges 0 C [n] x [n] részhalmazra
Pri(8) = {i € [n] : 3j € [n] melyre (7,7) € d}.

9.16. Definicid. Legyen II véletlen permutéacio, D és R pedig d és r osztalyii
particioi [n]-nek. Azt mondjuk, hogy 11 majdnem fiiggetlen névekménytd D x
X R-en, ha a

SunN(Dix R;), 1<i<d, 1<j<r

véletlen ponthalmazok feltételesen fiiggetlenek, ha a
Pri(6n N (D; x Rj)), Pry(bn N (Di X Rj)), 1<i<d 1<j<r
vetiiletek mind ismertek.

9.17. Tétel. A II véletlen permutacié akkor és csak akkor duplan L-felbont-
hato, ha majdnem fiiggetlen névekményii minden olyan D x R-en, ahol D, R

intervallum-particiok (azaz minden elemiik intervallum).

Bizonyitas. Az egyik irany trivialis: a duplan L-felbonthatosaghoz elég
olyan particié-parokra tudni a feltételes fliggetlenségeket, ahol az egyik parti-
ci6 trivialis. A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy II duplan L-felbonthato. Az
L-felbonthatosédg miatt a I} = dy N (D; x [n]) (1 < i < d) ponthalma-
zok feltételesen fiiggetlenek, ha az Q) = Pry(dp N (D; x [n])) (1 < i < d)
vetiiletek ismertek. A feltételes fiiggetlenség megmarad, ha a feltételbe az
Q% = Pry(én N ([n] x R;)) (1 < j < r) vetiileteket is bevessziik, hiszen ezek a
'} valtozok értékét egyesével korlatozzak. Belattuk tehat, hogy a I'} valtozok

1

feltételesen fiiggetlenek, ha az €1, Q? vetiiletek mind ismertek. Invertalassal

kapjuk, hogy ugyanez igaz a I'; = dg N ([n] x R;) (1 < j < r) halmazokra is.
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5. abra. Duplan L-felbonthatosag a sakktablan: feltéve, hogy a
téglalapokban ismerjiik a racsokat, a bastyik elhelyezkedése az egyes
racsokon fiiggetlen (9.17. Tétel)

1

Legyen E az ();, Q? vetiiletek altal generdlt o-algebra egy atomja. Ekkor

P(Il = 7|E) = [ [ P(T} = | B).

=1

Tovabba

ahol T'y; = 0 N (D; x R;) a I'? fiiggvénye, igy kapjuk, hogy
P(T} =~/|E) = [[ P(Ty; = ;| B),
j=1

és ezt kellett bizonyitani. m

A tétel tartalmat az 5. dbra szemlélteti.



89

10. Egyéb felbonthatosagok

10.1. S-felbonthatésag

Térjiink kicsit vissza az S-felbonthatdé és duplan S-felbonthaté mo-
dellekre! Ha nem szoritkozunk a szigortan pozitiv eloszlasokra, akkor a

kovetkezd definici6 tiinik természetesnek.

10.1. Definici6é. Az S,-en adott p eloszlas, illetve a p eloszlasu 11 véletlen
permutacié S-felbonthato, ha léteznek A(C) > 0 (C C [n]) paraméterek,
melyekkel

p(r) = [[A(={1.k}), 7€ S,
k=1
Tovabba p, illetve I1 duplan S-felbonthaté, ha T1 és II~! is S-felbonthaté.

Az S-felbonthatosag masik megfogalmazasa az, hogy a Z, = II{1..k}, k =
=1,...,n véletlen halmazok kvézi-fiiggetlenek. Az interpretaciot a kovetkezo

tétel is segiti.

10.2. Tétel. A p szigoriian pozitiv eloszlas (illetve a I1 permutaci6) akkor
és csak akkor S-felbonthato, ha L-felbonthato és léteznek olyan A'(C) > 0
(0 # C C [n]) paraméterek, melyekre

N(CUz)
Zygc N(CUy)

P(I(k+1) = 2| I{1..k} = C) = (39)

Bizonyitas. Az egyik irAnyban, ha p L-felbonthat6 és (39) teljesiil, akkor p
S-felbonthato, mivel

() = 1 N(r{1..k})
P s NG S Nk Uy)

-N(m{1..n}).

A masik irdnyban, tegyiik fel, hogy p S-felbonthato. Ekkor p nyilvan L-fel-
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bonthato, és

PIl(k+1)=z|ll{1..k} =C) =
S T ACH) - AC)A(C Ua) - X, TTn A(C Uz U D))
ch Hf: A(Cy) - A(C) - Zygzc A(CUy) ZEj H?:Hz AlCuyu Ej),

ahol a C; halmazok az 6sszes Cy C Cy C --- C (1 € C lancot futjik
be, a D; halmazok az [n] \ (C'Uz) halmaz hasonlo lancait futjak be, az E;
halmazok pedig az [n] \ (C' Uy) lancait futjak be. Egyszertsitve latjuk, hogy

(39) teljesiil a A'(CUz) = A(CUz) 3" p. [Tj_4 1 MCUzUD;) vélasztassal. m

j=k—+2

A fenti tétel alakja emlékeztet a Plackett-Luce modellre: emlékeztetiink, hogy

ott
Az

Zygc )\y ‘

Azaz minden jelolthéz tartozik egy paraméter, és a kovetkezs lépésben

P(I(k + 1) = 2| I{1.k} = C) =

a szobajovs jeloltek koziil ezen paraméterekkel aranyos valosziniiséggel
valasztunk. Az S-felbonthaté modellben viszont minden halmazhoz tartozik
egy paraméter, és a kovetkezs lépésben a szobajové halmazok koziil ezen
paraméterekkel aranyos valoszintiséggel valasztunk. Képzeljiik el a kdvetkezd
feladatot. Tegyiik fel, hogy egy bizottsdgnak egy csapatversenyre kikiildends
csapatot kell kivalasztani, de még nem lehet tudni, hany f6s csapat utazhat.
A bizottsag ezért felallit egy sorrendet, melybdl az elsG valahény jelolt alkotja
majd a csapatot. A bizottsag minden C lehetséges csapathoz hozzérendel
egy A'(C) kivanatossagi értéket. Tegyiik fel, hogy a sorrend elsé k& — 1 eleme
mar megvan, jelolje az 6 halmazukat C'. Ekkor annak a valésziniisége, hogy
a k. elem x lesz, aranyos a A'(C' U x) értékkel.

Ha méar a Plackett-Luce modellt emlitettiik, akkor bevezethetiink egy
analog S-felbonthaté modellt. Tegyiik fel, hogy minden jeloltnek van egy
pozitiv \; paramétere, mely a jeldlt ,josagat” méri, és egy C' csapat kiva-

natossiga egyszertien a tagok paramétereinek Gsszege, azaz A(C) = > .. \i.
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Ekkor kapjuk, hogy

2icctit A

P(I(E+1) = o] {1k} = €) = = )

Azaz a Plackett-Luce modellel ellentétben, a véletlen sorrend vége felé a jelol-
tek kozotti kiilonbségek csokkennek, a feltételes eloszlas a még valaszthato
jeloltek halmazan egyre egyenletesebb lesz.

Ugyantigy, mint az L-felbonthato esetben, a 10.1. Definiciobol kiolvashato
az az Mg matrix, mellyel az S-felbonthato modell éppen az F(Mg) torikus
modellel egyezik meg. Megkérdezhetjiik, hogy ez a torikus modell zart-e, il-
letve kiszamithatjuk Markov bazisat. n = 3-ra mind az S-felbonthatosag,
mind a duplan S-felbonthatosig lényegében a kvazi-fiiggetlenséggel ekvi-
valens, teh4t nem annyira érdekes.

Az n = 4 esetben a 4ti2 programmal a maximalis reprezentaciot kisza-
molva adodik az eredmény, hogy az F(Mg) modell nem zart. A programmal
a minimalis Markov béazist kiszamolva pedig azt kapjuk, hogy az egyrészt az
L-felbonthato csaldd hat darab masodfokt polinomjabol all, ezen kiviil pedig
még 64 darab harmadfokd, és 93 darab negyedfoki polinom is van benne.
A harmadfokt polinomokat viszonylag konnyti jellemezni. Minden i € [4]-re
legyen C%, Ci Ci C [4] az i-t tartalmazo harom darab kételemii részhalmaz,
Dy, Di, Di C [4] pedig az i-t tartalmazé harom darab harom elemi részhal-
maz. Az S, grafja erre a hat csicsra megszoritva hat élt tartalmaz, mely két
darab teljes parositas unidja. Ha j = 1,2,3-ra valasztunk egy-egy tetszéleges
C’;—hez vezet$ utat a grafban, akkor a polinom egyik tagjaban az egyik teljes
parositason megyiink tovabb, a maésik tagban a masikon. Példaul ¢+ = 1-re
a C]Z: halmazok: {1,2},{1,3},{1,4}, valasszuk hozzajuk az 12,31, 41 utakat.
Ebbdl a bazisbeli polinom:

X123473142T4123 — L1243L3124T4132-

Ezzel 4 - 8 = 32 polinomot kaptunk. A mésik 32 pedig ugy kaphato, hogy

minden z, valtoz6 indexébe 7 helyett annak megforditottjat irjuk, azaz pl.
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az el6z6 polinombol

X4321T2413T3214 — T3421L4213T2314

lesz. A negyedfoka bazispolinomok hasonléak: az 6sszes kételemt részhalmaz
koziil hagyjunk el egyet (legyen ez A), és annak komplementerét, jelolje a
maradék négy kételemt részhalmazt C]{A’Z} (1 < j < 4). A D; halmazok
pedig legyenek a haromelemt részhalmazok (1 < j < 4). Az S, grafja erre
a nyolc csiicsra megszoritva egy nyolc hossztusagu koér. Ha vélasztunk egy-
egy tetszGleges C}A’Z}—hez vezets utat a grafban, akkor a polinom mindkét
tagjaban a kor négy nem-szomszédos élén megyiink tovabb. Az el6z6 példanal

maradva, ha az 13,41, 32, 24 utakat valasztjuk, akkor a polinom

X1342T412373214T2431 — L1324T4132T3241 L2413

Ez 6sszesen 316 = 48 polinom, megforditva még 48 polinomot kapunk, ami
Osszesen 96 negyedfoku polinom. Az igy kapott bazis azonban nem minimé-
lis. Valasszunk megint egy kételemid A halmazt, és S, grafjabol hagyjuk el
az A, A cstcsokat. Tekintsiik most azokat a mintakat, melyekre a maradék
graf minden C' (0 < |C| < 4) csticsan pontosan egy mintaelem halad &t. Ilyen
mintabol négy darab van, melyeket a felsorolt baziselemek egy korré kapcsol-
nak 6ssze. A Markov bazis akkor lesz minimalis, ha e négy baziselembdl egyet
(méghozza barmelyiket) elhagyjuk. Mivel hdrom A, A par van, a 96-bol 3-at
kivonva kapjuk, hogy a minimalis bazisban 93 negyedfokii polinom szerepel.

Hasonl6 eredményeket kapunk a duplan S-felbonthat6 eloszlasok esetére
is. Itt is — mint a duplan L-felbonthat6 esetben — harom modell kiiloniil el:
legsziikebb a torikus modell, ennél bévebb annak lezartja, legb6vebb pedig
a 10.1. Definici6 modellje. Szinte biztos, hogy kevés erGfeszitéssel precizen
lehetne bizonyitani a 9.14. Tételnek megfelel6 eredményt erre a harom mo-
dellre is. Mindenesetre n = 4-re a 4ti2 programmal kiszamoltuk, hogy a
torikus modell nem zart. A minimdlis Markov bazis egyrészt a duplan L-fel-
bonthato csalad tiz darab masodfoki polinomjabol all. Ezen kiviil tartalmaz

még 104 darab harmadfoki, és 33 darab negyedfokd polinomot is. A ne-
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gyedfoki polinomok mindegyike az S-felbonthato csalad Markov bazisabol,
valamint azok invertaltjaibol szarmazik, és a harmadfoka polinomok tobb-

sége is ilyen. Osszesen 8 darab 1j harmadfokit polinom van, egyikiik:

X234173412T4123 — T2413L3142T4321 -

Ez a nyolc 1j polinom is egyetlen orbitot alkot ugyanabban az értelemben,
mint a duplan L-felbonthat6 csalad esetében.

Az S-felbonthaté modell egy (nem minimélis) Markov béazisa altalanos n-
re is megadhato. Tartalmazza az L-felbonthato modell Markov 1épéseit, plusz
olyan polinomokat, melyekben a permutaciokat egy ,alternalé kor mentén
atkotjiuk”. A kérdés feltehetd altalanos forras-nyels grafok esetében is, ameny-
nyiben a forrés-nyel6 utak valosziniisége az 1t cstcsaiban iil6 paraméterek
szorzata. Most azonban a bizonyitds nem megy at erre az esetre teljes al-

taldnossagban.

10.3. Tétel. Jelolje G, az S, grafjat. A graf k. szintje alljon azokbol a
C' C [n] csiicsokbdl, melyekre |C| = k. Legyen K a G, grifban egy olyan
(paros hosszi) kér, melynek minden csicsa a k. vagy a (k + 1). szinthez
tartozik valamilyen 1 < k < n — 2-re. Jelolje a K kér egymas utani csiicsait
C1,Dy,Cy, Ds,...,C}, Dj, ahol a C; csticsok a k., a D; csicsok a (k + 1).
szinten vannak. Legyenek még m; € S¢, a C; halmazok elemeinek permutaci-
6i, és p; € Spp\p; az [n] \ D; halmazok elemeinek permutécioi. Minden ilyen
valasztasra készitsiik el a

J J

H‘T(ﬂ'iaDi\CiaPi) - H L (m;,Di—1\Ci,pi-1) (40)

i=1 i=1
polinomot, ahol Dy = D; és py = p;. Ekkor a (19) és a (40) polinomok

egylittesen generdljdk az Iy, idealt.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a mondott polinomokhoz tartozé6 Markov
lépésekkel tetszbleges két olyan u és v gyakorisdgvektor 0sszekothetd, melyekre
a G, graf minden csicsan ugyanannyi permuticié megy at. Az u gyako-

risagvektorbol elindulva, elég a (40) 1épések segitségével egy olyan u' gyako-



94 10. EGYEB FELBONTHATOSAGOK

risigvektorba eljutni, hogy a G, graf minden élén ugyanannyi permutacio
megy at u’ és v szerint. Hiszen ekkor mar tudjuk, hogy u'-bdl elérhets v
a (19) lépések felhasznalasaval.

Azt tudjuk, hogy a 0. és 1. szintek kozotti éleken ugyanannyi permutacioé
megy at u és v szerint. Tegyiik fel, hogy eljutottunk egy olyan u; vektorba,
hogy a (j — 1). és j. szintek kozotti éleken ugyanannyi permutacio megy at
uy, és v szerint minden j < k-ra. Nézziik most a k. és (k + 1). szintek kozotti
éleket! Ehhez készitsiink el egy-egy (}) x (.7

¢i)
ug-ra és v-re. A tablak sorait indexeljiik az [n] alaphalmaz k elemt részhal-

méretd kontingenciatablat

mazaival, oszlopait pedig a k + 1 elemi részhalmazokkal. A (C, D) cellaba
pedig irjuk be, hogy hany permutacié megy at a C' — D élen az adott gyako-
risagvektor szerint. A feltevés szerint e két tabla marginalisai megegyeznek.
A tabldknak minden olyan (C, D) cellaja strukturalis nulla, melyre C' ¢ D.
Szerencsére a strukturalis nullakkal rendelkezs, rogzitett marginalisa kétdi-
menzios kontingenciatablak Markov bazisa is ismert (pl. Diaconis és Sturm-
fels [32], Remark 3.4). Ezeket a kontingenciatabla-baziselemeket lehet most is
a permutéiciokra atvinni ugy, hogy a korabbi élek elégséges statisztikdjat ne
rontsuk el, pont ugyantigy, mint a 8.4. Tétel bizonyitasaban. Ebbdl kovetkezik

az allitds. m

10.2. Bal-jobb szorzasok hatisa a modellekre

Egy A és B halmaz kozotti véletlen parositast leird IT véletlen permutéaciod
L-felbonthatosaga fiigghet attol, hogy a halmazok elemeit hogyan szdmozzuk.
Tegyiik fel, hogy valamely szamozas (cimkézés) mellett a permutacio I,
azaz Iy (k) az A-beli k-cimkéjt elem B-beli parjanak cimkéje. Cseréljiik most
minden i € [n]-re az A-beli i cimkét o(i)-re, ahol o € S,,, és a B-beli i cimkét
p(i)-re, ahol p € S,,. Az j cimkézéssel az eredeti parositéast a IT; permutécio

1

irja le. A két permutécié kozott a I1; = pllyo™" Osszefiiggés all fenn. Ezért

az eloszlasukra

po(m) = P(Ily = 71) = P(Il; = pro ) = py(pro ).
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Ebben a szakaszban azt vizsgéaljuk, hogy az L-felbonthatdsag megérzddik-e
ilyen atszdmozasok soran.

Korabban mar elmondtuk, hogy mikor neveziink egy eloszléscsaladot in-
variansnak egy ¢ : S, — S, kolcsondsen egyértelmi transzforméaciora nézve.
Vezessiink be néhany ilyen transzformaciot! Minden o € S,-re legyen ¢, :
: 7o, illetve ¢, : ™ — om a o-val valo jobbrol, illetve balrol szorzas.
Jel6lje o(19) az 1-et és 2-t felcseréld permutaciot (inverziot), és o, a megfordito
permutaciot, azaz melyre o, (k) =n+1 — k.

Az e szakasz elején vizsgalt véletlen parositasok esetében az A, B halma-
zoknak lehet, hogy van természetes szamozasa, de lehet, hogy a szdmok csak
cimkék, melyeknek értéke semmiféle jelentést nem hordoz. A sorbarendezések
esetében azonban a sorban elfoglalt egymés utani helyek szamozasa adott,
és csak a sorbarendezett objektumok szamozasa varidlhato. Az L-felbontha-
L-felbonthatosaga nem fiigg az objektumok szamozasatol. Ezt tgy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy az L-felbonthato eloszlascsalad cimke-invarians, azaz
invarians a ¢,, balrol szorzasokra. Az invertalva L-felbonthaté csalad en-
nek megfelelGen a jobbrol szorzasokra invaridns. Bar azt mondtuk, hogy a
sorbarendezési szituacioban nem varidljuk a sorrend helyeit, matematikailag
értelmes kérdés, hogy az L-felbonthatd csalad invarians-e a jobbrol szorza-
sokra. Kiilonosen érdekelhet minket a sorrend helyeinek megforditasa, azaz
amikor az objektumokat nem a legjobbtol a legrosszabbig rakjuk sorba,
hanem forditva, a legrosszabbtol a legjobbig. Ha egy sorbarendezési modell
invarians erre a transzformaciora, azaz a ¢.,, jobbrol szorzasra, akkor a
modell megfordithato. A cimke-invariancia és a megfordithatosag teljesiilését
Critchlow et al. [15] szamos modellre ellendrizte. A kovetkezd tétel azt mond-
ja ki, hogy az L-felbonthatéd csalad megfordithato, és ezen kiviil l1ényegében

csak egy mésik jobbrol szorzéasra invarians.

10.4. Tétel. Legyen n > 4. Az L csalad az Osszes ¢,. balrdl szorzasra in-
varians. A jobbrol szorzasok kéziil pontosan azokra a ¢., transzformaciokra

invarians, ahol o eleme a o, és 012y altal generalt nyolc elemii csoportnak.
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Bizonyitas. A balrol szorzésok esete trivialis. A ¢.,, esetben

n—1 n—1
Poo, (T) = H Ar(n—k),7{n—k+1.n}) = H A(m(j+1),7{1..5}),
k=0 =0
ahol A"(x,C) = A(x,C \ z), ez mutatja az invarianciat. A Pooay €SEtbEn
pedig
n—1
Poon (1) = A(m(2),0) - A (1), w(2)) - [ [ Al (k + 1), 7{1..k}) =
k=2
n—1
[TA® (x(k + 1), 7{1..K}),
k=0
ahol
1 ha C =10
A (z,C)={ Alz,0)-Az,C) ha |[C|=1,
Az, C) ha |C|>2

azaz megint készen vagyunk.

Meg kell még mutatni, hogy L semmilyen mas jobbrol szorzésra nem
invarians. Ehhez belatjuk, hogy minden méas o € S,-hez van olyan (szigorian
pozitiv) duplan L-felbonthaté p eloszlas, hogy p., nem L-felbonthato. Azt
méar tudjuk, hogy a szigortian pozitiv L-felbonthato eloszlasok a

p(7r11) _ ,’D(7T21) (41)

p(7T12) p(WQQ)

osszefliggésekkel jellemezhetSk, ahol m;;, 1 <14, j < 2 atkeresztezett” permu-
taciok.

A tétel allitasaban szereplS nyolc elemi részcsoport tagjai:

id, oy, 0@12), 0r0(12); 0r0(12)0r, 0(12)0r, 0r0(12)070(12), 0(12)070(12)-

Ha o nem eleme ennek a részcsoportnak, akkor az inverze sem, és ezért van
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olyan 2 < a < n — 2, melyre

o {l.a} # {1..a},{n —a+1..n}.

Rogzitsiink egy ilyen a-t. Van tehat c,e € {1..a} és d, f & {1..a}, melyekre
C=o () > o ) =&, =0 () <o (f) = 1

Az a, 3,y szamokra azt mondjuk, hogy « elvilasztja G-t és v-t, ha f < a < v
vagy 8 > « > . Ha most d* > f* akkor d* (és f* is) elvalasztja c*-ot és e*-
ot. Ha pedig d* < f*, akkor vagy valamelyikiik elvilasztja c*-ot és e*-ot, vagy
c* (és e* is) elvalasztja d*-ot és f*-ot. Ezért a kovetkezs két eset valamelyike

teljesiil :

1. 3 cee{l.a}, dg{l.a}: d* elvalasztja c*-ot és e*-ot
2. 3 ce{l.a}, d,f ¢ {l..a}: ¢ elvalasztja d*-ot és f*-ot

A két eset ugyanugy kezelhet, a bizonyitast az elsére részletezziik. Legyen
f & {l.a}, f # d tetsz6leges, és f* = o 1(f). Emlékezziink vissza a (32)
definiciora, és legyen p = c(d*) exp{p%?'}, ez egy pozitiv dupléan L-felbont-
hato eloszlas. Legyen m; = o !, melyb6l ma-t két par elem felcserélésével
kapjuk:
Toa(c) = €%, ma(e) = ¢, moa(d) = f*, maa(f) = d*.

Készitsiik el a w5 és m9; a-nal atkeresztezett permutéaciokat. Megmutatjuk,
hogy erre a négy permutaciora p,, nem elégiti ki a (41) egyenletet. Egyrészt
ugyanis 0 = id, melyre pd.d"(id) = 1. Masrészt viszont a 790 és T 0
koordinatékon pd.2” nullét vesz fel, mivel 7,0-nak d* nem fixpontja, és 790

els6 d* koordinataja kozott van d*-nal nagyobb. Ezzel bizonyitasunk teljes. m

Végiil megjegyezziik, hogy az S-felbonthat6 eloszlascsalad is rendelkezik
a 10.4. Tételben megfogalmazott invarianciakkal, és valdszintileg be lehet

bizonyitani, hogy csak azokkal.
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10.3. Teljesen L-felbonthato6 eloszlasok

Ebben a szakaszban karakterizaljuk a teljesen L-felbonthat6 (TL-felbont-
hato) pozitiv eloszlasokat: ezek azok a p eloszlasok S,-en, melyekre a po,
jobbrol szorzott eloszlds L-felbonthaté minden o € S,-re. Masképpen, a
TL-felbonthaté eloszlasok pontosan azok, melyek majdnem fiiggetlen névek-
ménytiek minden D x R szorzatparticion.

Megint csak az n > 4 eset az érdekes. Belatjuk, hogy ekkor minden szi-
gortan pozitiv TL-felbonthato eloszlas kvazi-fiiggetlen, azaz léteznek ¢;(x),

1 < 1,2 < n paraméterek, melyekkel

p(r) = Hc,-(ﬂ(i)) V1 € S, (42)

10.5. Tétel. Legyen n > 4. Az S,-en adott szigoriian pozitiv p eloszlas
akkor és csak akkor TL-felbonthaté, ha kvazi-fiiggetlen, azaz (42) alaku.

A 10.5. Tétel n = 3-ra nem igaz, hiszen ekkor minden eloszlas TL-felbontha-

t6, mig ismert, hogy Ss-on a kvézi fliggetlenséget a

p(123)p(231)p(312) = p(132)p(321)p(213)
egyenl@ség karakterizalja. Ebbdl kapjuk, hogy a 10.5. Tétel nem marad igaz,
ha a pozitivitas feltételét elhagyjuk.

10.6. Példa. Legyen n > 4, és legyen ¢ tetszbleges eloszlas S3-on. Rogzitsiik

c stz

kovetkezG p eloszlast :

0 egyébként,

mﬂ:{qw ha = (p,0)

ahol (p, o), mint eddig, a két permutacio egymas utan irasat jeloli. Ekkor p

TL-felbonthatd, de nem kvézi fiiggetlen, hacsak ¢ nem az. =

A 10.5. Tétel egyik iranya trivialis: konnyt latni, hogy minden kvazi-

fiiggetlen eloszlas TL-felbonthatd. A méasik irdnyt lemmak sorozatan keresztiil
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bizonyitjuk.

10.7. Lemma. Legyen p szigoriian pozitiv TL-felbonthaté eloszlas S,-en.
Ekkor vannak olyan d,j(x,y) paraméterek (ahol1 <i < j<mnésl <z <
< y < n), melyekkel

p(m) [plo) = dig(z,y), (43)

ha (i) =z, 7(j) =y, 0(i) =y, 0(j) = 7, és w(k) = o(k) ha k # 1, .
Bizonyitas. Legyenek 7,0 a lemmaban szereplé permutaciok. Meg kell mu-

tatnunk, hogy a p(m)/p(c) hanyados csak az i, j, x, y négyestdl fiigg. A TL-
felbonthatosagot felhasznélva kapjuk, hogy

p(m) = pi(x) - pjli(W|T) - Pry oo olii (T (B1), - o T (Rn—2) {7, y}),

ahol ky,... k,_o az [n] \ {i,7} halmaz tetsz6leges felsorolasa, és az utolso
feltételes valosziniiség feltételében z,y helyett {z,y}-t irhattunk a TL-fel-

bonthatosiag miatt. p(o)-t is ilyen alakban felirva, a hanyadosra

p(W) _ pi(x)pm(ykv)
p(o)  pi(y)pj(zly)

adodik, azaz a lemmat bebizonyitottuk. m

Vegyiik észre, hogy ha p kvazi-fiiggetlen, akkor

= e (44)

minden olyan 7,0 esetén, mely a 10.7. Lemma allitdsdban szerepel. Ennek

megforditasa is igaz.

10.8. Lemma. Legyen p szigoriian pozitiv eloszlas S,-en. Tegyiik fel, hogy
léteznek olyan ¢;(x) paraméterek (ahol 1 < i,z < n), melyekkel (44) teljesiil,
valahanyszor 7(i) = x, ©(j) =y, o(i) = y, 0(j) = z, és w(k) = o(k) ha
k # 1, 7. Ekkor

n

p(r) = K [[ei(x(i)) Vres,

=1
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valamilyen K konstanssal.

Bizonyitas. Legyen id = (12...n) az identitas permutacio, és tegyiik fel,
hogy (44) teljesiil. Az id permutaciobol kiindulva, jussunk el 7-hez transz-
poziciok valamilyen sorozataval, azaz kapjuk az id = pg, p1,..., pp = 7
sorozatot. A sorozat szomszédos tagjai csak egy transzpozicioban kiilon-

boznek, azaz alkalmazhato rajuk a (44) osszefiiggés. Tehat

200 ples)  p(m)
p(r) = p(id) plid) p(p)  plpre1)

A héanyadosok mindegyike (44) alaka valamilyen i, j, x, y-ra. Rogzitett i, x
parra a ¢;(z) tényezs akkor szerepel egy hanyados nevezgjében, ha az adott
transzpozicio z-et elmozditja az i. poziciobdl. Hasonloan, a c¢;(z) tényezd
akkor szerepel valamelyik hanyados szamlalojaban, ha az adott transzpozicio
x-et az i. pozicibba mozgatja. Ezek a tényezGk csak azokra az i,x parokra
nem ejtik ki egymast, melyekre (i) # i, és x = i vagy = = m(i). Kapjuk
tehat, hogy

S UL 0D (CUR y Gl
p(m) = y A plid) = T Ci(i)H (7 (1)),

i=1 i=1

n

10.9. Lemma. Legyenek d;;(x,y) pozitiv szamok (ahol 1 < i < j < n és
1 <z <y <n). Akkor és csak akkor léteznek a

ci(z)e;(y)

ci(y)e; o) )

dij (x ) y) =
egyenleteket kielégitG c;(x) (1 < i,z < n) paraméterek, ha a d;;(z,y) szamok
kielégitik a kovetkezd két egyenletrendszert :

dij(z, y)dje(z,y) = di(z,y) Vi<j<k, z<y (46)

dij(x,y)dij(y,2) = dij(z,2) Ve <y<z i<j.

Bizonyitas. A ,csak akkor” irany trivialis. Az ,akkor” iranyhoz tegyiik fel,

hogy a (46) egyenletek teljesiilnek. Legyen ¢;(x) = 1, ha min(i,x) = 1, és
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ci(r) = dy;(1,x), ha i,2 > 1. Konnyt ellendrizni, hogy ezzel a definicidval
(45) teljesiil. m

A kovetkezs lemma teljessé teszi a 10.5. Tétel bizonyitasat.

10.10. Lemma. Legyen p szigorian pozitiv TL-felbonthaté eloszlas S,,-en,
ahol n > 4. Ekkor a (43) egyenlettel definialt d;;(x,y) mennyiségek kielégitik
a (46) egyenletrendszereket.

Bizonyitas. Vegyiik els6nek észre, hogy a TL-felbonthato eloszlasok csalad-
ja definicio szerint invarians az 6sszes ¢, jobb- és az 0sszes ¢, bal-szorzasra.
Ezen til az eloszlascsalad invarians a ¢_; : m — 7w~ ! invertalasra is. Ezért
elég a

d12(1,2)ds3(1,2) = dy3(1,2) (47)

egyenlGséget belatni. A (46) els6 soranak tobbi egyenlete bal- és jobb-
szorzasokkal kovetkezik ebbdl, mig a (46) masodik soranak egyenletei in-

vertalassal adodnak. A (47) egyenldséget kiirva, bizonyitando a

p(1230")p(2316")p(3120") = p(1320")p(3210")p(2130") (48)
egyenléség, ahol o' a 4,...,n egészek tetszblegesen rogzitett permutacioja.

Vezessiik be a ¢(m) = logp(m) jelolést. A pozitiv TL-felbonthato eloszlasok
logaritmusai abban a linearis altérben iilnek, melyet a kiilonb6z6 permutalt
L-felbonthatosagokat kifejezé linearis feltételek jelolnek ki. Azt kell belat-
ni, hogy a (48) egyenlet logaritmusaként kapott linearis feltétel a korab-
bi linearis feltételek kovetkezménye. Most pontosan megadjuk, hogy mely

lineéris feltételekbdl vezethetd le (48) logaritmusa. Megjegyezziik, hogy az

alabbi levezetést a szamitogép adta, n = 4-re. Vélasszuk o’-t olyannak,
hogy els6 eleme 4, azaz o' = (4,0), ahol o az 5,...,n egészek permutaci-

6ja. A TL-felbonthatosdg miatt ¢-ra teljesiilnek a 7. tdblazatban felsorolt
egyenlGségek. Az els6 harom Osszefiiggés példaul abbol kdvetkezik, hogy a
(I1(2),11(3), II(5), . ..) koordinaték fiiggetlenek a (IT(1),I1(4)) koordinatak-
tol (ezeket vastagon jeloltiik), feltéve, hogy ismert a {II(1),11(4)} halmaz.
A tObbi Osszefiiggés hasonloan kovetkezik, vastaggal jeloltiik, hogy mely
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7. tablazat. Egy TL-felbonthato eloszlas ¢ logaritmuséra teljesiilé

Osszefiiggések
q(34120) + ¢(21430) — ¢(31420) — ¢(24130) = 0
¢(32410) +  ¢(14230) — q(34210) — q(12430) = 0
q(24310) + ¢q(13420) — q(23410) — q(14320) = 0
q(43120) + ¢(12430) — ¢(13420) — ¢(42130) = 0
q(23410) + q(41230) — q(43210) — q(21430) = 0
q(42310) + q(31420) — q(32410) — q(41320) = 0
q(14320) + ¢(41230) — q(41320) — ¢(14230) = 0
q(42310) + q(24130) — q(24310) — q(42130) = 0
q(34210) + q(43120) — q(43210) — q(34120) = 0O
2¢(31240) + 2¢(42130) — 2¢(32140) — 2¢(41230) = 0
2¢(23140) + 29(41320) — 2¢(21340) — 2¢(43120) = 0
2¢(12340) + 2¢(43210) — 2¢(13240) — 2q(42310) = 0

koordinata-részhalmazok feltételes fiiggetlenségét hasznaljuk. A 7. tablazat

sorait Osszeadva, majd kettGvel osztva kapjuk a kivant
q(31240) + q(23140) + q(12340) — ¢(32140) — q(21340) — ¢(13240) = 0

egyenl@séget.
|

Megkérdezhetjiik, hogy melyek azok a szigortian pozitiv eloszlasok,
melyek teljesen S-felbonthatok (TS-felbonthatok). Egy ilyen eloszlas TL-
felbonthato is, azaz a 10.5. Tétel szerint kvazi-fiiggetlen. Azonban kénnyen
latszik, hogy a kvazi-fiiggetlen eloszlasok S-felbonthatok, mert kielégitik
a 10.3. Tételben szereplé polinomokat. Emiatt persze TS-felbonthatok is,
hiszen tetszéleges jobbrol szorzottjuk is kvazi-fliggetlen. Azaz azt kaptuk,
hogy a szigortian pozitiv eloszldsok korében a TL-felbonthatdsag és a T'S-fel-
bonthatosag ekvivalens fogalmak. Természetesen a kvazi-fiiggetlen eloszlasok
duplan S-felbonthatok is. Az, hogy a kvazi-fiiggetlen eloszlasok duplan S-fel-
bonthatok, kozvetleniil is latszik: ezen eloszlasok logaritmusai a 9.11. Tétel

bizonyitasaban bevezetett v*¢ vektorok linearis kombinaciéi. Szintén e tétel
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ke
a

torok lineéris kombinécidiként. Végiil a v** vektorok a duplan S-felbonthato

bizonyitasa soran megmutattuk, hogy a v¥¢ vektorok felirhatok a v*¢ vek-

modellhez tartozo6 altér elemei.

10.4. Hierarchikus modellek metszete

Tegyiik fel, hogy van két (szigoruan pozitiv) hierarchikus modelliink:
Ly=L(Pi1,...,Ps), Lo=L(Ry,...,Ry).
Legyen D;; a P; és az R; particiok kozos durvitasa. Ekkor trivialisan
L(Dy;:1<i<s,1<j<t)CLiNL. (49)

A 9.7. Kovetkezmény egy olyan esetrdl szol, amikor a fenti tartalmazas egyen-
16séggel teljesiil. Az egyik kérdés, melyre nem tudjuk a vélaszt, hogy mindig
igaz-e, hogy a (49) egyenlet baloldalan all6 L3 hierarchikus modell a leg-
b6vebb olyan hierarchikus modell, melyet a metszet tartalmaz. Egy masik
kérdés, hogy az L; N L, metszet, mint exponencialis csaldd, megadhato-e
nulla-egy méatrixszal, azaz van-e olyan csupa 0 — 1 elemid M matrix, hogy
L1 N Ly =E(M). Sajnos erre a kérdésre sem tudjuk a vélaszt.

Egy viszonylag kis méretii esetben a kovetkezGképpen jarhatunk el. Jelol-
je az L; elemeinek logaritmusai altal kifeszitett alteret V; C R™, i = 1,2,3.
Két kérdésiink van tehat: 1) Teljesiil-e, hogy V1 NV, = V537 2) Ha nem, akkor
van-e a Vi N V5 altérnek indikétor vektorokboél allo bazisa? Az elsé kérdés
megvalaszolasahoz elég az alterek dimenzidjat kiszamolni. A méasodik kérdés
megvalaszolasahoz pedig meg kell keresni a V} NV altér 6sszes indikatorvek-

torat. Ez utobbi feladatot kdnnyitheti meg a kovetkez6 tétel.

10.11. Tétel. Legyen M olyan 0—1 maétrix, melyre az F (M) torikus modell
zart. Ekkor M7 képterének minden indikitorvektora el6all, mint M néhany

soranak Osszege.

Bizonyitas. Jelolje M " képterét V, emlékeztetiink, hogy mindig feltessziik,
hogy 1 € V. Legyen v € V indikatorvektor, jelolje S = Supp(v) a v vektor
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tartojat, és legyen S az S halmaz komplementere. El6szér megmutatjuk, hogy
az S halmaz M-megvalésithaté. Jelolje ugyanis M* azt a matrixot, melyet
M-bél ugy kapunk, hogy hozzéavessziik a v vektort utolso, (¢ + 1). sorként.
Ekkor nyilvan cl(F(M)) = cl(F(M*)). A Mp1 =0, Ay #0 (1 < k < t)
paramétervalasztassal a (2) egyenlet szerint elGallitott py € F(M*) eloszlasra
Supp(py) = Supp(v). Ha F(M) zart, akkor py € F(M), amibdl a 2.2. Tétel
szerint kapjuk, hogy Supp(py) M-megvalosithato.

Jelolje az M matrix sorait vy,...,v;. Azt kell beldtnunk, hogy v =
= > per Uk alaki. Vezessiik be a T'(S) = UpegSupp(my) jelolést. Mivel az
S halmaz M-megvalosithaté, minden a ¢ S-re Supp(m,) C T(S). Atfogal-
mazva, minden a € S-re van olyan k € Supp(m,), melyre k € T(S) \ T(S).
Masrészt, minden k € T'(S)\T(S)-re teljesiil, hogy Supp(vy,) C S = Supp(v).

A v = 0 eset nem érdekes, hiszen akkor v = >, _; vx. Minden mas eset-
ben S # (), azaz a fentiek szerint van olyan k, hogy v — vy is indikatorvek-
tor, melynek kevesebb 1-es koordinataja van, mint v-nek. Innen indukciéval
kapjuk, hogy v felbonthato vF-k Osszegére. (S6t, vegyiik észre, hogy az is

elérhetd, hogy mindig az elsé nem-nulla koordinatat nullazzuk ki.) m

Ha tehat az £; modellhez tartoz6 M; méatrix olyan, hogy F(M;) zart,
akkor az Osszes Vi-beli indikdtorvektor az M; matrix valahany, diszjunkt
tartoju soranak osszege. Ha F(M7) nem zart, akkor pedig meg kell keresni

c stz

vizsgalt matrixok maximalis reprezenticioja mindig 0 — 1 métrix-e.

10.12. Példa. Korabban széltunk mar a duplan L-felbonthaté modell Mg**
maximalis reprezentacidojarél az n = 4 esetben. Ennek 24 sora bizonyos
vastag kereszteknek felel meg. Nyilvanvald, hogy minden vastag kereszt in-
dikatorvektora felirhat6, mint az M méatrix néhény soranak dsszege. A 10.11.
Tétel szerint ezzel a tulajdonsaggal a maradék nyolc sor is rendelkezik. Em-
litettiik, hogy az egyik extra sor éppen a (37) halmaz komplementerének v
indikatorvektora. A v vektor az My méatrix kovetkezs (x, C') parokkal indexelt

sorainak Osszege:

(1,{3}), (4,{2}), (3, {1,4}), (1, {2,3}).
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Természetesen a v indikatorvektorunkat az M; matrix néhany soranak
osszegeként is fel kell tudni irni: ebben az esetben ugyanezeket a sorokat

kell 6sszeadni, mivel a (37) halmaz komplementere 6ninverz.

10.13. Példa. Legyen n = 4, vizsgaljuk meg az M = E(My) N E(ML)o
modellt, ahol
E(Mp)o = {pos : p € E(M})},

és 0 = (1324). Tehat két egyszert hierarchikus modell metszetére vagyunk
kivancsiak. A (49) képlet szerinti, a kozos durvitdsoknak megfelel6 hierar-
chikus modell konnyen lathatéan a kvazi-fliggeten exponencialis csaldddal
egyezik meg, melynek szabad paraméterszama 9 (a hozzéa tartozo altér di-
menzi6ja 10).

Ezzel szemben az M modell szabad paramétersziama 12, a hozza tartozo
altér dimenzi6ja pedig 13. Tehat a (49) egyenletben szigoru tartalmazas van.

A metszet altérben van indikatorvektorokbol all6 bazis, példaul a kovetke-
73 65 vektor kifesziti a teret. A vektorok kozott szerepel természetesen az 1, a
maradék 64 pedig négy darab 16 elemt osztalyba sorolhatd. Ezek a vektorok
a 10.11. Tételnek megfelelGen mind az My, matrix néhény soranak dsszegeként
allnak elg. Mind a 64 nulla-egy vektor Mj harom soranak Osszege. A négy
csoport leirasaban {4, j, k,(} = {1,2,3,4} valamilyen sorrendben. Kénnyen
ellendérizhets, hogy az alabbi négy osztaly mindegyike 16 vektort definidl. Azt
adjuk meg, hogy a metszetbeli indikatorvektor az M; matrix melyik (z,C)

parokkal indexelt sorainak Osszege:

@ {k}) (645}
(k,{i}) ({5, k}
(¢, {i, k}) (k{0 0}
({5 k}) ({5, 6}

i {J
i

J:{
g {i
g i

7

(& {7})
(4, {i})
(7, {7})
(4, {i})

= W NN =
N N —

|
10.14. Példa. Legyen még mindig n = 4, most vizsgéljuk meg az M =
= E(Mpg) N E(Mg)o modellt, ahol

E(Mp)o = {pos : p € E(Mp)},
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és 0 = (1324). A M modell szabad paraméterszama 11, a hozza tartozo altér
dimenzi6ja pedig 12. A (49) képlet szerinti, a k6z6s durvitasoknak megfelels
hierarchikus modell viszont ismét a kvazi-fliggeten exponencialis csalad. Meg-
néztiik, hogy a kvazi-fiiggetlen modell métrixdhoz hogyan lehet még két sort
hozzaadni tgy, hogy a keletkez6 matrix rangja 12 legyen. A kovetkezd két

sor pl. megfelel:
v1 = P} + P+ P+ phe, Vo = pis + pid + Pl + Pl

Itt az Mp matrix sorainak korabban bevezetett jelolését hasznaltuk. Tehat
ismét azt kaptuk, hogy a két hierarchikus modell metszetének van indiké-

torvektorokbol 4llo bazisa. =

10.5. Ismert eloszlascsaladok felbonthatosaga

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy azok az eloszlascsaladok, melye-
ket a gyakorlatban (és az irodalomban) gyakran illesztenek permutacio-
adatokra, rendelkeznek-e valamilyen felbonthat6 tulajdonsaggal. Az itt sze-
replé modellek tobbségének L-felbonthatosagat mar Critchlow et al. [15] is
vizsgalta.

A rendezett minta modellek, illetve a Thurstone modellek altaldban nem
L-felbonthatok. Fontos kivételt képez a Plackett-Luce modell, amely a sor-
barendezési axioma szerint L-felbonthato, de altaldnos paraméterek mellett
nem duplan L-felbonthato, és nem is S-felbonthato.

Ugyanez érvényes a Babington Smith modellre, az L-felbonthatosag a

kovetkezs felirasbol latszik:

sy =c® ] T fen

i=1 ygn{l.i}

Viszont ennek specialis esete, a Mallows-Bradley-Terry modell, kvézi-fiiggetlen,
igy a jelen értekezésben targyalt osszes felbonthatdsaggal rendelkezik.

A t6bblépcsss helyezési modell (THM) és az ismételt beszturasok modellje
(IBM) az eddigiekkel szemben duplan L-felbonthato. A két modellben egy-
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egy L-felbontéas:

THM: A(z,C) =0(|Cn{l.z}],|C|+1),
IBM: A(z,C) =0(|(CU=x)n{l.x}|,x).

A duplan L-felbonthatdésag pedig a

THM: IOg(p) = Zk,é,a(loge(n +1- a, k))pgga
IBM:  log(p) = 32, ,.(log 0(a, ) pf5

felirasokbol kovetkezik.

Térjiink ra a tavolsigalapti modellekre! Vegyiik elGszor észre, hogy ha
a tavolsag d(m, p) = >.p_ cx(m(k), p(k)) alakba irhato, akkor a megfelels
tavolsagalapt modell kvazi-fiiggetlen. Ez az 1. tabldzatbol a Hamming, p, és
maximum tavolsdgokra teljesiil.

A maradék harom esetben elGszor azt szeretnénk vizsgalni, hogy a sorren-
dek eloszlésa L-felbonthato-e, ezért az eredeti definicioval 6sszhangban most

legyen a 7 sorrend valdszintisége

—1 —1)

p(r) = K(@)e %m0 res,. (50)
A 6 = 0 paraméter mellett persze minden tavolsagalapti modell az egyen-
letes eloszlast adja, ami minden felbonthatosaggal rendelkezik. Az viszont,

hogy egy 6 # 0 paraméter mellett az (50) eloszlas L-felbonthato-e, csak a

tavolsagtol fiigg, 6 és my értékétsl nem. Ervényes a kovetkezs tétel.

10.15. Tétel. (Critchlow et al. [15]) A sorrendeken megadott (50) elosz-
las akkor és csak akkor L-felbonthaté, ha a d tavolsag additiven felbonthaté
(additively decomposable), azaz minden 2 < k < n-re léteznek olyan f és

gi fiiggvények, melyekkel
d(m,id) = fr(r(1..k — 1)) + gr(m(k..n)).

Ebbdl kévetkezik, hogy a Kendall téavolsaghoz tartoz6 modell is L-felbontha-

t0, mig a Cayley és Ulam tavolsagokhoz tartozé modellek nem. Megjegyez-
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ziik, hogy a tétel egyszeriien levezethet6 az L-felbonthaté modell Markov
bazisanak ismeretébdl.
A Cayley-, illetve Ulam tavolsagon alapulé modell akkor invertalva L-fel-

bonthaté adott mp-ra, ha
T(7T117T0) + T(7T227T0) = T(7T127T0) + T(7T217T0)

teljesiil minden keresztez$ w1, m9s permutacid-parra, ahol T az elsG eset-
ben a ciklusok szdma, a méasodik esetben pedig a leghosszabb monoton nové
részsorozat hossza. A Cayley tavolsag esetében, mivel balrol is invarians, fel-
tehets, hogy my = id. Ekkor, ha n = 4, akkor a m; = (3412), m = (4321)
valasztassal a bal oldal 4, a jobb oldal 2 lesz, és ezt az ellenpéldat tetszGleges
n > 4-re ki lehet terjeszteni. Az Ulam tavolsag nem balrdl invarians, ezért az
invertdlva L-felbonthatosig fligghet a 7y valasztasatol. Egy olyan my-t sem
talaltunk, amely mellett a modell rendelkezne a mondott tulajdonsiaggal. A
Kendall tavolsag sem balrdl invaridns, tehat ugyanaz vonatkozik ré, mint
az Ulam tavolsigra. Ebben az esetben azt taldltuk, hogy a modell olyan 7
permutaciokra lesz invertilva L-felbonthato, melyekre a 75 '{1..k} halmaz
minden 1 < &k < n-re intervallum, vagy my egy ilyen permutaciobol a o, 019
elemekkel val6 balrol szorzasokkal adodik.

A szakasz lezarasaként bemutatunk egy olyan tavolsagot, melyhez tartozo

modell S-felbonthat6. Legyen 7,0 € S,, két sorrend-vektor. Legyen

Vi(m,0) = {1} \ o{1.3}| = [o{1..i} \ 7{1..i}]

azon jeloltek szama, akik 7-ben az els§ i hely egyikén vannak, de o-ban
nem. Konnyi latni, hogy di (71, 07t) = 1/2- 3", Vi(r, o). Altaldnosabban,

valasszunk 6; pozitiv paramétereket, és legyen
n
dy (1,0) = Zﬁi‘/;(ﬂ,a).
i=1

Ez balrol invarians tavolsag S,-en (teljesiti a haromszog-egyenlGtlenséget),
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és definidlhato vele a
p(r) = c(f)e ")

tavolsag-alapi modell a 7 sorrendekre. Ez a modell nyilvan S-felbonthato,

s6t, pl. mg = id esetén duplan S-felbonthato.

11. APA adatsor elemzése

Ebben a szakaszban egy "hires" adatsort vizsgalunk felbonthatdsig szem-
pontjabol. Az adatok az Amerikai Pszichologiai Téarsasag (American Psycho-
logical Association, APA) 1980-as elndkvalasztasiahoz kapcesolodnak. Az APA
tagjainak minden évben 6t elnokjel6lt sorbaallitasaval kell szavazniuk. 1980-
ban koriilbeliil 15 ezren szavaztak, de ebbdl csak 5738 szavazd rangsorolta
mind az 6t jeloltet (a tobbiek csak az altaluk legjobban preferalt egy, két
vagy harom jeloltet nevezték meg). Az érdekesség kedvéért megjegyezziik,
hogy az APA a Hare-rendszer szerint jeldli ki a gy6ztest. Ha valamelyik jelolt
a szavazok tobb, mint felétdl elsG helyezést kap, akkor nyer. Ha nincs ilyen
jelolt, akkor a legkevesebb elsé helyezést kapott jeloltet torlik. A torolt jelolt-
re leadott elsé helyezéseket szétosztjak a maradék jeloltek kozott, mégpedig
aszerint, hogy a torolt jeloltet els6 helyre rangsorold szavazok kit tettek a
mésodik helyre. Ha valahany jeloltet mar toroltek, akkor minden szavazd
rangsorabol az els6 nem torolt jeloltet veszik figyelembe. Az eljarast addig
folytatjak, amig meg nem talaljak a gyGztest. Ez egyike a szamos szavazat-
szamlalasi rendszernek, melyeknek komoly elmélete van. A Hare rendszer
el6nyeit és hatranyait pl. Fishburn [34] elemzi.

Az APA adatsor egyike a legtobbet vizsgaltaknak, lasd példaul [12, 29,
48, 49, 54]. Erdekessége, hogy viszonylag nagy az elemszama az 5!-hoz képest,
igy nem konnytd ra jol illeszkedd modellt taldlni. 1980-ban az 5 jelolt ABC
sorrendben: W. Bevan, I. Iscoe, C. Kiesler, M. Siegle, és L.. Wright volt. Méris
egy olyan szamozést rogzitiink, amely mellett a felbonthato eloszlascsaladok

legjobban illeszkednek:

1 — Bevan, 2 — Kiesler, 3 — Siegle, 4 — Iscoe, 5 — Wright.
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8. tablazat. APA elnokvélasztas: az egyes sorrendek gyakorisaga

12345 | 45 || 24513 | 52 || 43125 | 42 || 12354 | 50 || 24531 | 35 || 43152 | 34
12435 | 102 || 25341 43 || 43512 | 45 || 12453 | 95 || 25314 | 38 || 43521 | 46
12543 | 70 || 25431 34 || 41325 26 || 12534 | 70 || 25413 | 38 || 41352 | 42
13245 | 24 || 25143 | 87 || 41235 | 40 || 13254 17 || 25134 | 45 || 41253 | 30
13425 | 35 || 32145 28 || 41523 | 24 || 13452 28 || 32154 | 27 || 41532 | 36
13542 | 48 || 32415 | 35 || 45312 50 || 13524 | 35 || 32451 | 22 || 45321 | 50
14325 | 27 || 32541 24 || 45132 | 30 || 14352 | 35 || 32514 | 24 || 45123 | 40
14235 | 30 || 31245 28 || 45213 | 31 || 14253 | 28 || 31254 | 21 || 45231 | 25
14523 | 29 || 31425 52 || 52341 37 || 14532 | 34 || 31452 | 52 || 52314 | 34
15342 | 52 || 31542 53 || 52431 22 || 15324 | 40 || 31524 | 34 || 52413 | 30
15432 | 35 || 34125 75 || 52143 | 62 || 15423 | 37 || 34152 | 64 || 52134 | 41
15243 | 51 || 34215 51 || 53241 29 || 15234 | 36 || 34251 | 24 || 53214 | 31
21345 | 96 || 34521 44 || 53421 o7 || 21354 | 79 || 34512 | 66 || 53412 | 91
21435 | 172 || 35142 | 133 || 53142 | 107 || 21453 | 186 || 35124 | 61 || 53124 | 71
21543 | 162 || 35412 | 84 || 54321 54 || 21534 | 106 || 35421 | 49 || 54312 | 58
23145 | 35 || 35241 67 || 54231 26 || 23154 | 36 || 35214 | 54 || 54213 | 24
23415 | 35 || 42315 16 || 54123 | 34 || 23451 26 || 42351 | 29 || 54132 | 41
23541 28 || 42135 | 34 || 51342 | 63 || 23514 | 30 || 42153 | 30 || 51324 | 35
24315 | 40 || 42513 | 22 || 51432 | 45 || 24351 50 || 42531 | 11 || 51423 | 53
24135 | 74 || 43215 23 || 51243 | 44 || 24153 | 82 || 43251 | 19 || 51234 | 40

Az adatok elemzése soran tobb elemzd is észrevette, hogy a szavazatok az
APA megosztottsagat tiikrozik: éles valasztovonal van a kutatok (1-es és 2-
es jelolt) és a klinikusok (3-as és 5-0s jelolt) kozott, illetve egy harmadik,
kisebb csoportot alkotnak a kozosségi pszichologusok (4-es jelolt). Nyilvan a
kiilonb6z6 csoportok nagyon més szempontok alapjin szavaznak, mindenki a
sajat jeloltjeit részesiti elényben. A 8. tablazat tartalmazza a nyers adatokat:
a jeloltek minden sorrendjére megadja, hogy hény szavaz6 vélasztotta az
adott sorrendet (a teljes szavazatot leadok koziil).

Miel6tt a felbonthato modelleket illesztenénk, tekintsiik &t, hogy néhany
mas modell hogyan illeszkedik az adatokra! Az eredményeket a jeloltek al-
talunk rogzitett szamozasaval kozoljiik. A nagy mintaelemszam és a szavazok
heterogenitasa miatt a legegyszeriibb, legfeljebb 6t paramétert tartalmazo
modellek nagyon rossz illeszkedést adnak. Ennek egyik megoldésa az, hogy
tobb ilyen egyszeridi modell keverékével probalkozunk, és az irodalomban
taldlunk is ilyen megkdzelitést. Mi most mégis inkdbb azokra az elemzésekre
koncentralunk, ahol egy, de bonyolultabb modellt illesztettek a kutatok.

Marden [48] az adatokra log-linearis modelleket illeszt. A kvazi-fiiggetlen
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modell nem ad jo illeszkedést : az illeszkedést mérs, aszimptotikusan y? elosz-
last statisztika értéke GOF = 973.8, szabadséagi foka df = 103. Itt

GOF =2m Z r(m) log r(m

TESy p(ﬂ.)

ahol m a minta elemszama, r a tapasztalati eloszlés, p pedig a ML becslés.
Marden ezutan a kvazi-fiiggetlen modellhez egyesével vesz hozza interakcios

tagokat. Az altala legjobbnak itélt modellben a 7 sorrend valoszintiségére

logp(m) = 3 ojx(r(i) = b} + 32 3 aldm(i) = k,m(i) = )
ki (kL)EA i,
ahol A = {(1,2), (1,4), (3,5), (4,5)}. Erre a modellre GOF = 66.82, a szabad-
sagi fok pedig 59.

Chung és Marden [12] az ortogonédlis kontrasztokra épiil6 hierarchikus
modellt illeszti az adatokra. ElGszor a kontrasztokat valasztja ki, egyrészt
el6zetes elemzések, méasrészt probédlkozas alapjan. Emlékeztetiink, hogy min-
den kontraszt a jeloltek bizonyos részhalmazainak halmaza. A valasztott
kontrasztok tehat: I'= (4,1235), I[I= (12,35), III= (1,2) és IV= (3,5),
ezek éppen a kutatd/klinikus/kozosségi felbontasnak felelnek meg. Mivel a
kontrasztok ortogonalisak, az egyes kontrasztok értékei tetszélegesen kom-
bindlhatok egymassal, és minden kombinéci6 egyértelmiien meghataroz egy
sorrendet. A kapott 5 x 6 x 2 x 2 méretd kontingencia-tablara a legjobban
illeszkeds hierarchikus modell generatorai: {I, II, IIT} és {I, II, IV}, azaz
ha tudjuk az I, IT kontrasztok értékét, akkor a Il és IV kontrasztok értékei
feltételesen fiiggetlenek. Az illeszkedést mérd GOF statisztika értéke 32.78,
szabadsagi foka 29.

McCullagh [49] az inverzios modelleket illesztette az APA adatokra. Az el-
sérendii (Babington Smith) modellre GOF = 1527.9, df = 109 adédott, ami
persze nagyon rossz illeszkedést mutat. A teljes masodrendd modell (mely-
ben az Gsszes elsd- és méasodrendi inverzio szerepel) esetében GOF = 246.5

adodott, 89 szabadsagi fokkal. A paraméterek becsiilt értékei alapjan végiil
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McCullagh a kdévetkez6 modellt javasolta az 1,2,3,4,5 jeloltek m helyezéseire:

logp(r) = crax{m(1) <74} + D emln(i) — m(k)]-
{4k}
Az illeszkedés probastatisztikija GOF = 290.5, szabadsagi foka 109.

A fenti harom modell koziil az els6 ketté valoban jo illeszkedést ad
az adatokra. Kozos benniik, hogy a modell szerkezetét mindkét esetben
probalkozas utjan valasztottdk ki a sok lehetséges szerkezet koziil, ami
altalaban jellemz& a hierarchikus modellek illesztésénél. Mindkét modell
meglehetGsen sok paramétert hasznal, mig a harmadik esetben kevesebb a
paraméter, de az illeszkedés is sokkal rosszabb. Illessziik most a sorrend-
adatokra elGszor a hat "teljes" felbonthato modellt: L- és S-felbonthatobol
is a simat, az invertaltat, és a duplat.

A sima felbonthatoséagok invaridnsak a balrol szorzasokra (jelen esetben
a jeloltek atszamozasara), a jobbrol szorzasokra (jelen esetben a helyezések
atszamozasara) viszont nem. A helyezések szamozasa nem csak cimkézés,
hanem egy valodi rendezést tiikroz, az érdekesség kedvéért mégis a sorren-
dek valamennyi jobbrol szorzott valtozatara illesztettiik a modelleket (ez 15
eset az ekvivalenciaosztalyok miatt). "Szerencsére" a helyezések eredeti szé-
mozasa adta a legjobb illeszkedést.

Az invertalva felbonthatosagok esetében a helyzet éppen forditott: itt
az illeszkedés josaga a jeloltek szamozasatol fiigg. Mivel a jeloltek szamozasa
csak cimkézés, ebben az esetben természetes megkozelités a szamozasok mind
a 15 ekvivalenciaosztalyat kiprobalni, és a legjobb illeszkedést ad6 szdmozast
elfogadni. A legjobb eredményt a méar emlitett szamozas (illetve azzal ek-
vivalens méasik hét) adta, mind az L-, mind az S-esetben. Vegyiik észre,
hogy az ekvivalens szamozasok is hdrom csoportra osztjik az o6t jeloltet:
{{1,2},{3},{4,5}}, ez a felosztas azonban csak részben egyezik meg a ku-
tato/ klinikus/ kozosségi felosztassal.

A duplan felbonthaté esetekben mind a balrol-, mind a jobbrol szorzas
érdekes, tehat 15 - 15 kiilonbo6z6 illesztés végezhets el. Itt is, mind az L-,
mind az S-esetben az el6z6 két bekezdésben leirt szamozéasok adtak a legjobb

eredményt. (A kvazi-fiiggetlen modell esetén, melynek illeszkedésérél mar
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9. tablazat. Felbonthato eloszlasok illeszkedése az APA adatokra

Modell L x* (df) u

L-felbonthato 49 98.9(70) 2.44
S-felbonthato 72 144.8(93) 3.80
invertalva L-felbonthato 62 126.5(70) 4.78
invertalva S-felbonthaté 85 171.7(93) 5.77
duplan L-felbonthato 75 151.8(89) 4.71
duplan S-felbonthato 89 180.1(99) 5.76

szoltunk, természetesen minden szamozas ugyanazt az eredményt adja.)

Az illesztések eredményét a 9. tablazatban foglaltuk Ossze. Az eloszlas
nemparaméteres maximum likelihood becslése a tapasztalati eloszlas (telitett
modell), e mellett a minta log-likelihoodja —26612. A jobb attekinthetGség
kedvéért a modellek log-likelihoodjat ehhez az értékhez viszonyitva adjuk
meg, azaz L jeloli, hogy az egyes modellek maximalis log-likelihoodja meny-
nyivel kisebb a telitett modell értékénél. Megadjuk azutan az illeszkedésvizs-
gilat x2-probajanak probastatisztikajat (x?), ahol nem vontunk dssze osz-
talyokat, azaz 120 osztallyal dolgoztunk. Zardjelben szerepel a szabadsigi
fok, azaz 119 minusz a becsiilt paraméterek szama. Az utolsé oszlopban a
x? statisztika standardizaltjat, az u = (x> — df)//2df értéket tiintettiik
fel. Lathato, hogy a vizsgalt modellek koziil az L-felbonthaté modell adta a
legjobb illeszkedést, erre p = 0.013.

A modellek koziil az L-felbonthato illeszkedik a legjobban. Ebben az eset-
ben a paraméterek ML becslését is megadjuk: a 6. abra az S5 grafjat mutatja,
az élekre pedig a ML becslés szerinti A(x, C') = P(II(k+1) = z|II{1..k} = C)
feltételes valoszintiségeket irtuk.

Ha szeretnénk jobban illeszked6 modellt taldlni, és nem banjuk, ha ehhez
tobb paramétert kell hasznalnunk, illeszthetiink korlatozottan L-felbonthato
modellt. Ha példaul a k£ = 2,3-nal valo felbonthatosagok koziil csak a k = 2-t

tessziik fel, akkor

p(r) = P(I(1..2) = 7(1..2)) P(I(3..5) = 7(3..5)|1{1..2} = {1..2}).
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6. abra. Az L-felbonthaté ML becslés kanonikus paraméterei az APA
adatra

Ennek a modellnek 69 szabad paramétere van. A becsléses illeszkedésvizs-
galatot elvégezve kapjuk, hogy a 2 statisztika 57.98, szabadsagi foka 50.
Megjegyezziik, hogy ez a modell ekvivalens az elsé két és az utolsé harom
koordinata kvazi-fiiggetlenségével. Ha pedig csak a k£ = 3 felbonthatosigot
tessziik fel, akkor a x? statisztika értéke 64.32.
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Osszefoglalas

Az értekezés a véletlen permutaciok statisztikai vizsgalatanak néhény
kérdésével foglalkozik. Az elGkésziiletek utan a masodik részben bemutat-
tuk a sorbarendezési adatokra az irodalomban leggyakrabban hasznalt mo-
delleket. McCullagh inverziokon alapul6 torikus modelljében bizonyitottuk
a paraméterek identifikdlhatosagat, ami azon az észrevételen mult, hogy a
helyre rako, tgynevezett H-lépés kormentes grafot indukal a szimmetrikus
csoporton. Ezutan a Plackett-Luce-féle modellek paramétereinek maximum
likelihood becslésére vezettiink le EM algoritmusokat.

A harmadik rész a feltételes fiiggetlenség és a hierarchikus modellek kap-
csolatat vizsgalja a permutacios felallasban. Megmutattuk, hogy az L-felbont-
hato6 eloszlasok csaladja tobb szempontbol szépen viselkedik: zart hierarchi-
kus modell, melyben a maximum likelihood becslés explicit kiszamolhato, és a
minta feltételes eloszlasa az elégséges statisztikara nézve egyarant generalhato
direkt modszerrel, illetve egy egyszeri, masodfoki Markov bazis segitségével.

Ezutan azokat az tugynevezett duplan L-felbonthatd véletlen permuta-
ciokat vizsgaltuk, melyek nem csak L-felbonthatok, hanem az inverziik is
az. Megmutattuk, hogy szigoriian pozitiv esetben a szabad paraméterek sza-
ma n® nagysagrendt, ahol n a permutaci6 hossza. Ezek a vizsgalatok vezettek
minket a véletlen permutaciok hierarchikus modelljeinek bevezetésére, melyek
olyan torikus modellek, melyeket az {1,...,n} halmaz partici6-parjai gen-
eralnak. Kideriilt, hogy a duplan L-felbonthat6 modell nem rendelkezik az
L-felbonthat6 modell ,szép” tulajdonsagaival. A Markov bazis meghatarozasa
példaul rendkiviil nehéz a gyors méretnévekedés miatt: az elérhets algorit-
musok csak az n = 4 esettel tudtak megbirkozni. Még egy érdekes fogalmat,
az S-felbonthatosagot is, bar révidebben, de tanulméanyoztuk.

Megkérdeztiik, hogy melyek azok a véletlen permutaciok, melyeknek
barmely részvektora és annak komplementere feltételesen fiiggetlen, ha a
részvektorokba esé elemek halmazat ismerjiik. Megmutattuk, hogy ha min-
den permutécié valdsziniisége pozitiv, akkor ezek éppen a kvézi-fiiggetlen
eloszlasu permutaciok. Végiil egy ismert adatsorra illesztettiik a felbonthato
modelleket.



Summary

This dissertation addresses a number of questions connected to the sta-
tistical analysis of random permutations. After the preliminaries, in Part II.,
we introduced the models for rank-ordered data most frequently used in the
literature. We demonstrated that the parameters in McCullagh’s inversion-
based model are identifyable. This result followed from the fact that the graph
on the symmetric group, induced by the so-called ,,move-home-step” is cycle
free. Then we obtained EM algorithms for the maximum likelihood estimates
of the parameters in the Plackett-Luce model and its generalizations.

Part III. deals with conditional independence and hierarchical models in
the permutation setting. We showed that the L-decomposable family has
some ,nice” properties: namely, it is a closed hierarchical model in which
the ML estimate is explicite, and the conditional distribution of the sample,
given the sufficient statistics, can be generated either directly, or by means
of a simple, degree-2 Markov basis.

We turned our attention to the so-called bi-L-decomposable random
permutations, whose distribution, as well as that of their inverse, is L-
decomposable. We calculated the number of parameters to be (in the strictly
positive case) of order n®, where n denotes the length of the permutation.
These investigations led naturally to the definition of hierarchical models,
which are generated by partition-pairs of the set {1,...,n}. It turned out
that the bi-L-decomposable model possesses none of the ,nice” properties
of the L-decomposable model. For example, the calculation of a Markov
basis becomes quickly infeasible due to the size of the problem: the available
algorithms could solve only the case n = 4. We briefly looked at another
interesting property called S-decomposability.

We asked which random permutations had the property that every sub-
vector and its complement are conditionally independent, given the set of
elements in each subvector. We proved that if every permutation has pos-
itive probability, then these random permutations are exactly the quasi-

independent ones. Finally, we fit our decomposable models to a real dataset.



